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1 Indledning

Temaet for projekter pa 2. semester af matematik-studiet og matematik-
gkonomi-studiet er kombinatorik: grafteori og optimering. Ordet “kombina-
torik” har omtrent samme betydning som udtrykket “diskret matematik”,
der navnet pa et af kurserne pa 2. semester og den leerebog [1] vi bruger i
kurset.

Kombinatorik er en gren af matematikken hvor man studerer endelige
strukturer eller strukturer, der er “naesten endelige”. Udtrykket kombina-
torik bruges ofte i betydningen opteelling af elementer i en endelig struktur.
Men her bruges ordet altsa i en bredere betydning, der omfatter grafteori og
kombinatorisk (eller diskret) optimering.

En graf er i denne sammenhzng en endelig struktur, der bestar af et antal
punkter (ogsa kaldet knuder) og forbindelser mellem punkterne. Punkterne
tegnes tit som sma cirkler. Forbindelserne, der kaldes kanter, tegnes som
kurver, der forbinder to punkter. Kanterne kan eventuelt have en orientering
(retning). Se figur 1 og 2.

Grafer kan benyttes i forbindelse med matematisk modellering af fysiske
netveerk som f.eks. elektriske netveerk, vejnet, eller lign., men de benyttes
ogsa ved modellering af mere abstrakte relationer mellem objekter.
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Figure 1: En ikke-orienteret graf

Pa figur 3 vises f.eks. en graf hvor hvert punkt svarer til en maengde
af tal. To punkter er forbundet med en kant hvis fellesmaengden af de to
tilhgrende maengder er tom.

Et andet eksempel er en graf, der beskriver relationer mellem et antal
personer. Her vil hvert punkt svare til en person og der er en kant mellem
to personer, der kender hinanden.

Veje og kredse er begreber der ofte bruges i studiet af grafer. En vej fra
et punkt A til et punkt B bestar af en reekke kanter som man kan fglge for at
komme fra A til B. I en orienteret graf skal man naturligvis fglge kanternes
retning. Der kan desuden vare krav om at hver kant kun bruges én gang
eller at vejen ikke ma ga gennem et punkt to gange. Den orienterede graf i
figur 2 har f. eks. 4 veje fra A til B.

En kreds er en vej der vender tilbage til det punkt hvor den startede —
altsa B = A.

Optimering handler om at bestemme maksimum eller minimum for en
funktion. F.eks. kender I en metode til bestemmelse af maksimum og min-
imum for en differentiabel funktion f : R — R. I kombinatorisk optimering
skal vi finde maksimum eller minimum for en funktion f : .S +— R, hvor S er
en endelig (eller “nzesten” endelig) maengde med en bestemt struktur. S kan
f.eks. veere maengden af veje fra A til B i en graf. Man er sa interesseret i at
finde den korteste vej fra A til B. I optimering beskaeftiger man sig ofte med
veegtede grafer. Det vil sige at hver kant har tilknyttet et tal (en vaegt), som
f.eks. kan angive leengden af kanten. Laengden af en vej vil sa veere summen
af leengder af de kanter, der gennemlgbes.

I optimering vil vi veere interesserede i at finde systematisk fremgangmade
til at bestemme en optimal lgsning. En sadan fremgangsmade kaldes en



Figure 2: En orienteret graf
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algoritme. Nar vi sa har konstrueret en algoritme, der finder f.eks. korteste
veje i en graf, sa vil det veere interessant at vide hvor mange udregninger,
der kraeves for at finde en optimal lgsning. Antallet af udregninger vil blandt
andet afthaenge af grafens storrelse. En gvre graense for antal udregninger kan
altsa angives som en funktion af antallet af punkter i grafen. Den funktion
kaldes algoritmens kompleksitet. Hvis en algoritme bygger pa “afprgvning af
alle muligheder” —f.eks. find alle veje fra A til B og bestem laengden af hver af
dem, sa vil algoritmens kompleksitet maske veere af stgrrelsesorden 2", hvor
n er antal punkter i grafen. En sadan algoritme kan i praksis kun anvendes pa
sma grafer. Men hvis man finder en algoritme, der har kompleksitet f.eks. n?,
sa kan man ogsa lgse optimeringsproblemet for ret store grafer. Algoritmer
og kompleksitet er altsa vigtige begreber i forbindelse med optimering.

Pa P2 skal I arbejde med projekter inden for grafteori og optimering.

o Matematik-gkonomi studerende skal veelge et projektemne inden for
optimering, som giver mulighed for at se pa anvendelser i gkonomi.

e Matematik studerende kan enten veelge et projektemne inden for op-
timering eller et emne som er et teoretisk studie af grafer og deres
struktur.

Projektarbejdet skal resultere i udarbejdelsen af en P2-rapport og en P2-
procesanalyse. P2-rapporten skal behandle matematiske /matematik-gkonomiske
aspekter og kontekstuelle aspekter. 1 vejledes i disse emner af henholdvis
hovedvejleder og bivejleder.

I de fglgende afsnit beskrives den matematik I kan arbejde med i pro-
jekterne. I dette projektkatalog giver vi dog kun lgse beskrivelser af begre-
berne. Det overlades til jeres projektarbejde at give preecise matematiske
definitioner.

2 Euler-kredse: ruter gennem alle kanter.

Grafteori er en matematisk disciplin, der har faet sit store gennembrud i
det tyvende arhundrede. Der er dog ogsa @ldre problemstillinger i grafteori.
Man kan sige at grafteori blev grundlagt i 1736 af den svejtsiske matematiker
Leonhard Euler, der er en af de stgrste matematikere gennem tiderne.



Euler havde hgrt om et problem fra den gstprgjsiske by Konigsberg (Kalin-
ingrad): Floden Pregel lgber gennem Konigsberg og deler byen i to flodbreder
og to ger. Disse fire omrader er forbundet med syv broer. Kan man ga en
tur i byen sadan at man passerer over hver af de syv broer praecis én gang.
Euler indsa hurtigt at det kan man ikke.

Han oversatte sa problemet til et grafteoretisk problem: Kan man finde
en rute (en vej) i en graf som gar gennem hver kant preecis én gang. Dette
problem lgste han ved at give en karakterisation af de grafer, der har en
sadan rute. Senere har man sa opkaldt disse ruter efter Euler. Man kan tale
om en Euler-kreds hvis ruten vender tilbage til start-punktet. Ellers taler
man om en Euler-vej. Det er i dag et standard emne i grafteori-leerebgger at
bevise Eulers karakterisation og at angive en algoritme der finder ruten.

Hvis der ikke er en Euler-kreds i grafen sa star man med et mere kom-
pliceret problem: find en korteste rute som gar gennem hver kant mindst én
gang. Problemet studeres som regel i veegtede grafer hvor hver kant har en
leengde.

Et postbud skal ga igennem alle gader i sit distrikt mindst én gang. Hvis
han vil planleegge ruten sa han gar kortest muligt, sa har han netop det
ovenstaende problem. Problemet kaldes derfor det kinesiske postbuds prob-
lem.

Samme problemstilling opstar for skraldebilen, sneploven eller andre, der
skal igennem alle gader.

3 Graffarvning: firefarve problemet.

Et andet klassisk problem, der har givet anledning til teoretiske studier af
grafer er det sakaldte firefarve problem. Firefarve problemet spgrger om man
kan farve landene i et vilkarligt landkort med fire forskellige farver sadan at
to lande, der har en feelles graense skal have forskellig farve. Lande der ikke
greenser op til hinanden ma gerne fa samme farve.

Ud fra et landkort kan vi konstruere to grafer, der begge er planare. At
de er planare betyder at de kan tegnes i planen uden kanter der krydser
hinanden. Den ene af disse grafer har graenserne som kanter og punkterne er
de steder hvor tre eller flere lande mgdes. Den anden graf har et punkt for
hvert land med en kant mellem to punkter hvis de tilsvarende lande har en
feelles graense.

Firefarve problemet kan nu formuleres som et grafteoretisk problem: kan



punkterne i en vilkarlig planar graf tildeles farver sadan at to punkter, der
er forbundet med en kant, har forskellig farve.

Dette problem har beskaeftiget mange matematikere gennem det tyvende
arhundrede og i sidste halvdel af nittende arhundrede. Deres arbejde har
resulteret i mange delresultater. Men det endelige bevis for firefarve setnin-
gen har gjort intensivt brug af computere til at analysere utallige tilfeelde.
Desuden bygger beviset pa de mange tidligere delresultater. Seetningen blev
forste gang bevist i 1976. Et mere gennemarbejdet bevis kom i 1997. T 1976
var det helt nyt at man kunne bevise matematiske ssetninger ved brug af
computere. Beviset fgrte derfor til en debat om hvad man forstar ved et
bevis: skal det f.eks. kunne laeses af mennesker.

Som eksempel pa en satning, der blev bevist tidligt uden brug af com-
puter kan naevnes at landkort kan farves med to farver hvis og kun hvis
grafen, der bestar af graenser, har en Euler-kreds.

4 Korteste veje.

Et af de mest grundleeggende emner i kombinatorisk optimering er korteste
vej problemet. Dette har en umiddelbar anvendelse i trafikken hvis man
skal finde en korteste rute fra punkt A til punkt B. Men der mange andre
anvendelser af korteste veje. F.eks. indgar problemet i lgsningen af visse
andre optimeringsproblemer, som f.eks. det kinesiske postbuds problem. I
visse anvendelser vil leengden af en kant altid veere et positivt tal, men i
andre anvendelser tillader man negative kant-leengder. Der findes et stort
antal algoritmer til bestemmelse af korteste veje. Hvilken algoritme, der er
bedst egnet til en konkret anvendelse atheenger blandt af om der er kanter
med negativ leengde.

5 Lineser programmering,.

Lineaer programmering kan delvis opfattes som et kombinatorisk optimer-
ingsproblem, idet vi ved at maksimum /minimum skal findes i et af de endeligt
mange hjornepunkter. Men grunden til at lineser programmering naevnes her
er at en del af de optimeringsproblemer, der vedrgrer grafer, kan formuleres
som linezere programmerings-problemer.

Det geelder f.eks. korteste vej. Betragt en orienteret graf med kanter



e1,...,en med leengder henholdsvis ¢4,...,4,,. Vi skal finde en korteste vej
fra punktet A til punktet B. Vi indfgrer variable 1, ..., x,,, der skal angive
hvilke kanter vejen gar gennem. Hvis vejen gar gennem kanten e; sa sactter
vi x; = 1 og ellers x; = 0.

Folgende vil sa veere opfyldt:

e Forethverti=1,.... mer0<uz; <1.

e For ethvert punkt v i grafen, undtagen A og B er

DIET S

i€Ind(v) 1€Ud(v)

hvor der i fgrste sum summeres over de tal i, der opfylder at kanten e;
er orienteret ind i v og i anden sum summeres over tal i, der opfylder
at e; er orienteret ud fra v.

Z x; =0, sz—l

e Desuden er

ic€Ind(A) i€Ud(A)
0g
Z T =1, Z z; = 0.
icInd(B) icUd(B)

Leengden af vejen er x161 + ... + zplp.

Vi skal altsa minimere funktionen ¢y + ... 4+ z,,/,, under betingelsen
at overstaende uligheder og ligninger skal veere opfyldt. Egentlig er der det
yderligere krav at alle variable x; skal have en heltallig veerdig. Problemet
er altsa et heltals linesert programmeringsproblem. Heltals linesere program-
meringsproblemer er i almindelighed vanskelige. Men i det konkrete problem
kan man overbevise sig om at der en optimal lgsning til vores linesere pro-
grammerings problem hvor alle z; er hele tal — altsa enten 0 eller 1.

6 Transport i netveerk.

Antag vi skal transportere nogle varer fra A til B gennem et netveerk (altsa:
en orienteret graf med veegte pa kanterne). Veegten pa en kant skal i dette
tilfaelde opfattes som en kapacitet af kanten (altsa: det storste antal varer,
der kan kan transporteres gennem denne kant). En sadan transport kaldes
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en strgmning. Det skal naturligvis veere sadan at antal varer, der strgmmer
ind i et punkt v er lig med antal varer, der strommer ud af v, undtagen hvis
v = A eller v = B. Vi skal nu bestemme det stgrste antal varer, der kan
transporteres fra A til B. Der findes flere gode algoritmer til at finde en
maksimal stremning. Nogle af dem skal undervejs bestemme korteste veje.

Hvis den maksimale strgmning fra A til B har veerdi s (Der sendes altsa
s varer fra A til B.) sa kan man bevise at der findes en mangde af kanter
hvis samlede kapacitet er s og som opfylder at hvis man fjerner dem fra
grafen sa er der ikke leengere nogen vej fra A til B. Dette resultat kaldes
“max-flow-min-cut” ssetningen.

Max-flow-min-cut ssetningen er ogsa et fundamentalt resultat i det teo-
retiske studium af grafers struktur: Hvis alle kanters kapacitet seettes til 1,
udtaler szetningen sig om grafens “sammenhaengsgrad” og setningen kaldes
i dette tilfeelde Mengers saetning.

Stromning i netveerk er et problem, der naturligt kan formuleres som
et linesert programmerings problem. Max-flow-min-cut sesetningen kan da
opfattes som et korollar til dualitetssaetningen i lineser programmering.

Stremning har har ogsa anvendelse i forbindelse med optimale parringer
i to-delte grafer (se afsnit 9, nedenfor) og i forbindelse med det kinesiske
postbuds problem i orienterede grafer.

7 Hamilton-kredse og den handelsrejsendes
problem.

En Hamilton-kreds i en graf er en kreds, der besgger hvert punkt praecis én
gang — bortset fra at startpunkt=slutpunkt. Definitionen af en Hamilton-
kreds minder altsa lidt om definitionen af en Euler-kreds. Der er dog en
veesentlig forskel nar vi gar dybere i teorien. Der findes et simpelt kriterium,
der afggr om en graf har Euler-kreds. Men det er meget sveert at afgore om
en graf har en Hamilton-kreds.

Antag vi har en vaegtet ikke-orienteret graf; helst med en kant mellem
hvert par af punkter sa vi er sikre pa at der mange Hamilton-kredse. Sa
vil vi gerne finde den korteste Hamilton-kreds i grafen. Dette kaldes den
handelsrejsendes problem, idet vi forestiller os en handelsrejsende, der skal
besgge et antal byer. Der er uden betydning i hvilken rackkefglge byerne
besgges, men vi vil gerne ggre det sa den samlede rejse bliver sa kort som



muligt. Det forudsaettes at vi kender afstanden mellem alle par af byer.

Det samme problem optreeder i mange andre sammenhaenge. Man kan
f.eks. forestille sig en industrirobot, der skal bore huller pa bestemte punkter
i en genstand. Den skal helst bevaege sig kortest muligt og vende tilbage til
startpositionen sa den er klar til et nyt emne.

Der kendes ikke nogen effektiv algoritme til lgsning af den handelsre-
jsendes problem. Man kunne forsgge at konstruere samtlige Hamilton-kredse
i grafen og beregne leengden af hver af dem. Men antallet af Hamilton-kredse
er alt for stort til det er en realistisk fremgangsmade, undtagen i sma grafer.

Men der findes hurtige algoritmer, der ikke finder optimal lgsning, men
en Hamilton-kreds der kun er lidt leengere end den optimale. F.eks. findes
der algoritmer, hvor man kan bevise at den konstruerede Hamiltonkreds er
hgjst 2 eller % gange sa lang som den optimale. Disse algoritmer bygger pa
minimum vaegt udspaendende tracer, parringer og Euler-kredse.

8 Minimum vagt udspaendende traeer.

Et udspeendende tree i en ikke-orienteret graf bestar af alle grafens punkter
og en delmeaengde af dens kanter, udvalgt sadan at der er veje mellem alle par
af punkter, men er ingen kredse. Et tree altsa en minimal made at forbinde
punkterne. Der kan veere mange forskellige udspesendende traeer i en graf.
Hvis grafen har n punkter og der er en kant mellem hvert par af punkter, sa
er der praccis n"~? udspaendende tracer. For andre grafer kan antallet f.eks.
udtrykkes som determinanten af en bestemt matrix.

Et minimum vaegt udspaendende tree i en vaegtet graf er et udspsendende
tree, hvor summen af veegtene af tracets kanter er minimalt. Til trods for at
antallet af udspasendende traeer i en graf kan veere meget stort, sa findes der
faktisk effektive algoritmer, der finder det trae som har mindst vaegt.

Minimum vaegt udspeendende traeer finder anvendelse hvor skal forbinde
et antal punkter sa billigt som muligt. Der er ogsa anvendelser f.eks. ved
opdeling af en maengde af objekter i grupper af objekter, der ligner hinanden.

9 Parring.

En parring i en ikke-orienteret graf er en inddeling af punkterne i par af to
punkter, som er forbundet med en kant. Hvert punkt er i hgjst (evt. preecis)



Figure 4: Petersen grafen fra figur 3 med en parring. Kanter tegnet med en
tyk linie betyder at punkterne er parret. I dette eksempel er alle punkter
parret.

ét af disse par.

I optimering er man tit interesseret i bestemme en parring i en vaegtet
graf med storst mulig samlet vaegt (eller mindst mulig samlet vaegt).

I mange tilfzelde har grafen to typer af punkter og hver kant forbinder
to punkter af forskellig type. F.eks.: visse punkter svarer til jobs, der skal
udfgres og de andre punkter svarer til personer. En kant mellem et job og
en person angiver at personen kan udfgre dette job. Kantens vaegt kan veere
prisen for udfgrelsen. Man er sa interesseret i fa alle jobs udfort (af forskellige
personer) sadan at prisen bliver sa lille som muligt.

Der findes seerlige algoritmer, der finder en optimal parring i disse sakaldt
to-delte grafer.

Man er ogsa interesseret i at finde en optimal parring i generelle grafer.
Altsa grafer der ikke er to-delte. Dette har f.eks. anvendelse i forbindelse
med lgsning det kinesiske postbuds problem og den handelsrejsendes problem.
Der findes ogsa en algoritme, der lgser problemet generelle grafer, men den
er naturligvis mere kompliceret end den algoritme, der kun skal lgse problem
for to-delte grafer.

10 Projekterne

e FEulerkredse og det kinesiske postbuds problem

e Hamiltonkredse og den handelsrejsendes problem
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Figure 5: En todelt graf med parring. Eksempel: punkter til venstre er
personer der vil donere en nyre. Punkter til hgjre er patienter med behov for
ny nyre. En kant angiver at donerens nyre er egnet til patienten. Parringen
viser hvordan man valger at foredele nyrerne.

Stremning i netvaerk

Farvelaegning: firefarve problemet

Parring

Udspeendende traeer
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