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Reconstruccion a partir de dos vistas

La percepcion humana de la profundidad y de la volumetria utiliza la Visién Estéreo basada en
pares de vistas sincronizadas y el control del movimiento ocular o de la cabeza para la captura de
informacién tridimensional para los objetos del mundo real. Este control se ve facilitado por el “ali-
neamiento” de elementos comunes sobre una “misma linea”. En el caso artificial, la Reconstruccion
3D a partir de dos o mas vistas trata de imitar este comportamiento mediante la generacién semi-
automatica de

1. nuevas vistas 2D a partir de otras conocidas y

2. un modelo volumétrico navegable de forma interactiva.

El primer objetivo requiere calcular la localizacién (posicién y orientacién) de la camara a partir
de la informacion contenida en cada vista; el cambio en la localizacién proporciona una estimaciéon
del “movimiento” y la discretizacién del camino que conecta ambas localizaciones proporciona vistas
sintéticas intermedias. El segundo objetivo incluye al primero, pues la introduccién de una cdmara
virtual permite obtener nuevas vistas mediante proyeccién sobre un plano de imagen que es trans-
versal (no necesariamente perpendicular) a la linea de visién. Sin embargo, tiene un mayor coste
computacional y el modelo resultante sigue siendo habitualmente incompleto !. Dependiendo de los
requerimientos de la aplicacion se fija el alcance de la herramienta a desarrollar.

En el capitulo 1 se han mostrado modelos y herramientas para la visualizacién de escenas o de ob-
jetos generados por el hombre usando diferentes tipos de perspectiva; para ello, se utiliza informaciéon
implicita asociada a elementos de perspectiva (puntos de fuga, lineas del horizonte), pero los modelos
obtenidos carecen de precision métrica y pueden presentar deformaciones adicionales asociadas al
modelo (habitualmente no-lineal) de perspectiva. En el capitulo 2 se ha abordado la Reconstrucciéon
métrica de la parte visible de un objeto o de una escena estatica a partir de una vista utilizando una
camara calibrada; el caracter métrico del modelo permite estimar medidas y angulos sobre el objeto
o la escena 2. La “cantidad” de informacién disponible en una sola vista es habitualmente muy re-
ducida (salvo para camaras tipo ojo de pez), pero se puede completar mediante el “pegado” de dos o
mas vistas.

La generacién de modelos de perspectiva en escenarios naturales u objetos con geometria muy
irregular (vegetacion, montones de piedra, p.e.) hace muy dificil aplicar los métodos presentados en
el primer capitulo basados en modelos de perspectiva. Por otro lado, los requerimientos asociados
a la calibracion métrica (descritos en el capitulo 2) presentan un elevado coste computacional que
hace dificil una realimentacién en tiempo real 3. En consecuencia, es necesario desarrollar modelos

as zonas céncavas no se pueden recuperar debido a auto-oclusiones, p.e.

2La autocalibracion basada en la estimacion de la cénica absoluta proporciona la posibilidad de “medir salvo escala”

3Una motivacion para la necesidad de resultados en tiempo real aparece asociada a la fusién de informacién para retrans-
misiones por television de video 3D; en presencia de diferentes tipos de cdmaras o de una cimara moévil con zoom cambiante,
es necesario disponer de herramientas que faciliten la puesta en correspondencia de elementos homologos
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y herramientas software que permitan pegar datos y generar nuevas imagenes a partir de otras ima-
genes sin recurrir a modelos de perspectiva ni a una calibracién K previamente conocida; para ello,
es necesario incorporar restricciones estructurales (sencillas de estimar) para los elementos homoélogos
contenidos en varias vistas.

Una pipeline tipica para dos o mas vistas consiste en los pasos siguientes:

1. Deteccién y pegado de hechos mediante filtrado y correspondencias
2. Estimacion de restricciones estructurales usando Geometria Epipolar
3. Auto-Calibracion (ver cap. 2) vs Rectificacion simultdnea

4. Pegado denso de hechos bajo restricciones del marco geométrico

5. Reconstruccion 3D del modelo, de la estructura o de la escena.
A lo largo de todo este capitulo se trabaja bajo las hipodtesis siguientes:

= HI: Cada vista es la imagen de una proyeccién central 7; con centro en un punto C;. Por ello,
una vez resuelto el problema de correspondencias, de una forma ideal basta con identificar la
matriz de la proyeccién y aplicar las transformaciones sobre el espacio ambiente y el plano de
imagen que muestren cdmo se transforman los elementos homologos.

= H2: La calibracion de la camara es desconocida, es decir, se enmarca dentro de la metodologia
que hemos etiquetado como auto-calibracion en el capitulo anterior.

En la practica las cosas no son tan sencillas, pues ni los objetos ni las escenas estan aislados, ni su
geometria o su topologia son conocidas a priori, ni se dispone de ninguna informacion sobre la(s)
camara(s) que capturan las imagenes, ni los datos son suficientemente precisos, ni las herramientas
computacionales proporcionan resultados que se ajusten de forma “exacta a la realidad”. Este capi-
tulo esta dedicado al desarrollo de herramientas geométricas para la resolucion de estos problemas a
partir de imagenes capturadas desde localizaciones préximas.

La primera secciéon esta dedicada a esbozar la jerarquia basica entre los diferentes tipos de Re-
construcciéon 3D con especial atencion a la Reconstruccion Proyectiva; este enfoque es muy diferente
al presentado en el capitulo anterior, donde se ponia el acento sobre la Reconstrucciéon Euclidea, es
decir, la recuperacién de informacion métrica de la escena en relacién con la calibracion (obtenida
off-line).

En la segunda seccion se desarrolla una extension de elementos de perspectiva y su aproximacion
mediante diferentes tipos de aproximaciones bilineales que facilitan una solucién computacional-
mente eficiente, sencilla de implementar y significativa desde el punto de vista de visualizacién. De
una manera intuitiva, si se toman n vistas Vi,..., V), alrededor de un objeto, para reconstruir todo el
objeto, es necesario “enlazar” las matrices fundamentales Fy,,...,F, 1, y F,;1, lo cual da lugar a un
“camino circular” (al que se llama lazo en la variedad F para la reconstruccion afin (el argumen-
to es andlogo para el caso euclideo reemplazando la matriz fundamental por la esencial). Esta idea
intuitiva requiere algunos refinamientos, pues es necesario suprimir la "ambigiiedad” asociada a la
reconstruccién y garantizar que los datos obtenidos al cerrar el “lazo” son coherentes.

Adn siendo conscientes de la simplificacién abusiva asociada a la representacion de los rayos de
luz como rectas, a lo largo de todo este capitulo supondremos que la luz se propaga a lo largo de
rectas. Este enfoque permite conectar directamente con el enfoque de Informatica Grafica basado e
Ray Casting y Ray Tracing, como Ingenieria Inversa de la Reconstruccién 3D; actualmente se dispone
ya de algoritmos para Ray Tracing en Tiempo Real (RTRT o RT?) de gran interés para videojuegos;
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Figura 1.1: Estimacién de la matriz fundamental a partir de dos vistas y triangulacién para tres vistas

la necesidad de interactuar con escenarios que se exploran plantea el reto para desarrollar Recons-
truccién 3D en tiempo real. Estas cuestiones se esbozan en la seccién 3 de este capitulo. La altima
seccion esta dedicada a presentar los métodos mas robustos para la estimacion (variantes de Ransac)
y algunas de las estrategias de optimizacion vinculadas a la estructura diferencial de las variedades
que parametrizan las restricciones estructurales a las que llamaremos variedad fundamental y varie-
dad esencial. Esta tltima seccién es la méas avanzada desde el punto de vista matematico y puede ser
saltada en primera lectura.

Nuevamente, la referencia mas completa para este médulo es el libro de R.Hartley y A. Zisserman
sobre Geometria basada en Multiples Vistas. Las lecturas 2 a 8 del curso de Marc Pollefeys propor-
cionan materiales graficos mas intuitivos, si bien los contenidos frecuentemente son mas avanzados
que los expuestos en este curso. Es altamente recomendable utilizar ambos recursos a lo largo de todo
este médulo 2. La figura 1 ilustra algunos de los conceptos que se explican en este capitulo *.

A lo largo de todo el capitulo es conveniente tener presente objetos volumétricos o escenas de
complejidad creciente para los que se desea proporcionar una reconstruccién 3D. En el repositorio
del grupo LFA-DAVAP 3 hay una gran cantidad de materiales relacionadas con objetos de Patrimo-
nio que presentan una elevada variabilidad morfolégica. Por ello, permiten hacerse una idea de las
dificultades practicas que se van a encontrar en relacién con las técnicas presentadas.

Como siempre, la referencia mas completa para la mayor parte de las cuestiones que se abordan en
este capitulo es el libro de Hartley y Zisserman (2000, 2nd ed 2002); el formalismo matematico puede
resultar una barrera inicial, pero una lectura pausada ayuda a entender y justificar la mayor parte de
los desarrollos llevados a cabo desde mediados de los noventa. El Curso sobre Reconstruccién 3D

4http://imagine.enpc.fr/~moulonp/openMVG
Shttp://157.88.193.21/~1fa-davap
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desarrollado por M.Pollefeys (disponible en la red) es asimismo de gran utilidad y sus presentaciones
altamente recomendables pues ilustran la mayor parte de los desarrollos del capitulo.
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1.1. Correspondencias y Reconstruccion proyectiva

El problema de correspondencias se refiere a la estimaciéon de elementos homoélogos en diferentes
vistas. Para ello, es importante que las imagenes a comparar tengan una zona “suficiente” de sola-
pamiento y que los hechos a detectar como candidatos a homoélogos sean “suficientemente” robustos
para minimizar la ambigliedad en la puesta en correspondencia. Si partimos de camaras idénticas,
un parametros crucial es la linea base b;; que se define como la distancia entre dos localizaciones (po-
sicion y orientacion) L; y L; de la(s) camara(s) en el espacio. Cuando b es “pequena”, la Geometria
Epipolar proporciona un primer marco estructural para la puesta en correspondencia de elementos
homologos.

Cuando la linea base b;; es “amplia” el procedimiento descrito da lugar a una degradacion en la
calidad de los resultados obtenido. Por ello, es necesario recurrir a una aproximacion “escalonada” en
la que inicialmente fijamos la regién de busqueda (mediante criterios estadisticos de agrupamiento
radiométrico o geométrico) y, a continuacion, se realiza una basqueda mas fina; en este ultimo caso,
no hay una Gnica estrategia, sino una diversidad considerable de procedimientos y algoritmos que se
exponen con mas detalle en el capitulo 5 de este mddulo (para una cdmara en movimiento en torno
a un objeto rigido), en el moédulo 3 (para una camara fija y objetos moviles) y en el médulo 5 (para
diferentes camaras eventualmente moéviles con objetos moviles y eventualmente deformables).

Para empezar nos restringimos al caso en el que la linea base b es “pequena”. La estrategia general
para realizar una reconstruccién proyectiva es siempre la misma:

1. Calcular las correspondencias, es decir, identificar los elementos homoélogos. En el caso 0D se
trata de pares de puntos (p,p’ € IT x IT’ tales que existe P € IP? con t(P) = p e [1 ~IP? y 7/(P) =
p’ € I1" ~P? a los que se llama puntos homélogos.

2. Una vez identificada una cantidad “suficiente” de pares de puntos homologos, estimar la loca-
lizacién de cada camara con centro C.

3. Construir la estructura de la escena estimando una cantidad suficientemente densa de puntos
P=CpnC’p’

La puesta en correspondencia para elementos candidatos a homologos se realiza habitualmente
en Vision Estéreo para localizaciones préximas de las camaras (“pequena” linea base b), pues es ne-
cesario garantizar la existencia de una amplia zona de solapamiento; en este caso, existen relaciones
bilineales que afectan a elementos homodlogos que proporcionan las restricciones estructurales a veri-
ficar. Una vez concluido este proceso, es posible generar una nueva vista para cada localizacién de la
camara generada de forma virtual mediante movimiento de raton. Para resolver los tres pasos citados
es necesario estimar

1. Las relaciones bilineales que deben verificar los pares de puntos homdlogos (p,p’ € TT x xPi’ =
P2 x IP? . La existencia de restricciones estructurales para dicha aplicacién bilineal acelera la
estimacion de la matriz fundamental (para el caso afin) o esencial (para el caso euclideo) que
facilita dicha relacién estructural a la que se llama restriccion epipolar

2. La localizacion de cada camara se ha presentado anteriormente como el nacleo de la matriz
de proyeccién, por lo que basta estimar la matriz de proyeccidon usando los métodos de auto-
calibraciéon que han sido presentados en el capitulo anterior.

6Recordemos que la imagen del producto de Segre IP? x P2 < IP® parametriza todas las aplicaciones bilineales entre dos
planos proyectivos
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3. Nuevas vistas que intuitivamente consideramos como una interpolacién continua entre vistas
conocidas Vy y Vi que se consideran como “extremos de un camino” que conecta las vistas
Vo v Vi. La generacion semi-automdtica (mediante movimientos de ratén) de nuevas vistas se
resuelve mediante célculo 6ptimo de un camino entre la localizacién inicial de la cdmara y la
seleccionada por el usuario de forma interactiva. La obtencién del “mejor camino” (mas suave y
de longitud minima) requiere resolver problemas de optimizacién en la variedad fundamental
o esencial, o bien sobre el variedad asociada a los grupos de matrices que son significativos para
cada uno de los marcos geométricos elegidos.

En este capitulo se desarrolla un enfoque que esta basado en la geometria lineal asociada a puntos
o rectas del espacio, y sus proyecciones sobre diferentes planos de imagen. Los puntos “salientes”
(vértices de poligonales, junturas, p.e.) y rectas “significativas” (lineas de perspectiva, lineas homo-
logas, p.e.) se obtienen a partir del procesamiento y analisis automaticos de iméagenes. En el mejor
de los casos, el punto de partida de la Vision Estéreo tradicional esta dado por pares fotogramétricos
tomados con dos cadmaras calibradas idénticas montadas sobre un dispositivo métrico (par estéreo)
con una distancia conocida entre los focos de las camaras a la que se llama linea base y se denota me-
diante b; este valor y la convergencia de las lineas de visién en un punto (que se supone previamente
conocido) condicionan el rango en el que los objetos se perciben como volumétricos 7.

La novedad de este capitulo radica en que, a diferencia de los métodos de Fotogrametria (ver ca-
pitulo 2), es posible llevar a cabo la Reconstruccién 3D sin recurrir a la calibracién de las cdmaras
utilizando solamente informacién contenida en multiples vistas (Faugeras, 1992; Hartley, 1992). Si
los parametros intrinsecos de la camara (calibracién interna) se mantienen fijos, la recuperacién de
la estructura métrica salvo escala se lleva a cabo mediante una estimacién de (la proyeccién sobre
el plano de imagen de) la conica absoluta w,,. La justificacién geométrica es muy simple: La cé-
nica absoluta es la Unica conica que permanece invariante por cualquier transformacién euclidea;
la justificacién analitica es algo mas sofisticada: la matriz de calibracién y la cénica absoluta estan
relacionadas por un producto de matrices inversibles 8. Por ello, el punto clave para relacionar la
reconstruccidn proyectiva con la métrica es la estimacion de la conica absoluta.

1.1.1. Marcos, modelos y datos geométricos

Desde el punto de vista topologico, las correspondencias entre imagenes se pueden realizar entre:

1. elementos 0D como vértices/esquinas (correspondencias geométricas) o maximos de intensidad
(correspondencias radiométricas), p.e.

2. elementos 1D basadas en siluetas S, o en grafos asociados (esqueletos, Reeb) a los objetos detec-
tados en imagen;

3. elementos 2D con atributos radiométricos (distribucion del color o de otras propiedades de la
luz)

El caso mas dificil corresponde al tratamiento basado en informacién 1D y se aborda en el médulo
en el marco del Reconocimiento de objetos. De forma complementaria, se pueden incorporar criterios
asociados a:

7En el caso humano la linea base es aproximadamente 6.5 cm y el rango de profundidad en el que se percibe la volumetria
es de aproximadamente 18 m
8Ver la seccién sobre autocalibracion del capitulo 2 para detalles
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Figura 1.2: Calibracién de dispositivos omnidireccionales (catadiéptricos y ojo de pez)

= El procesamiento de la informacion a bajo nivel vinculada a los histogramas (distribuciones de la
forma y sus generalizaciones, p.e.)

» Transformaciones realizadas sobre la imagen en el marco del dominio de la frecuencia
» La escena tales como la profundidad relativa o algtin descriptor asociado al campo de luz °

= Hechos especificos tanto de tipo geométrico, como analisis espectral con sus correspondientes
estrategias de segmentacion.

Esta diversidad tan grande de aproximaciones da lugar a que no exista un estandar comun. Por
ello, para fijar ideas nos restringimos al caso geométrico en el que las correspondencias se llevan a
cabo entre hechos 0D geométricos en el dominio espacial, pudiendo adoptarse diferentes marcos para
la representaciéon. Esta eleccién simplifica el tipo de transformaciones a utilizar que supondremos
lineales, es decir, dadas por un subgrupo del grupo lineal general o su proyectivizado. Bajo estas
restricciones, la estrategia habitual consiste en

1. fijar el marco geométrico (proyectivo, afin, euclideo) a utilizar y estimar, junto con sus jerarquias;

2. fijar el modelo que incluye el tipo de camara: camara de perspectiva (proyeccioén central), omni-
direccional (catadioptrico vs ojo de pez, espejos concavos, p.e.) 6 multivista (cabezal con cama-
ras sincronizadas con disposicidén circular, p.e.).

3. especificar los datos geométricos a agrupar: puntos, lineas, conicas. etc y sus transformadas.

Los datos proceden de una extraccidon y agrupamiento de “hechos locales”; de forma intuitiva un he-
cho local es un objeto contenido en imagen que “difiere” de los contenidos en los pixeles mas proxi-
mos. Mas formalmente en el dominio espacial de una imagen digital es el soporte de una discontinui-
dad (geométrica o radiométrica) para alguna funcién definida sobre la imagen que sea “invariante”
con respecto a las transformaciones consideradas.

Para facilitar el pegado el marco mas general es el proyectivo; para visualizar los resultados usare-
mos el marco afin. Para algunos tipos de camara es conveniente utilizar la geometria cilindrica (para

9La funcién plendptica se desarrolla en el capitulo 4 en relacion con cuestiones de renderizacién
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vistas panoramicas, p.e.) 6 bien la geometria esférica (para dispositivos omnidireccionales; la figura
1.1.1 del grupo de Visién Computacional de la Universidad de Zaragoza ilustra los tipos de distor-
sién asociados a dispositivos omnidireccionales !°. El modelo elegido afecta al tipo de reconstruccién
(proyectiva vs afin, para camaras de proyeccidn perspectiva) y el tipo de transformaciones y proyec-
ciones no sé6lo del marco geométrico, sino también de los objetos que se desea estimar y que deben
ser invariantes con respecto a homografias 1.

Los datos utilizados en este capitulo son geométricos y corresponden inicialmente a puntos p{ €
IT, y lineas ¢; C I, en el plano de imagen II, correspondiente a un modelo de camara asociado a
una proyeccion central con centro C,. Frecuentemente, se consideran datos hibridos, es decir, colec-
ciones de puntos y lineas. Todos los datos estan contaminados por el ruido, las distorsiones debidas
al proceso de captura y los artefactos asociados a las primeras fases de Procesamiento y Analisis de
la informacién. Ello implica que es preciso llevar a cabo un proceso de rectificacion de las imagenes
utilizadas y de optimizacién en todas las fases del proceso de Reconstruccién.

Para fijar ideas y especificar el modelo se utiliza inicialmente una cantidad minimal de datos.
Debido a los errores procedentes del sistema de captura o inducidos por las primeras fases del proce-
samiento y analisis de imagenes, asi como a la necesidad de actualizar informacién en funcién de la
visibilidad o de geometrias complicadas para objetos, es necesario utilizar informaciéon redundante.
Inicialmente se supone que dicha informacién esta soportada sobre puntos en diferentes imagenes.
Incluso si la puesta en correspondencia se resuelve de forma precisa (verificando las restricciones
epipolares), la elevacion de la informacion para reconstruir objetos o escenas volumétricas da lugar a
todo tipo de errores que es necesario corregir. Esta correccién requiere combinar

= modelos geométricos vinculados al modelo de perspectiva vs omnidireccional, p.e.;
= técnicas estadisticas para el muestreo y agrupamiento (para ajuste de datos); y

= técnicas de optimizacion para garantizar la convergencia rapida hacia modelos robustos.

Una adecuada combinacién de las diferentes técnicas modifica por lo general las colecciones de datos
bajo restricciones geométricas que refuerzan la consistencia local de los objetos y la coherencia global
de las escenas.

La visualizacion de un objeto o una escena requiere una cantidad “densa” de puntos; no se puede
representar mediante una cantidad minimal de puntos o de rectas como en los modelos simplifi-
cados de perspectiva. Es imprescindible utilizar modelos densos. Por ello, los modelos matematicos
para el tratamiento de la informaciéon deben ser compatibles con la gestiéon de informacién redun-
dante (incluyendo diferentes tipos de remuestreo, p.e.) y su optimizacioén (diferentes modelos para
distribuciones de error, distintas funciones de coste, diferentes procedimientos, etc). La introduccién
de restricciones estructurales de tipo multilineal (matriz fundamental/esencial, tensor trifocal o ten-
sor multilineal) para N > 2 vistas afecta a una cantidad “densa” de puntos. Por ello permite abordar
la reconstruccion densa utilizando técnicas de optimizacion apropiadas que se exponen en el resto
del capitulo y en el apéndice (para la reconstruccién a partir de N > 3 vistas).

Una reformulacion matematica del modelo

Desde el punto de vista del modelado matematico, la Reconstruccién 3D se basa en

10Este enfoque se aborda con més detalle en el cap.4
I1Esta condicién motiva y justifica una revisiéon de la Transformacién Directa Lineal (DLT) en términos de datos normali-
zados para garantizar su invariancia; ver mas abajo
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= Una coleccién finita (eventualmente densa) de puntos P; € P3 para 1 <i <N

» Una coleccién finita de proyecciones centrales 7/ : IP> — IT/ ~ IP? sobre el plano I1; de cada
camara paral <j<c

= Una coleccién finita (eventualmente densa) de puntos pf.' €Tl paral<i<Nyl<j<ccon
o (P;) = p]

Los problemas a resolver consisten en establecer las correspondencias, estimar los puntos espaciales P;
y las matrices M; que representan las proyecciones lineales 7t;. Las correspondencia se establecen a

partir de una coleccién redundante de puntos significativos pf € I1; en diferentes vistas, candidatos
a “homologos”. Para simplificar nos reducimos a dos vistas proximas; la restriccion epipolar impone
una restricciéon que deben verificar los pares (pil,piz) € Ily xI1, que “proceden de un mismo punto”
P; € IP3, es decir, tales que 7t;(P;) = p} y 15(P;) = piz.

Para simplificar la notacién usaremos (p;, p;) para denotar (pil,piz) con coordenadas (x;, p;) para
los candidatos a homologos, reservando los superindices (que hacen referencia a la j-ésima camara)
para el caso de mas de dos vistas (estas cuestiones se abordan en el apéndice al capitulo 3) !?

La presencia de errores y ruido en las fases de captura y procesamiento/analisis de la informacion
requiere disefiar e implementar procedimientos que facilitan una seleccion “inteligente” de informa-
cion de acuerdo con los objetivos requeridos y una aceleracion en la forma de procesarla que faciliten
la generacién de modelos con diferentes niveles de detalle. La primera cuestioén afecta al analisis de
imagen y la seleccion de “hechos salientes” para una reconstrucciéon “dispersa”; la segunda cuestiéon
afecta a la optimizacién

La generacidon de una nueva imagen a partir de otras conocidas, se entiende como la construc-
cion de una nueva matriz de proyeccion cuya imagen se muestra en pantalla. Esta idea resulta muy
atractiva, pero presenta la desventaja de tener que elegir de forma cuidadosa un sistema coordenado
en 3D para expresar cada matriz de proyeccidn. Esta seleccion puede resultar natural en el caso de
Reconstruccién Euclidea (para control de calidad relativa a objetos volumétricos, p.e.). Sin embargo,
fija grados de libertad en el marco euclideo, lo cual resulta poco util para la Reconstruccién (afin o
proyectiva) en el caso no-calibrado. En el capitulo siguiente se lleva a cabo un analisis exhaustivo de
las matrices de proyeccion para la reconstruccion métrica a partir de una sola vista.

La estrategia alternativa que se desarrolla en este capitulo consiste en un paso previo asociado a la
generacion de nuevas vistas usando correspondencias entre haces de lineas “epipolares” contenidos
en vistas; la innovacién con respecto al capitulo 1 consiste en que dichos haces de lineas no son haces
de lineas de perspectiva, sino haces sobre los que se localizan los puntos homodlogos. La idea consiste
en trasladar la geometria del haz de planos A” que pasa por la linea base b = Cx C’ a cada uno de los
planos de proyeccién IT y IT” (asociados a cada cdmara C y C’). La interseccion del haz de planos con
cada plano de camara da lugar a dos haces de rectas

A:=APNIT , AL:=APNIT

a las que se llaman lineas epipolares parametrizadas por P!. Cada punto significativo p; (resp. p;)
se encuentra sobre una linea epipolar A{ (resp. /\f’). Por ello, el ambiente para la puesta en correspon-
dencia es el mas simple posible y corresponde a las homografias de una recta proyectiva.

12En la literatura frecuentemente se denota mediante (x;,x]) a pares de puntos homodlogos en pares de imagenes, reser-
vandose la notacién P; para representar la matriz de proyeccion; a pesar de un uso muy extendido, esta notacién tiene dos
inconvenientes: Se identifican puntos con sistemas de coordenadas (olvidando que un mismo punto se representa de muchas
formas con respecto a muchos sistemas de coordenadas) y nos quedamos sin notacién para representar los puntos en el espacio
ambiente 3D
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Relacidén con el modelado y calibracion

El modelado de vistas 2D depende del tipo de proyeccién seleccionado y la calibracién del tipo de
dispositivo para la captura. Inicialmente, se supone que la proyeccion ideal 7t; es central tipo pinhole,
es decir, el foco se representa mediante un punto material (centro de proyeccion) C; sobre un plano
de imagen IT;. Este modelo de proyeccion es ideal y poco realista, pues limita enormemente el campo
de visioén, pero se adopta como una primera aproximacién cuyas limitaciones se corrigen utilizando
aproximaciones vinculadas a la calibracién y un modelado mas realista. Algunas observaciones previas
a tener en cuenta son:

» Relacion con el modelado: La generacién semi-automatica de vistas no incluye necesariamente
un modelo 3D del objeto, pues sélo se pretende mostrar nuevas vistas de un objeto B, o de
una escena tridimensional £ sin recurrir a un modelo previo; esta observaciéon cual marca una
primera diferencia importante con respecto a las estrategias de modelado grafico 3D o con
respecto al disefio asistido (CAD/CAM). La interrelacion con ambas areas (modelado y disefio)
forma parte de los topicos que se pueden desarrollar como practicas.

= Calibracion: El caso ideal corresponde a cdmaras cuya calibracién interna se conoce, lo cual
reduce el problema de la calibracién a estimar la localizacion (posicion y orientacién). Sin em-
bargo, las imagenes que se utilizan habitualmente para la Reconstruccién 3D no proceden de
la misma camara, ni estan tomadas bajo condiciones similares, ni existe informacién disponi-
ble sobre los parametros de las camaras. Por ello, la tnica posibilidad para el “pegado” de la
informacién disponible consiste en referir toda la informacién al objeto o la escena y “alinear”
las imagenes antes de proceder a cualquier tipo de “interpolacién” entre vistas proximas.

En el capitulo anterior se ha mostrado el papel que juegan la calibracién para la Reconstruccién
3D en e caso euclideo en relacién con las condiciones de coplanariedad de rayos homélogos con la
linea base. En este capitulo centramos la atencién en una interpretacion afin de dichas condiciones
de coplanariedad para obtener la reconstruccién 3D en el caso no-calibrado.

En el marco proyectivo, el conocimiento a priori de la matriz de calibracién K permite suponer
(multiplicando por la inversa) que la calibracién esta representada por la matriz identidad I. Cuando
esta calibracion es desconocida a priori o no se puede estimar sobre la marcha, se plantea la cuestiéon
de como generar nuevas vistas y como recuperar la estructura de la escena mddulo transformacién
proyectiva (Faugeras, 1992; Hartley, 1994). El problema se puede abordar de dos formas complemen-
tarias

= Como una camara no-calibrada moviéndose en un espacio rectificado.
= Una camara calibrada moviéndose en un espacio distorsionado.

Para fijar ideas, nos restringimos a la primera interpretacién. En este caso, el movimiento euclideo
representado por pares (R,t) se representa para una camara no-calibrada mediante (KRK™!,Kt). La
figura 1.1.1 ilustra esta idea.

Matrices de las camaras

Como se desea realizar esta generaciéon de nuevas vistas de forma continua, es conveniente mo-
delar la coleccién de nuevas vistas como un camino y : [0,1] - M(3 x 4;IR), donde y(0) = M, es la
vista inicial (habitualmente la izquierda) y y(1) = M, es la vista final (habitualmente la derecha).
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Z
-
X, e

T (KRK™'KT)

Figura 1.3: Transformacién mediante movimiento euclideo entre un par de imagenes

La accién del grupo estructural permite elegir coordenadas en los espacios de partida y llegada de
modo que la matriz y(0) sea la mas simple posible, es decir, el “origen” de coordenadas en el espacio
vectorial de las matrices M(3 x 4;IR).

Las matrices de proyeccién asociadas a las camaras se calculan de la forma siguiente:

Dada la matriz de proyeccion P = [I|0] y ¥ vector v para P’ (similar para P”) se tiene

P’ =[[T;, T, T3le” +e'vT|Ae’], A e R.

Elegimos ahora

P’ = [[T1¢T2!T3]€”|e,]

bajo la condicidn, a; = T;e” se fija de forma Gnica P”.
Sustituyendo en T; = a;b; —ab. se obtiene

T, =T;e"e"T —eb] = e’b] =T;(e”e"T ~I) = b; = ("¢ -1)T]¢’

Por ello, finalmente se obtiene P”,

P =[(”e"T -1)[T],T],T]]ele”]

Datos asociados a la proyeccion

Para una proyeccién en forma canénica 7ic : P> — IP? la matriz de proyeccién estad dada por
(I3 | O). Por ello, el nicleo (centro de proyeccién) C tiene como coordenadas [0:0:0: 1] y se
le llama el centro dptico. En el plano de imagen con coordenadas homogéneas [x; : x, : x3] y afines
(x,9,1) (siendo x = x;/x3 e ¥ = x/x3), la linea del infinito esta dada por x3 = 0 que es imagen de un
plano proyectivo en IP? al que se llama plano focal.

En presencia de varias cdmaras o de una camara moévil, es necesario considerar la proyeccion
proporcionada por una camara arbitraria tiene un modelo proyectivo lineal dado que se represen-
ta mediante una 3 x 4-matriz M,;. Escribimos vectorialmente el resultado de esta proyecciéon sobre
cualquier punto P con coordenadas afines X = (X, Y, Z,1) = X como
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m]— Mg m}—f(-l- AP
M X =| my my [X=|mX+my
m; sy m; X + 3y

Con esta notacion, el centro dptico C = (¢,1) o centro de proyeccién esta dado por el nicleo de la
aplicacién anterior, es decir,

CeKer(My) = ¢=-M,;my

donde M, es la 3 x 3-matriz correspondiente a las tres primeras columnas de la matriz de proyec-
cién 13 y my es la Gltima columna de la matriz de proyeccion.

Dado cualquier punto p € V de la vista, como V =~ P2, el rayo dptico asociado a p estd dado por el
conjunto de puntos P € IP?> que se proyectan sobre p, es decir, tales que M, (X) = x. Representamos en
forma paramétrica a dicho conjunto como

P=C+AM,p | A =0}

La representacion proyectiva de los rayos dpticos es importante no sélo para cuestiones geométri-
cas vinculadas a la proyeccién, sino también para una representacion intrinseca de las propiedades
radiométricas vinculadas a renderizacion (Ray Casting y Ray Tracing). Asimismo, es la clave para
relacionar diferentes modelos de proyeccion (central, omnidireccional, multiples camaras sincroni-
zadas).

1.1.2. Métodos efectivos para la puesta en correspondencia

Los métodos generales para identificar elementos homdlogos son de tipo estadistico y afectan a
procedimientos de busqueda por barrido de elementos geométricos a lo largo de lineas 6, alternati-
vamente, a la localizacion de “distribuciones de hechos” con caracteristicas similares sobre la escena.
En ambos casos de trata de elementos 0D que se pretende sean tan “densos” como sea posible.

Las estrategias basicas de busqueda para puntos homologos se basan en

= Maximizar la correlaciéon Cy, = ) I,I,, donde la funcion I, se refiere a las 3 componentes de una
representaciéon 3D del color (en lugar de la intensidad en la escala de grises).

» Minimizar alguna distancia L'(I(p,), I,(p;)) para distribuciones (clusters) de puntos comunes a
las vistas, donde Ip, I, es la funcién de intensidad en la escala de grises de las imagenes izquierda
y derecha respectivamente.

En ambos casos, se toma la suma correspondiente a la “disparidad” para todos los candidatos a
puntos homologos (modulo un umbral de basqueda) situados a lo largo de lineas que se corresponden
en pares de iméagenes. Este proceso es elemental sobre vistas rectificadas, pues el desplazamiento se
produce sobre lineas horizontales de barrido (como en una aproximacién lineal a la visién humana).
En este caso una homografia permite restringir el rango de bisqueda de puntos homodlogos a una
linea horizontal. En el caso general la bisqueda se realiza sobre la correspondiente linea epipolar
asociada a una linea de barrido en una imagen [L0099].

En genera, debido a oclusiones parciales, no es posible realizar una correspondencia pixel a pixel
entre todos los puntos candidatos a homdlogos, aunque para vistas proximas (pequena linea base)
este procedimiento proporciona resultados muy satisfactorios.

13Razonad por qué es no-degenerada
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Para identificar hechos salientes y sus homodlogos en un par de imagenes, es conveniente iden-
tificar caracteristicas de la distribucidn asociada a cada cluster de puntos; en este caso se utilizan
criterios de “pegado local” sobre trozos de superficies (parches) que se van propagando teniendo
en cuenta la “semejanza” entre las distribuciones de datos en imagenes. El procedimiento anterior
(correlacién) requiere que las vistas sean muy proximas y una eleccién apropiada del tamano de
la ventana en funcién de la linea base b y de la escena; por ello, es apropiado para cabezales esté-
reo montados sobre una plataforma movil con variabilidad muy controlada para la disparidad,. El
procedimiento basado en detecciéon de hechos es mas tolerante con cambios en la linea base, en la
disparidad y en las condiciones de iluminacion; por ello es mas flexible (es aplicable a casos en los
que el método de correlaciones no funciona) aunque también mas propenso a errores.

Cualquiera que sea la estrategia utilizada para la puesta en correspondencia, el primer output de
este proceso es un mapa denso de disparidades que es la clave inicial para la Visiéon Estéreo 4.

Maximizando la correlacion

para empezar se fija una ventana cuadrada Wy de tamafio (2k+1)x(2k+ 1) centrada en un “hecho
aislado” 0D p (correspondientes a vértices, junturas, o maximos de intensidad). Supongamos que p;
y p; son puntos homologos, es decir, tales que

. (P;)=p; , m(P;)=p;

donde 7, es la proyeccidn correspondiente a la camara derecha y 7, es la proyeccion correspondiente
a la camara izquierda. Entonces, el tamafo de la ventana a insertar depende de la disparidad ordinaria
en Vision Estéreo Bicameral que se define como el maximo del par de distancias de la diferencia x; —x;
medida sobre los ejes coordenados, es decir,

d = max(x; —x; , v; —y;)

Obviamente, a priori se ignora la profundidad, por lo que el parametro d debe ser estimado a priori
(hay dispositivos de rango (infrarrojos, ultrasonido, laser) que lo proporcionan de forma inmediata)
o bien introducido a mano y corregido sobre la marcha. !°

El desplazamiento de la ventana Wy a lo largo de lineas sobre la imagen permite acotar el rango de
busqueda y propagar la busqueda reforzando las hipétesis obtenidas en fases anteriores del proceso.
El tamano de la ventana condiciona fuertemente el mapa de disparidades; para una ventana pequena
se obtiene un mapa con alta definicién pero elevado coste de procesamiento, mientras que para una
ventana grande se obtiene un mapa con baja definicidn, pero bajo coste de procesamiento. La eleccién
de la ventana depende de los requerimientos de la aplicacién y de las caracteristicas de la escena.
De la misma forma que el filtro de medianas permite eliminar eficientemente los efectos de sal y
pimienta, los “agujeros” que presenta la puesta en correspondencia de pixeles homélogos en Visién
Estéreo deben ser “rellenados” mediante la aplicacién de un filtro de medianas.

El método de busqueda basado en correlacidon utiliza ventanas a lo largo de lineas de escaneo
(método introducido originalmente en [Kan94]). La restriccion epipolar proporciona un modelo es-
tructural para estimar dichas lineas; de momento supongamos que ya son conocidas. La Correlacion
se establece originalmente a partir del producto de las intensidades

1414 versién dinamica de este proceso es crucial para la generacién de actores virtuales 3D y se desarrolla en el médulo 5

15 Actualmente, se estan desarrollando dispositivos laser de tiempo de vuelo que proporcionan informacién relativa a la
profundidad en tiempo real para una coleccién dispersa de puntos correspondientes a objetos en movimiento; los progresos
en esta linea son cruciales para estabilizar la informacién asociada a la Vision Estéreo Dindmica que se aborda en el médulo 5
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Plle(x,), L(x+d,9)] = L(xy). L(x-d,y)

la correlaciéon méaxima corresponde al mejor pegado; la funcion de coste a minimizar es la distancia
entre las intensidades asociadas a los puntos situados en el interior de cada ventana a la que se llama
funcién de disparidad. En el caso de la distancia euclidea L?, 1a funcién de coste a minimizar es

SSD(p,d) := ) [lo(u,v)~L(u—d,v)?
(u,v)eWy

Este enfoque presenta problemas tipicos aproximacién basada en minimos cuadrados, es decir, la
presencia de outliers da lugar a desviaciones muy significativas con respecto a los valores correctos
esperados; en particular, la minimizacién segiin SSD penaliza las diferencias relevantes en los valores
de la funcién de intensidad debida a factores no-controlados de la iluminacién o al comportamiento
no-lambertiano de las superficies que aparecen en imagen, p.e..

Una alternativa mas barata desde el punto de vista computacional (evita multiplicaciones asocia-
das a minimos cuadrados) consiste en tomar la Suma de Diferencias Absolutas

SAD(p,d) := Y |L(u,v)~L,(1-d,v)|
(u,v)eEWy

Aln asi, esta solucién da lugar a la presencia de un gran numero de falsos positivos y de falsos
negativos. Para tratar de evitar estos problemas es conveniente trabajar con datos normalizados, lo
cual afecta a los valores de intensidad en cada ventana (imponiendo la condicién de tener media 0) o
bien al re-escalado de las intensidades de media nula para que tengan un rango de variacién similar,
es decir, varianza 1. Esta normalizacion se consigue haciendo

-1
I = —
o1

e introduciendo la funcién de correlacion normalizada

Ig(x,y).lr(x - d,})) - Tgfr
Ufar(d)

Plle(x, ), I (x +d, )] =

que tiene un comportamiento similar a la correlaciéon ordinaria, pero “centrando los valores” me-
diante una sustraccion de la intensidad media de la ventana de la correlaciéon y normalizando por la
desviacién estandar de la intensidad en la ventana (no la imagen). Tiene la ventaja de que esta aco-
tada entre —1 y +1, dandose el mejor pegado para +1. Presenta el inconveniente de un mayor coste
computacional.

Valoracion: Los procedimientos descritos proporcionan resultados robustos para pares estéreo (ha-
bituales en Fotogrametria) o bien para pares capturados por un cabezal estéreo rigido con una peque-
na linea base en Robdtica Movil. A pesar de las mejoras introducidas por la funciéon de correlacién
normalizada, estos procedimientos son propensos a error en presencia de “amplia linea base” b o
bien en presencia de saltos bruscos en la profundidad. Por ello, es conveniente disponer de estrate-
gias alternativas que permitan reajustar la puesta en correspondencia para casos mas generales. La
figura 1.1.2 muestra las dificultades para la puesta en correspondencia en presencia de un area de
solapamiento pequena (amplia linea base).
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Figura 1.4: Puesta en correspondencia de dos imagenes con amplia linea base

Minimizando la distancia entre distribuciones de hechos

El procedimiento basado en deteccién de hechos sigue una estrategia complementaria basada en
minimizar la distancia entre distribuciones 2D de puntos (habitualmente vértices o junturas), sin im-
poner restricciones adicionales sobre el tamano de la ventana que debemos desplazar sobre lineas de
busqueda (el desplazamiento de ventanas sobre lineas requiere alguna forma de geometria epipolar
y falla en presencia de saltos de profundidad a lo largo de lineas epipolares). El procedimiento ba-
sado en deteccion de hechos es compatible con “linea base amplia” b y es asimismo compatible con
distribuciones de puntos que puedan presentar saltos en la profundidad.

La mayor dificultad para este procedimiento radica en describir la “proximidad” entre distribu-
ciones de puntos e introducir los criterios de semejanza entre dichas distribuciones. De una manera
intuitiva, aunque el espacio de distribuciones de datos no sea una ”variedad riemanniana” (M, dsz) se
puede razonar por analogia introduciendo diferentes “criterios métricos” que juegan un papel similar
16

Algunos de los algoritmos mas significativos son SIFT (Scale Invariant Feature Transform) y SURF
(Speeded-Up Robust Feature). Estos algoritmos han sido desarrollados originalmente en relacién con
cuestiones de Reconocimiento (Mddulo 4) y recientemente extendidos para estimacién de movimien-
to (Mdédulo 3). La integracién de ambos se lleva a cabo en el médulo 5.

1.1.3. Modelos proyectivos y Reconstruccion Dispersa

La Geometria Proyectiva Lineal afecta a entidades lineales (dadas por la anulaciéon de expresiones
algebraicas de grado 1 en las coordenadas de cada espacio), a las operaciones (unién, interseccién
representadas por suma y productos) y a las transformaciones regulares proyectivas (homografias) de-
finidas sobre dichas entidades lineales y sus operaciones.

La Reconstruccion Proyectiva consiste en la generacién de modelos 3D y nuevas vistas 2D a partir
de dos 0o mas imagenes mddulo el grupo de las transformaciones proyectivas (homografias) o, con mas
generalidad, alguno de los subgrupos mas significativos (afin o euclideo). Una diferencia importante
con respecto al enfoque presentado en los capitulos anteriores consiste en que las nuevas vistas no se

16E] desarrollo de esta idea requiere elementos adicionales de Reconocimiento que se presentan con més detalle en el
modulo 4
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Figura 1.5: Busqueda de punto homodlogos mediante el algoritmo SIFT

obtienen necesariamente como proyeccion de un modelo 3D, sino que pueden ser generadas a partir
de correspondencias entre vistas consideradas como planos proyectivos.

En esta subseccion se revisan algunos aspectos de la Geometria Proyectiva Lineal que son signi-
ficativos para la Reconstruccién Proyectiva; la significacion procede de la utilizacién de haces A, de
lineas ¢, ; parando un punto similares los haces de lineas de perspectiva; la diferencia fundamental
consiste en que este punto no es un punto de fuga de la escena, sino la proyeccion del centro de una
camara desde el centro de otra camara.

La Reconstruccion proyectiva trata no sélo de la recuperacion de las coordenadas de ”posicion
relativa” (con respecto a una referencia proyectiva) de una coleccién significativa (dispersa o densa)
de ”"hechos” geométricos (puntos, lineas, conicas), sino también del modelado e implementacién de
las transformaciones regulares (homografias) que actian sobre dichos “hechos geométricos” y, por
consiguiente, de la conservacién de las relaciones de incidencias entre los elementos lineales. Los
topicos mas significativos que se abordan en el resto de la seccién son los siguientes:

= Homografias entre planos para la Reconstruccién: utiliza informacién minimal y sélo propor-
ciona un esqueleto muy esquematico de la escena.

= Reconstrucciéon “densa” usando una coleccién redundante de puntos; mas significativa pero
carente de estructura.

= Especificar relaciones de incidencia en términos de restricciones epipolares (seccién 2 de este
capitulo)

= Algoritmo DLT para estimar homografias 7

El modelo geométrico mas simple para la representacion perspectiva esta dado por una proyec-
cién (de una porcién) del espacio tridimensional sobre el plano de imagen. Usando coordenadas pro-
yectivas (o euclideas ampliadas), esta representado por un 3 x 4-matriz. La generacién de una nueva
vista se lleva a cabo idealmente mediante una transformacién regular (homografia) en el plano de
imagen modelado como un plano proyectivo.

Ejercicio.- Verificad que bastan 4 puntos y sus imagenes para identificar una transformacion pro-
yectiva del plano P? (Indicacion.- Cada par de puntos homélogos impone dos restricciones. Una ho-

17Ver seccion 4 del capitulo 2 para detalles
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mografia del plano esta determinada por una 3 x 3-matriz salvo factor de proporcionalidad, es decir,
8 parametros salvo factor de proporcionalidad).

Cualquier camara es un dispositivo de perspectiva pero presenta diferentes tipos de distorsiones
(radiales y tangenciales) debidas a las caracteristicas de la lente y la apertura del diafragma (ver
capitulo.11 de OpenCV para un modelo usado frecuentemente utilizado en la implementacion, p.e.).
Por ello, para una camara calibrada el tnico punto de la imagen que no tiene distorsién alguna es el
punto central correspondiente a la proyeccién del foco sobre el plano de la cdmara. Sin embargo,

= Para una proyeccién central tipo pinhole el campo de visién es muy reducido (diafragma casi
cerrado en la lente), por lo que se requeriria una cantidad demasiado elevada de vistas para la
reconstruccion;

= el punto central de una camara no se percibe de la misma forma por la otra camara de un
cabezal estéreo y la utilizacion del “ojo ciclopeo” no es mas que una solucioén particular que
“falsea” la reconstruccion;

= una representacion en perspectiva sélo facilita una visualizacién escenarios generados por la
accion humana;

= la proyecciéon asociada a un modelo de perspectiva sélo permite realizar una navegacion inter-
activa para generar un modelo 3D para la parte visible (ver leccién siguiente);

= salvo que se anada informacién adicional un modelo de perspectiva no proporciona coordena-
das 3D para los puntos.

La identificacion de (una coleccién redundante de) N > 4 pares de puntos homdlogos (p;, p;) para
1 <i < N en diferentes vistas es el primer problema a resolver. Para modelos de perspectiva una
primera aproximacién al problema consiste en identificar vértices (esquinas o junturas) en imagenes
“rectificadas”; una primera aproximacién a la “rectificaciéon” de la imagen se realiza con respecto a
un “plano dominante” (ortogonal a la linea de visiéon que se desea privilegiar). Sin embargo, tras la
“rectificacién” de cada imagen con respecto a dicho plano y la correccién de la distorsion afin para
los elementos mas proximos, los puntos homoélogos situados en otros planos (a diferentes profundi-
dades) estan situados en diferentes localizaciones y el pegado resulta fallido. Para obtener la locali-
zacion (posicion y orientacion) de las camaras y las coordenadas de los puntos 3D es imprescindible
introducir restricciones adicionales para la puesta en correspondencia de una forma automatica.

En algunas representaciones basicas para escenas muy sencillas, la estrategia descrita para la rec-
tificacion usando un Gnico plano dominante da resultados “aceptables” a bajo nivel. Este enfoque
es compatible con la correccién de las distorsiones radial y tangencial presentes en cada vista que
se ha mostrado en el capitulo anterior. Una vez realizada, es necesario disponer de una estimacién
tosca de la distorsién aparente producida por la representacién perspectiva asociada a la proyecciéon
central correspondiente a cada camara. Un ejemplo tipico es la navegacién automatica en escenas de
pasillo (facilmente extensible a escenarios tipo Manhattan) tal y como se muestra en la figura 1.1.3
del pasillo de Informatica (trabajo conjunto con Margarita Gonzalo)

Sin embargo, esta solucién no es satisfactoria en presencia de escenarios mas complejos con saltos
en profundidad (como ocurre con escenas de Laboratorio) ni siquiera bajo hipotesis relacionadas con
modelos de perspectiva simplificados. Una de las causas es el caracter no-lineal de los modelos de
perspectiva. La aproximacién lineal a modelos de perspectiva (usando paraperspectiva o perspectiva
débil) permite introducir una coleccién finita de planos de profundidad paralelos (perpendiculares
a la linea de visién) que facilita la gestion computacional de la informacién contenida en la escena.
Esta solucién es un “parche” pues sélo proporciona soluciones aproximadas cuando la direccién del
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Figura 1.6: Ejemplo de escena tipo Manhattan

desplazamiento es perpendicular a la coleccién de planos. No obstante, en el apartado siguiente
se presentan materiales relacionados pues proporcionan una solucién aproximada de bajo coste en
escenarios tipo Manhattan con resultados en tiempo real.

Homografias en Reconstruccion Proyectiva

Las homografias permiten realizar transformaciones sobre toda la imagen. Interesa evaluar el
comportamiento de los elementos caracteristicos de una escena en perspectiva, asi como describir su
relacién con las proyecciones asociadas a las vistas.

De cara a la reconstrucciéon 3D es importante identificar el plano del infinito. Para una camara
con parametros intrinsecos constantes, la homografia infinita debe ser conjugada con respecto a una
matriz de rotacion [Pol97a], condicidn que se etiqueta como restriccion del mddulo. La identificacién
del plano del infinito es crucial para estimar la conica absoluta que proporciona el nexo entre las
reconstrucciones euclidea (capitulo anterior) y afin (el presente capitulo). Cuando los pardmetros
intrinsecos varian, es necesario realizar una estimacién previa de una traslacion pura (ademas de la
rotacion anterior), con objeto de desacoplar la estimacion de la calibracion; Heyden et al desarrollaron
en la segunda mitad de los noventa varios métodos basados en rectas para estimar la traslacién puray
facilitar asi la inicializacién del proceso de calibracion. En los apartados siguientes se revisa el papel
que desempenan las homografias en relaciéon con los modelos de perspectiva y la reconstruccion.

Una homografia de un espacio proyectivo real n-dimensional P" = IP(V"*!) (proyectivizado de un
espacio vectorial n + 1-dimensional) es una (n+ 1) x (n + 1) matriz regular (es decir, con determinante
no-nulo), definida salvo factor de escala. El conjunto de las homografias con la operacién producto
de matrices es un grupo al que se denota mediante PGL(n+1;R) := GL(n+1;R)/R* donde GL(n+1;R)
es el grupo lineal general (transformaciones regulares o inversibles) y R* el subgrupo 1-dimensional
de las homotecias representadas por las matrices diagonales Al siendo I,,;; la matriz identidad y
AeR-{0}.

Lema.- Fijado el plano de proyeccion I, la matriz M,; de la proyeccién central 7 da lugar a una
homografia del plano proyectivo imagen.

En efecto, eligiendo coordenadas podemos suponer que el plano de proyeccién IT corresponde al
plano Z = 0 (como en los grabados de Durero). Por ello, la matriz de la proyeccion general se escribe
ahora como
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X
X myp My Mz My v myy My My X
Xp | = | My mMppy M3 Mipy 0 = My Mpy Mpy Y
X3 M3y M3y M3z M3y 1 mszy M3y M3y 1

con rk(M'?%) = 3, por lo que se trata de una transformacién proyectiva (de hecho, la forma general
de una homografia del plano imagen).

Reciprocamente, cualquier homografia se puede elevar a una cantidad infinita de proyecciones,
dependiendo del plano que fijemos como plano de proyecciéon. A esta “elevacioén” le llamamos pro-
veccién inversa 18. Esta simple observacién es clave para comparar los datos contenidos en dos vistas
(planos de imagen) correspondientes a elementos de la escena que son coplanarios (método de ho-
mografias locales); esta idea se desarrolla en la seccién 2 de este capitulo.

Ejercicio.- Describir la elevacién de una homografia a una proyeccion sobre cada uno de los planos
coordenados X; =0

Proposicion.- La relacién entre los elementos homdlogos que son imagen de puntos situados en
un mismo plano de la escena (pertenecientes a dos modelos de perspectiva, p.e.) estd dada por una
transformacién proyectiva entre dos planos proyectivos IP2.

Demostracién: En efecto, supongamos que p; € Iy, p, € I, son homélogos, es decir, existe P € IP3
tal que 711 (P) = p y 72(P) = p,. Si P €Il (plano de la escena), entonces la aplicacién proyeccion 74
se eleva a una homografia H; y la aplicacién proyeccién 7, se eleva a una homografia H, (ver Lema
mas arriba) de modo que

p1=HP y p=HP

por lo que sustituyendo el valor de la primera en la segunda se obtiene

p> = HoP = H,H;'p; = Hp,

siendo H := HyH;"! la homografia buscada. Obviamente, la misma homografia sirve para todos
los puntos que pertenecen al mismo plano que P, por lo que bastan 4 puntos pare determinarla.

Notese que cada plano proyectivo completa el plano de imagen I1; anadiendo las rectas del in-
finito obtenidas conectando por partes 3 puntos de fuga linealmente independientes. La aplicacién
de las homografias H = H,H; ' a los elementos pertenecientes incluso al mismo plano genera dis-
torsiones que es preciso corregir. A mayores, es necesario introducir restricciones estructurales que
no dependan de ningin modelo de perspectiva previo, sino tan sélo de la localizacién relativa de los
elementos homologos. Esta cuestidn se resuelve en la seccion siguiente.

Los elementos de perspectiva (puntos de fuga y lineas de horizonte) son relativamente faciles
de estimar en escenas arquitecténicas. En particular, la implementaciéon de las transformaciones ba-
sadas en homografias permite generar nuevas vistas diferentes de las iniciales, lo cual facilita una
visualizacién de interés para diferentes aplicaciones. La visualizacion depende del marco geométrico
elegido con la jerarquia descrita en el capitulo 1: El marco mas débil pero amplio es el proyectivo
(incluye a los demas); el mas preciso es el euclideo, pero requiere una verificacién de parametros con
mayor coste y presenta un mantenimiento mas dificil. El marco afin proporciona una solucion inter-
media de compromiso, facilitando la conexién entre diferentes perspectivas de una misma escena e
incorporando la métrica mediante la “deformacién” aparente de una circunferencia.

18En ocasiones también se etiqueta como reproyeccion, pero esta terminologia es confusa y no sera utilizada
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Figura 1.7: Ejemplo de homografia 3D aplicada sobre una escena

Homografias entre planos para la Reconstruccion

Una homografia 6 colineacion del plano proyectivo esta dada por una transformacién regular lineal
P2 — IP? de la forma y = Ax, donde A = (aij)1<i,j<3 € PGL(3,R) es una matriz inversible (es decir, con
determinante no-nulo). Esta expresion vectorial se reformula como tres ecuaciones escalares de la
forma

Yi = ai1Xy +ajppXy +4a;3X3 = a;x

para 1 < i leq3. Si suponemos que y3 # 0, la colineacién en D, (y3) estd dada por las expresiones
racionales:
n_ax o ja_ X

’
Y3  asx Y3  asx

que se pueden reescribir en términos de las coordenadas usuales no-homogéneas como

X = appx+apy+as Y = a1 X+ 4y +as
as1 X +4aspy +asz az1X +azpy +azs

Por ello, cada punto y su homélogo determinan dos ecuaciones. Como una colineacién esta deter-
minada por 8 parametros salvo factor de proporcionalidad, es necesario considerar cuatro puntos
{pi | 1 <i <4} en posicién general y sus transformadas {p; = A(p;) | 1 < i < 4} para determinar una
homografia 6 colineacién entre los dos planos de imagen.

De una forma puramente teérica, el caracter homogéneo de IP? permite seleccionar la referencia
estandar dada por p; =[1:0:0],p>,=[0:1:0],p3=[0:0:1]yu=[1:1:1]en el espacio de partida
y calcular sus imagenes en el plano proyectivo IP? de llegada; esta eleccién simplifica los calculos.

En la practica, para automatizar el proceso con una imagen dada es necesario seleccionar puntos
(vértices 6 esquinas, tipicamente), estimar sus coordenadas pixel, convertirlas a coordenadas afines,
fijar radio de basqueda para puntos homologos, estimar los puntos homoélogos, construir la transfor-
macion (por el método descrito mas arriba) y validarla para una coleccién lo mas densa posible de
puntos significativos (vértices 6 junturas).
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Una extensién al caso 3D

La reconstruccién proyectiva consiste en obtener un conjunto de puntos 3D que denotamos me-
diante X; € IP? y un conjunto de matrices P; para las proyecciones 7; : IP3 — P? compatible con los
datos contenidos en las imagenes I;. Por construccion, la reconstruccion proyectiva esta determina-
da salvo homografias H € PGL(4,R), es decir, se requieren 15 parametros para su estimacioén. Esta
condicién de invariancia se traduce en varias propiedades:

= La reconstruccion {(HX;), (P]-H‘l)} debe ser compatible con los mismos inputs para cualquier
transformacién proyectiva H € PGL(4, R)

» Robustez lineal: Conservacion de relaciones de incidencia: x; € €;; C IT;j

= Robustez curvada: Conservacion de relaciones de incidencia:peCC S

La homografia infinita

El objetivo de la homografia infinita es la estimacién del plano del infinito como paso previo para
estimar la conica absoluta que facilita la conexion entre las reconstrucciones euclidea y proyectiva.

Ejercicio (avanzado).- Mostrar un método para estimar dicha homografia.

1.1.4. Reconstruccion densa

La reconstruccion densa afecta a la identificaciéon de al menos varios cientos de puntos 3D ob-
tenidos a partir del correcto emparejamiento de candidatos a puntos homdlogos en dos vistas. La
reconstruccién densa requiere localizaciones préximas para la camara, es decir,

d(C),C) <1y, llor(C))—or(C)l < 7o,

donde or denota la orientacion de la camara, siendo t; y 7,, los umbrales (thresholds) fijados por
el usuario; con ello, se pretende maximizar la cobertura del objeto o la escena y acotar el nimero
de auto-oclusiones. Las dos formas mas frecuentes de expresar la orientacién estan dadas por los
angulos de Euler o bien los cuaterniones. A la distancia entre localizaciones (posicioén y orientacién)
se le llama la linea base y se le denota mediante b; cuando las localizaciones correspondientes a las
imagenes que se capturan estan “proximas”, se dice que la linea base es “pequena”. Un ejemplo tipico
de pequenia linea base viene dado por un muestreo frecuente de las imagenes proporcionadas por una
secuencia continua de video.

La reconstruccién densa es opuesta a la reconstruccién minimal que solo afecta al nimero mi-
nimo de puntos que se requieren para obtener la “estructura” geométrica de la escena (tipica en los
modelos de perspectiva, p.e.). Asimismo es diferente de la reconstruccion dispersa en la que sélo se
pretende reconstruir partes del objeto o de la escena que son visibles desde localizaciones alejadas de
las camaras. El pegado y la gestion de oclusiones son mas complicados en el caso de amplia linea base
que en el caso de pequena linea base, si bien proporcionan una informaciéon mas amplia de la escena;
como las deformaciones aparentes y las discontinuidades en la disparidad pueden ser mayores es
conveniente adoptar una estrategia afin local para la reconstruccién 3D. En escenas que presentan
una gran complejidad desde el punto de vista volumétrico, puede ser util realizar una reconstruccién
dispersa para cada una de las regiones significativas (invariantes desde el punto de vista afin) y pro-
ceder en una segunda fase al “pegado” y refinamiento de las reconstrucciones dispersas. En la mayor
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parte de esta seccién centramos la atencién en la reconstruccién densa; un desarrollo mas detallado
de la reconstruccién densa que combina el enfoque radiométrico y el punto de vista invariante afin
se puede ver en [ Tuy04]

La Reconstruccion densa es compatible con cualquiera de los marcos geométricos con precisién
creciente (proyectivo, afin, euclideo). En cualquier caso, no se pretende el emparejamiento de “todos”
los puntos con homdlogo identificable (hay muchos que no tienen homélogo debido a oclusiones,
p-€.), sino de una cantidad “suficiente”. La nube de puntos 3D permite construir mallas (tipicamente
triangulares) sobre las que se realizar un proceso de “rellenado” (algoritmos de propagaciéon) que
completan la informacion a la resolucién deseada. Dependiendo del nivel de detalle requerido, la
reconstruccién puede requerir desde el punto dde vista computacional una cantidad prohibitiva de
iteraciones o recursos muy elevados para “moverj; de forma coherente la nube con la malla asociada;
en consecuencia, es necesario fijar diferentes niveles de detalle.

El objetivo a medio nivel es la visualizacion en términos de imagen o de modelos tridimensionales;
para ello es necesario utilizar una cantidad redundante de elementos robustos (métodos probabilisti-
cos). La informacion contenida en imagenes digitales reales presenta oclusiones parciales, estructuras
complicadas para escenas u objetos eventualmente curvados, detalles eventualmente distorsionados
y un largo etcétera que requieren un tratamiento denso de la informacién. Para desarrollar este ti-
po de reconstruccién se sigue una estrategia de complejidad creciente con diferentes articulaciones
entre aspectos locales y globales, incluyendo la conservacion de elementos estructurales de caracter
afin (elementos del infinito) o métrico (cénica o cuadrica absoluta).

Una estrategia basica ideal

Una estrategia basica ideal para la reconstruccién dispersa consiste en los pasos siguientes:

1. Identificar "hechos geométricos relevantes” para la reconstruccién proyectiva candidatos a ho-
mologos tales como puntos {x; [ 1 <i < Ny}, lineas {¢; | 1 <j < N,} de IP? 0 una combinacién de
ambas {x;,{; |1 <i <N, 1 <j< N}

2. Validacion: Verificar la condicidon de ser homologos utilizando restricciones estructurales defi-
nidas por matrices (fundamental o esencial) o tensores invariantes mas generales.

3. Visualizacion estdtica: Implementar la accién de homografias h € IP(GL(3;R)) sobre lineas ¢;:
Representar mediante la inversah™' deh = x’=hx= ¢ =h"1¢

4. Extension proyectiva: Gestionar la informacién mediante transformaciones definidas sobre haces
de rectas, evaluando invariantes, tanto para los asociados a modelos de perspectiva, como para
los haces de lineas epipolares.

5. Refinamiento métrico del modelo: Introducir informacién métrica asociada a la accién de homo-
grafias extendiendo la accidn sobre elementos lineales a una accién sobre conicas: x'Qx =0y
conicas duales €7 Q*¢ = 0 donde la conica dual Q* de una cdnica regular Q esta representada por
la inversa de la matriz de la cénica Mél 19

6. Dotar de Robustez al modelo tanto en los aspectos relativos al muestreo (variantes de Ransac,
tipicamente), como a la conservacion de relaciones de incidencia: x "¢ = 0. Notese que cualquier
cénica Q induce una dualidad entre puntos x y lineas ¢ = Qx lo cual implica que Q' =h~TQh™!
y, por tanto, Q+ = hQ*hT

19,Qué ocurre si Q es una conica degenerada asociada a dos rectas secantes o una recta doble?
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Todos los elementos anteriores deben ser estimados sabiendo que estan contaminados por ruido,
distorsiones o artefactos inducidos por diferentes herramientas de procesamiento y analisis. Por ello,
es necesario identificar el tipo de error, corregirlo y optimizar los procesos que permiten “organizar”
la informacién correspondiente a una cantidad densa de puntos homoélogos o su empaquetamiento
en términos de primitivas lineales sencillas (dadas por configuraciones de lineas o planos).

Sistemas Coordenados Normalizados

La generacion de una nueva vista es el primer paso de la visualizacién y se lleva a cabo constru-
yendo una matriz M(7c”’) de proyeccién 7. Una primera aproximacién al problema consiste en generar
vistas intermedias que, idealmente, corresponden a una interpolacién continua entre la matrices de
proyeccién de referencia. Para dar forma a esa idea, es conveniente identificar formas candnicas para
las matrices de proyecciéon de referencia. Denotemos mediante

. R t
K =
(0§ 1)

a la (4 x 4)-matriz correspondiente a un cambio de coordenadas en el complementario del hiper-
plano del infinito, donde R y t representan la posicion y la orientaciéon de la camara respectivamente
(parametros extrinsecos). La transformacion R representa una colineacién que conserva el plano del
infinito y la cénica absoluta.

Elijamos ahora un sistema coordenado de modo que la matriz de proyeccion se escriba M(n;) =
(I3 0). En el sistema normalizado C;xyz, la matriz M(m,) correspondiente a la segunda proyeccion se
escribe

M(m)K™! = (RT-RTt)

lo cual permite expresar los epipolos en este nuevo sistema coordenado como

€ = M(m)( C11C2 ) = M(nl)( I ): t , &y = f’z( 013 ) = _RTt

y la linea epipolar correspondiente a m; = (u1,v;,1)T) como mj, = (up,v,,1)7), por lo que

éZl /\M(sz)M(Til)_lﬁll = —RTt/\RTl’ﬁl

que es proyectivamente equivalente a RT (tAmy ). Andlogamente, la linea epipolar correspondiente
am, = (uy,v,,1)7) esta dada por

élz/\M(T(l)M(le)_llﬁz = t/\lel?_

Discretizacion del movimiento para la simulacion

La simulacién del movimiento de camara generada por un movimiento de ratén se puede modelar
como una interpolacién continua entre vistas o como una navegacién interactiva en torno a un modelo
3D del objeto o de la escena. La segunda aproximacion requiere herramientas mas avanzadas de
modelado que se abordan mas adelante y con mas extension en el Curso sobre Visualizaciéon. Por ello,
en este apartado se adopta el primer punto de vista. La interpolacion entre vistas se puede formular
asimismo de dos formas diferentes, segiin que atendamos a la informacion contenida en vistas (como
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Left view Right view

Figura 1.8: Un objeto visto desde dos camaras diferentes se ve afectado por unas transformaciones
que llevan sus vértices de una vista a otra (homografia)

imagenes de una proyeccién) o bien a la informacién contenida en las aplicaciones proyeccién como
(3x4)-matrices; la segunda aproximacion se desarrolla en el capitulo siguiente. La restriccién epipolar
proporciona la clave para generar nuevas vistas a partir de dos imagenes “préximas” sin necesidad
de disponer de un modelo 3D.

Por consiguiente, la restriccién epipolar proporciona una aproximacién a la discretizacion del
movimiento que permite conectar dos vistas iniciales; en el médulo 3 (movimiento) se muestra cé-
mo la restriccion epipolar proporciona una restriccién estructural para recuperar la estructura (SFM:
Structure from Motion) o la forma (sfm: shape from motion) a partir del movimiento. De una forma
simplificada, el movimiento se puede entender de forma literal en términos de una camara de video
movil o bien en términos de una colecciéon de imagenes capturadas por posiblemente diferentes ca-
maras. El paso del primer enfoque al segundo se lleva a cabo en términos de una discretizacién del
movimiento; tiene la ventaja de la invariancia de los parametros intrinsecos de la camara, por lo que
basta calcular el cambio en la localizacién, aunque la iluminacién pueda cambiar. Este apartado esta
centrado en el segundo enfoque.

El cambio en la localizacion (posicion y orientacion) de la camara se modela en términos de una
rotacién y una traslacién en el espacio. La composicién de estas transformaciones da lugar a una
distorsidon aparente sobre los elementos comunes en la imagen. Si se selecciona una regién planar
de la imagen, el modelo mas simple para dicha distorsion, estd dado por una transformacién del
plano proyectivo que se asocia a cada camara. Obviamente, la transformacién depende de la regién
seleccionada.

Una discretizacion lineal del camino y(A): (1 -A)I + AH que conecta la imagen original (correspon-
diente a la transformacién dada por la matriz identidad I') con la rectificada (asociada a la homografia
H) proporciona una aproximacion lineal de primer orden a una simulacion de las transformaciones
en la imagen. La discretizacion se realiza introduciendo una particiéon Ufio[/\i,/\iﬁ] con Ap =0y
An = 1. Salvo que H esté muy proxima a I, este método no da buenos resultados porque el camino
Im(y(A)) no tiene por que estar contenido en el grupo de transformaciones; por consiguiente, los ele-
mentos y(A;) no corresponden necesariamente a movimientos de cadmara representados por un grupo



CAPITULO 1. RECONSTRUCCION A PARTIR DE DOS VISTAS 27

TxM

Figura 1.9: Representacion del espacio tangente a una variedad en un punto

g de transformaciones.

Linealizacion en el espacio tangente

Para resolver un problema de optimizacién sobre un grupo de transformaciones es necesario en-
contrar el camino ¥ que minimiza un funcional (distancia, energia, etc); como el ambiente es no-
lineal debemos pasar al espacio tangente de la variedad. En este caso, la variedad es el grupo clasico
G (especial ortogonal, afin, proyectivo) y su linealizaciéon en cualquier punto es el “trasladado” del es-
pacio tangente g := T;G al grupo G en la matriz identidad I(elemento neutro para la multiplicacién).
La elevacion del camino 6ptimo y al espacio tangente(algebra de Lie) proporciona una direccion que
ahora si representa “desplazamientos infinitesimales” de camara. En la figura 1.1.4 se muestra una
representacion ideal del espacio tangente a una variedad en un punto y del vector que representa
el espacio tangente v = t,» C T,M a una curva y (que representa el camino 6ptimo buscado) en el
puntopeM

Para fijar ideas, consideramos en primer lugar el primer ejemplo mas sencillo para cuestiones de
reconstruccién que corresponde a las rotaciones globales de (un cuadrilatero contenido en) una ima-
gen. Dichas rotaciones estan representadas por matrices

cos@ —sen@
sen@ cos O

rotacion plana de angulo O que se representa en forma compleja mediante el producto por z = ¢/?. La
diferencial de la aplicacién asociada a la multiplicacién modifica la funcién original en (la adicién
de) un angulo 6. Dicho de otra forma: la multiplicacion de matrices en el grupo original se traduce
en una adicién de pardmetros sobre el espacio tangente.

Un segundo ejemplo menos trivial estd asociado a las rotaciones de camara en cada uno de los
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planos coordenado z =0, y = 0 0 x = 0 estan representadas por matrices

Cog —Sp 0 Co 0 —So 1 0 0
Sp Co 0 ’ 0 1 0 , 0 Co —Sp
0 0 1 Sg 0 Co 1 Sg Co

donde cgy = cos thetay sg = sen theta; el espacio tangente en la matriz identidad I3 es la matriz

0 1 0 0 01 0 0 O
-1 0 0 ,f 0 0 0 , 0 0 1
0 0 0 -1 0 O 0 -1 0

(evaluar el desarrollo de Taylor de cada funcién trigonométrica para 6 = 0). Por ello, la rotacion
infinitesimal con respecto a cualquiera de los ejes coordenados esta representada por una matriz
antisimétrica X; su exponencial

t2 "
Ay = exp(tX) = I+tX+EX2+...+—'X”+...
. n:

proporciona una rotacién ordinaria que se puede representar como un subgrupo uniparamétrico
(dependiente de t). Notese que el ejemplo anterior es un caso particular de este altimo (razonadlo
como ejercicio).

Simulando movimientos de camara

En particular, la simulacién de movimientos rotacionales de camara se puede realizar en los pasos
siguientes:

1. Calcular el espacio tangente T;SO(3;1R) en la identidad (algebra de Lie) al grupo de las rotacio-
nes y verificar que esta formado por matrices antisimétricas.

2. Resolver la representacion de la descomposicion en el espacio tangente g
3. Discretizar el resultado en términos de una poligonal contenida en el espacio tangente.

4. Integrar el resultado (paso del algebra g al grupo G mediante la aplicacion exponencial exp : g —
dada por X + exp(tX)

A pesar de la aparente complicacién, este procedimiento es mas simple que otros, pues cada paso
depende de un Gnico parametro. El desacoplamiento entre las diferentes rotaciones se lleva a cabo
mediante un analisis de componentes principales sobre el espacio tangente al grupo SO(3;R) de las
rotaciones del espacio ordinario R®

Ejercicio.- Calcula la exponencial de la matriz X; que representa cada transformacion descrita en
los 4 pasos anteriores y asociada a cada uno de los ejes coordenados.

En particular, la interpolacion lineal entre vistas debe realizarse siempre en el espacio tangente al
grupo (algebra de Lie g del grupo G) integrando el resultado para su visualizacion en el grupo; esta es-
trategia se desarrolla mas adelante con mayor generalidad en relacién con cuestiones la recuperacién
de la estructura o de la forma a partir del movimiento y el analisis computacional de movimientos
(capitulo 5 del médulo 2 con desarrollos adicionales en los médulos 3 y 5 del CEViC).

La composicién de caminos en el grupo realizada utilizando la exponencial de elementos del
algebra debe tener en cuenta la falta de conmutatividad que se expresa en términos de la férmula de
Baker-Campbell-Hausdorff y que escribimos infinitesimalmente como
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exp(tX).exp(tY) = exp(t(X +Y) + o(t?)

(para mas detalles ver p.e. Sattinger y Weaver). Por ello, la aplicacién reiterada de dicha composicion
puede dar lugar a errores que degradan el pegado de datos homélogos 2°

20Esta situacion es especialmente critica para la composicion de movimientos de cimara asociados a la previsualizacién de
un rodaje, p.e.
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1.2. Geometria Epipolar

La Geometria Epipolar extiende la Geometria Proyectiva utilizada en los dos capitulos anteriores,
proporciona el marco para una visualizacién que extiende los modelos de perspectiva 2,5D (capitulo
1) y facilita la generacién o sintesis de nuevas vistas de forma interactiva mediante movimientos de
ratén. La restriccion epipolar en el caso afin (resp. euclideo) esta dada por la Matriz Fundamental
F (resp. la Matriz Esencial E). La generacién de nuevas vistas se lleva a cabo construyendo elemen-
tos homologos en planos de imagen “sintéticos” que verifican relaciones de incidencia y paralelismo
(version afin) o de ortogonalidad (version euclidea) entre puntos, lineas y cénicas. Una vez especi-
ficado el modelo de la restriccion, el problema mas importante es la estimacion robusta de la matriz
(fundamental o esencial).

El problema de generar nuevas vistas a partir de dos o mas disponibles debe resolver previamente
la puesta en correspondencia entre elementos homoélogos. La aproximacion (bi)lineal a este problema
se expresa mediante una matriz (fundamental o esencial). Esta matriz representa condiciones de
incidencia entre elementos homologos que se expresan algebraicamente mediante una forma bilineal
con restricciones adicionales. El conjunto de dichas relaciones bilineales con restricciones adicionales
es la variedad fundamental F (para el caso afin) o la variedad esencial £ (para el caso euclideo).
Necesitamos obtener nuevas vistas de una forma tan rapida y robusta como sea posible; esto significa
que el problema de la generaciéon de nuevas vistas se convierte en un problema de optimizaciéon
sobre F (cuyos elementos son matrices fundamentales F ) o sobre £ (cuyos elementos son matrices
esenciales E). Una vez identificadas las propiedades de F o de £ , el problema mas importante es
describir procedimientos eficientes para la optimizacion sobre & .

La Geometria Epipolar es el estudio de las propiedades geométricas invariantes asociada a los ele-
mentos comunes de un par de vistas préximas proporcionadas por dos camaras idénticas o la dis-
cretizacion del movimiento de una camara no necesariamente calibrada. Para ello, utiliza relaciones
estructurales (independientes de clase de camaras) entre pares de puntos homoélogos contenidos en
las vistas.

En la seccién precedente se han presentado modelos y algoritmos para imagenes en las que se
dispone de primitivas basicas correspondientes a puntos y lineas procedentes del analisis de imagen.
Sin embargo, hay situaciones (escenarios naturales, p.e.) en los que no se dispone de lineas largas que
permitan “organizar” la escena a partir de varias imagenes (exploracion espacial, p.e.). Para llevar
a cabo una reconstruccion 3D de estos casos, es necesario realizar una puesta en correspondencia
entre elementos homologos con “escasa” o “poco organizada” informacién geométrica. El célculo de
los puntos 3D proporciona informacion sobre las matrices de proyeccién. Por Gltimo, la generacién
de nuevas vistas debe ser compatible con la restriccion epipolar, lo cual suministra criterios de opti-
mizacién sobre el conjunto de matrices que soportan esta informacién.

De forma natural, se plantea la cuestion siguiente: ;Cémo identificar el homoélogo de cada pun-
to “significativo”? ;Es posible realizar una aproximacién similar a la correspondiente a mapas de
perspectiva para objetos “naturales” a partir de datos que no contienen elementos generados por el
hombre?. La respuesta procede de la Geometria Proyectiva que proporciona el marco para “pegar”
diferentes vistas de un objeto o de una escena mediante la deteccién y puesta en correspondencia de
una “cantidad redundante” (es decir, no-minimal) de “hechos salientes” (junturas, p.e.).

Los elementos mas relevantes que proporcionan el hilo conductor para las subsecciones de esta
seccion son los siguientes:

1. Rectas epipolares: A un punto p € IT de una imagen le corresponde una linea ¢’ C I'T" en la imagen
a la que se llama su recta epipolar.
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Figura 1.10: Resultados de reconstruccion 3D de la cara de Medusa a partir de dos vistas basados en
modelos de proyeccion en cuasi-perspectiva

2. Matriz Fundamental F: Proporciona la restriccion estructural x' Fx’ = 0 entre puntos homolo-
gos para la generacion de nuevas vistas y la Reconstruccién Afin o Proyectiva, donde x son las
coordenadas de p y ¢’ := Fx’ su recta epipolar.

3. Matriz Esencial E: Proporciona la restriccion estructural xT Ex’ = 0 para la generacién de nuevas
vistas y la Reconstruccion Euclidea.

La estrategia que se desarrolla en esta seccion esta basada en explotar propiedades de la restriccion
epipolar; esta restriccion se expresa mediante una relacion bilineal pTFp’ = 0 entre puntos homdlogos,
donde F es la matriz fundamental. Esta estrategia (desarrollada inicialmente por Longet-Higgins,
1981) permite no solo obtener las coordenadas 3D de puntos salientes, sino también el movimiento
de camara (rotacién y traslacion) y los parametros intrinsecos de la camara.

En toda la seccién y el resto del capitulo, se supone que se tiene una hipétesis de rigidez sobre obje-
tos y escena, es decir, lo iinico que cambia es la localizacién (posicion y orientacién) de la camara. En
esta seccién se supone asimismo que la camara es siempre la misma y que sus parametros intrinsecos
permanecen constantes.

1.2.1. Nociones basicas

El emparejamiento de puntos o de segmentos se lleva a cabo en el marco proyectivo marco sobre
lineas epipolares. En esta subseccion se presentan los conceptos basicos. Aun a riesgo de ser redun-
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dantes empezamos recordando notacién para pasar a continuacién a describir las propiedades de
incidencia en las que se apoya too el capitulo.

Consideremos un punto P € IP? que se proyecta sobre sobre p; = 7j(P) € Il; donde I1; es el plano
de la j-ésima camara y 7; : P — IT; es la proyeccion sobre el plano de la camara desde el centro C;
de la camara.

Dadas dos imagenes procedentes con sus proyecciones correspondientes 7t y ¢’ llamamos epipo-
lo en el plano IT (respectivamente I1”, y lo denotamos mediante e. a la proyeccién e := 7(C’) € T1
(respectivamente e’ := 1t’(C) € IT’) del centro éptico sobre el plano del otro centro 6ptico.

Cuando se tiene una coleccidn de n vistas con sus correspondientes aplicaciones proyeccion ;, se
obtiene una coleccion de epipolos que denotamos mediante e;; := 7;(C;) € Il; donde IT; es el plano
de la i-ésima proyeccion y C; el centro de la j-ésima proyeccion 7t;. De momento, nos restringimos al
caso de s6lo dos camaras, aunque se hara uso de la notacién general cuando sea preciso 2!

Por construccién la recta e x e’ = C x C’ (que contiene a la “linea base” b = d(C,C’)) corta al plano
IT en el punto e y al plano IT” en el punto e’. Por ello, e xe’ = Cx C’.

El plano < C,C’,P > corta al plano IT a lo largo de la linea { = exp C Il donde p = 7e(P) y e = (C’).
Anélogamente, el plano < C,C’,P > corta al plano IT” a lo largo de la linea ¢’ = ¢’ x p’ C Il” donde
p'=7'(P)ye = (C).

Cuando P varia en el espacio tridimensional, el plano < C,C’,P > describe un haz A con eje la
recta < C,C’ >. La interseccién del haz A con el plano IT (resp. IT’) proporciona un haz de rectas
A={li:=expllie CII (resp. A" = {{; := e’ x p’}ie; CIT') que pasan por el epipolo e (resp. el epipolo
e’). Si el epipolo e esta a distancia infinita (en este caso, las rectas son paralelas) se obtiene un modelo
de camara afin.

Ejercicio.- Expresar vectorialmente y analiticamente todas las condiciones de incidencia descritas
en los tres parrafos anteriores.

Ejercicio.- Verificad que a un punto de la imagen izquierda le corresponde una linea de la imagen
derecha (o viceversa) utilizando un argumento sintético. (Indicacion: Usar el plano epipolar determi-
nado por la linea base y el punto P; todos los puntos de la linea C x P se proyectan sobre p € Il. La
proyeccion de esta linea sobre I'T” desde C’ proporciona la recta epipolar buscada. Este argumento se
extiende a la segunda recta y la primera cdmara). Mas abajo se muestra una demostracion analitica.

Invirtiendo la matriz de proyeccion

Sila matriz M; es conocida, las coordenadas 3D de cada centro 6ptico C; se obtienen resolviendo
el sistema homogéneo P;M = 0; en particular, si conocemos las caracteristicas de la camara (caso
calibrado), como rango(Mj) = 3, el centro 6ptico estd dado como

Cj=-7;'p;

donde la inversion de la proyeccion se expresa en la forma vectorial presentada al final de la primera
subseccion (ver §1,1,4 para detalles). Las coordenadas de C; permiten calcular cada epipolo e;; :=
IT;(C;)).

En el caso bicameral a cada punto m; € Il; le corresponde una linea epipolar que se obtiene
conectando el epipolo e;; € IT, con el punto de interseccién m, de la linea < e;,, m > con el plano
IT,. Como

21E] apéndice a este capitulo aborda el caso correspondiente a tres o més vistas capturadas por dispositivos no calibrados;
en el capitulo 5 se desarrolla estrategias para recuperar la estructura a partir de una cdmara en movimiento
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5 (PP . 1
e = Pz( 11 , My =PyPyim
lo cual permite calcular las lineas epipolares en términos del producto vectorial e,; Am,. Este producto
vectorial se representa también como

Flfll donde F= EzPZPI_l ’

siendo E, la matriz antisimétrica que representa el producto vectorial con e,;, es decir, E;x :=
e;1 AX. De este modo, se obtiene la ecuacion de Longet-Higgins:

m, Fri; = 0

que relaciona las coordenadas de un punto de un plano éptico (p.e. my) con los del vector director
FTm, de la linea epipolar que le corresponde.

Ejercicio.- Adaptad la notacidn de §1,1,4 para calcular epipolos y lineas epipolares. Indicacion.- El
segundo epipolo estd dado por

~ C
€ = an( 11 )

por lo que las ecuaciones paramétricas de la linea epipolar del punto p; € V; se escriben en forma
paramétrica como

T _ & T vr-la
P, =€+t /\anMnl P1
donde M, denota la 3 x 3 matriz correspondiente a la primera caja de la matriz de proyeccion
y p a las 3 primeras componentes de la representacion afin de cada punto. Si ahora hacemos v :=

M,,M;!p1, la igualdad vectorial anterior se escribe en términos de coordenadas afines (u,v) de la
imagen correspondiente a la segunda vista como

_ &l + [Pl _ @]+ Al7],
[+ A[o]s [62]5 + A[7]5

donde []; denota la i-ésima componente en la representacion afin del punto proyectivo.

Restriccion Epipolar y Orientacion

La geometria epipolar sélo depende de datos contenidos en imagen y no de la estructura de la
escena (esta ultima es clave para los modelos de perspectiva, p.e.). Por ello se aplica a cualquier par
de imagenes con “suficiente” adrea de solapamiento. Par ala aplicacion de este modelo es crucial que
que la linea base sea “pequena”, incluyendo la condicién de proximidad entre las orientaciones; de
este modo se pueden incorporar procedimientos de busqueda basados en ventanas de busqueda sobre
lineas epipolares (criterios de proximidad) y en en criterios de ordenacion (restriccién de orden) con
los correspondiente algoritmos descritos en el médulo 1.

La restriccion epipolar es compatible con la geometria asociada a los haces de rectas A y A’ que pa-
san por cada epipolo e y e’. Un criterio mas débil que la restriccién epipolar utiliza transformaciones
entre “paquetes” de hechos geométricos, donde es necesario estimar caracteristicas de la distribucién
de estos hechos.

La recuperacion de la estructura 3D de la escena se puede realizar modulo una transformacién
afin (propuesto inicialmente en [Koe91]), o proyectiva (propuesto inicialmente en [Fau92], [RF93],
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entre otros) cuando conocemos la geometria epipolar, aunque desconozcamos los parametros intrin-
secos (caso no-calibrado) o de orientacion de la camara (caso débilmente calibrado).

En un sistema binocular, la orientacidn extrinseca de la cdmara esta restringida: tiene esencial-
mente sélo tres grados de libertad representados por tres angulos (etiquetados en ocasiones como
vergencia, mirada y elevacién; ver mas abajo) que varian de forma continua cuando el sistema cambia
su punto de fijaciéon en el campo visual. Por ello, estos parametros deben ser evaluados de forma dina-
mica e independiente usando la informacién proporcionada por las imagenes, es decir, no pueden ser
determinados (ni siquiera de forma aproximada) cuando conocemos la calibracién de la camara. La
identificacién de puntos de referencia en la escena es crucial para la estimacién del posicionamiento
(posicidn-orientacién) del sistema bicameral.

Ejercicio.- Calcular la orientacién de la linea epipolar en términos vectoriales y paramétricos.
(Indicacion.- Calcular las derivadas (u,,v,) con respecto a A de las expresiones vectoriales y paramé-
tricas obtenidas en el ejercicio del apartado anterior). Verificad que si [é,]3 = 0, entonces el epipolo
e, se va al infinito y las lineas epipolares son paralelas (Indicacion: Comprobad que

&Ji &),
MENE
que no depende de V). Este proceso se aplica igualmente a la primera imagen, por lo que las lineas

epipolares se pueden convertir siempre en lineas paralelas; este proceso recibe el nombre de rectifica-
cion simultdnea y se presenta con mas detalle mas abajo (ver §2,3 de este capitulo para mas detalles).

(ur,vy) = =([ ) = (&2]1,€]2)

Descripcion de la Geometria Epipolar

Para minimizar el uso de subindices denotamos mediante IT y IT” a los planos de proyeccion de
cada una de las cimaras C y C’ 22. Definimos:

= El epipolo e (resp. e’) es el punto de interseccién de la recta C x C’ (linea base) que une los dos
centros de camara y el plano de la camara Il¢ (respectivamente, I1c. Se puede interpretara
como la proyeccién de C desde C’ (resp. proyeccion de C’ desde C)

= Un plano epipolar en un plano que contiene la linea base dada por la recta C x C’ que une los
dos centros de camara a la que se denota mediante b. Los planos epipolares forman un haz de
planos A; que es isomorfo a una recta proyectiva IPL.

= Cada plano epipolar se determina por la linea base C x C’ y un tercer punto no colineal P;. La
proyeccién de C x P; desde C’ da la recta e x p;. La proyeccién de C’ x P; desde C da la recta
e’ xpl.

» Una recta epipolar {; (resp. {] es la interseccion de un plano epipolar I, el plano de cimara IT
(resp IT’). Cuando I1, varia en el haz de planos epipolares, su interseccién sobre cada plano
de camara da lugar a un haz de rectas epipolares que denotaremos mediante A, := (;)icqy ¥
analogamente para el otro haz A}, := (£})c, de lineas epipolares.

= Las rectas epipolares exp; y e’ xp’ se cortan en un punto que pertenece a la interseccién ITNIT’
de los dos planos de las cdmaras que calculamos asimismo como IT x IT".

La Gltima condicién muestra que la relacion entre p; y su homélogo p; es una relacién bilineal. La
expresion de esta relacion bilineal es la restriccion epipolar. Esta restriccion se expresa de diferentes
formas dependiendo del contexto afin o euclideo elegido para la visualizacion.

22En presencia de varias vistas Vi para k = 1,...,1 volveremos a utilizar superindices para denotar los puntos o las rectas
que pertenecen a cada vista
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Figura 1.11: Esquema clasico que ilustra los elementos de la geometria epipolar

Calculo vectorial para lineas epipolares

A continuacién se esboza el cdlculo de la Geometria Epipolar a partir de dos vistas. La clave geomé-
trica para representar la restricciéon epipolar consiste en utilizar la condicién de coplanariedad entre
los elementos descritos en el apartado anterior

Denotaremos mediante P; a cada punto en el espacio tridimensional con coordenadas X; = [X;; :
Xz : X3 : Xi4]T; mediante w¢ : P> — T ~ IP? a la primera proyeccion sobre el primer plano, mediante
ne o P32 — T’ ~ IP? a la segunda proyeccion. Sea p; = 7ic(P;) con coordenadas x; = [xj1 : x5 : X;3]T y
p; = t¢/(P;) con coordenadas x; = [v;1 : vi : i3] .

Los epipolos se definen como

e=nc(C) , e =nc(C)

y corresponden a los puntos de interseccion de la linea base b dada por C x C’ con los planos de
imagen de cada camara:

e=bnNnIl , e =bnIl

Las lineas epipolares {; = e x p; del primer haz de lineas se obtienen conectando el epipolo e; € I;
con cualquier “punto saliente” p; € IT (vértice o juntura habitualmente, pero también maximos de
intensidad) del primer plano. Las lineas epipolares {; = e’ x p; del segundo haz de lineas se obtienen
conectando el epipolo e; € IT} con cualquier “punto saliente” p; € I1" del segundo plano.

Denotemos mediante t al vector traslacion C — C’ y mediante R a la rotacion del rayo P;C en el
rayo P;C’. Los dos rayos y la recta determinada por el vector traslacion t son coplanarios. Expresamos
esta condicién mediante

xT(txRx;) ==
Se tiene una correspondencia x — ¢ dada por

a YW —zv 0 w -z
b |=| zu—xw [=| -w 0 u
c XV —yu z —-u 0

N R
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La correspondencia anterior representa una colineaciéon A de (IP?)".

Las correspondencias entre 3 lineas ¢; — ¢/ de cada haz epipolar (IP!)” imponen 5=2+2+1 con-
diciones que se expresan mediante una restriccién sobre A (nétese que {3 s6lo impone una restricciéon
que corresponde a la condicidon de pasar por el punto de interseccion ¢, N ¢5).

Ejercicio avanzado (Rectas epipolares para tres vistas) Extended el argumento presentado en el apar-
tado anterior para construir las rectas epipolares correspondientes al caso de tres vistas. Para ello
empezamos adaptando la notacién de una forma muy esquematica

1. Sea p un punto en la primera vista con coordenadas x, consideramos ¢’ la rectas epipolares en
la segunda y tercera vista respectivamente, entonces

1) XT)=0" p () xT)"=0

1 1

= Las rectas epipolares ¢’ y £” respecto de x se pueden calcular como el nucleo a izquierda y
derecha de la matriz ) ;x'T;.

2. Cdlculo de epipolos El epipolo e’ en la segunda imagen es la interseccién de todos los vectores
del nucleo a la izquierda de las matrices T;,i = 1,2,3. De manera analoga se hace para calcular
e” con los vectores del nucleo de los T; a la derecha.

Para extender al caso de tres vistas los argumentos presentados mas arriba, se sugiere desarrollar el
esquema siguiente:

1. Sea p un punto en la primera vista con coordenadas x, consideramos ¢’ la rectas epipolares en
la segunda y tercera vista respectivamente, entonces

1) XT)=0" y () XK T)"=0

1 1

= Las rectas epipolares ¢’ y £” respecto de x se pueden calcular como el nucleo a izquierda y
derecha de la matriz ) ;x'T;.

2. Cdlculo de epipolos El epipolo e’ en la segunda imagen es la interseccién de todos los vectores
del nticleo a la izquierda de las matrices T;,i = 1,2, 3. De manera analoga se hace para calcular
e” con los vectores del ntucleo de los T; a la derecha.

1.2.2. Calculo de las relaciones estructurales

La Geometria Epipolar asociada a un par de camaras es una reformulacién de condiciones de in-
cidencia para la interseccién de haces de planos que pasan por la linea base con los planos de imagen
correspondientes a cada una de las camaras. En esta subseccién se describen los modelos significa-
tivos para la estimacidn, remitiendo a la seccién siguiente para una discusiéon mas detallada de las
estrategias generales (DLT), el analisis de su invariancia (“normalizacién” de datos) y del caracter
robusto (RanSaC) de los estimadores estadisticos utilizados. Se sigue una estrategia de complejidad
creciente que comienza con una descripcion de propiedades relevantes de la matriz fundamental, se
ilustra el efecto de movimientos rigidos sobre esta matriz y, por altimo, se aborda el caso general.
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Explotando la restriccion de coplanariedad

Denotemos mediante p y p’ puntos homdlogos con coordenadas x y x” en los planos correspon-
dientes a las imagenes izquierda y derecha, respectivamente, que escribimos con coordenadas homo-
géneas normalizadas en el espacio ambiente (en la practica la altima coordenada no deberia ser 1,
sino la longitud focal para cada camara que suponemos igual). En la representacién 3D de la escena,
los vectores Cp, Cp’ y t (correspondiente a la traslacién entre los centros 6pticos C y C’) son copla-
narios. El cambio de orientacién de las camaras C y C’ se representa mediante una rotacién R en el
espacio cartesiano. Por ello, podemos reescribir la restriccion de coplanariedad en forma vectorial como
sigue:

x& (txRxc) = 0

donde el subindice de las coordenadas se refiere al caso ideal en el que la calibracién interna esté
dada por la matriz identidad. Reescribimos ahora el producto vectorial x en términos del producto
por la matriz antisimétrica que corresponde al vector de traslacion t = (t,, t,, t,)T, obteniendo

x{[t]xRxc = 0

donde
0 —t; t
the:=| t, 0 -t
~t, ty 0

La matriz esencial es por definicién E := Rx¢ por lo que la restriccion epipolar para el caso euclideo
se escribe como una relacién bilineal entre puntos homoélogos:

x'g Exc =0

Esta formulacién no tiene en cuenta las distorsiones procedentes de la camara, es decir, solo tiene
en cuenta la informacién asociada a los parametros extrinsecos que corresponden al marco euclideo
ideal. Para recuperar una versién mas realista que incluya la posible distorsién asociada a parametros
intrinsecos de cada camara, es necesario introducir las 3x3-matrices de calibracién y la relacién entre
las coordenadas

7 4
x=Kxc y x =Kx¢

Sustituyendo en la relacién bilineal obtenida mas arriba se tiene otra relacion bilineal

xTK"TEK 'x =: xTFx = 0

donde

F:= K TEK! = K" T[t],RK!

es la matriz fundamental que proporciona la relacion estructural mas importante entre puntos homo-
logos de pares de vistas.

Tal y como se ha comentado mas arriba, la matriz fundamental lleva un punto p a una linea
¢ :=Fx , es decir, existe una ambigiiedad en la correspondencia epipolar definida por la matriz fun-
damental. En otras palabras cualquier punto p € ¢ se aplica sobre la misma linea ¢’ contenida en la
vista derecha. Esta ambigiiedad se traduce en que det(F) = 0 que es una hipersuperficie ctbica en
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el espacio proyectivo 8-dimensional de los coeficientes; en particular, la inversa de la matriz no esta
bien definida.

Ejercicio.- Describir la relacién estructural asociada a la matriz fundamental para rectas homo-
logas contenidas en pares de vistas tomadas desde localizaciones proximas de camaras (Indicacion:
Utilizad la dualidad inducida por una cénica no-degenerada en el plano. Nétese que la corresponden-
cia entre lineas sigue siendo ambigua como aplicacién entre planos proyectivos duales. ;Qué puedes
decir si la conica considerada para la dualidad es la cénica absoluta?)

Propiedades de 1a matriz fundamental

A efectos de utilizacién posterior, recordamos aqui algunas propiedades que han sido menciona-
das mas arriba:

s SiF esla matriz fundamental entre la cimara C y la cdmara C’, entonces F' es la matriz funda-
mental entre la cdmara C’ y la cimara C.

= La linea epipolar de x es ¢’ := Fx. Andlogamente, la linea epipolar de x" es £ := FTx’

= Los epipolos se calculan como el ntcleo a la derecha o a la izquierda de la matriz fundamental.
Asi, p.e.
(Te = xXTFe=0 Vx' =Fe=0

y analogamente para e’

Para estimar la matriz fundamental se utiliza el método SVD (Descomposicion en Valores Singu-
lares):

F = Udiag(oy,0,,0)V"
donde

U:[ullube,] y VZ[Vl,Vz,e]

La identificacion de la columna en V que corresponde al valor propio 0 proporciona un método
de célculo sencillo de los epipolos de la matriz fundamental 23.

Ejercicio (avanzado).- Supongamos que los epipolos no estan a distancia infinita (camaras con
“vergencia”)como ocurre en los casos de perspectiva angular y oblicua, ‘p.e.. Denotemos mediante
M, =K[I| O]y M., = K’[R | t]. Verificad [Har03] que

F = K T[t],RK! = [K't},K'RK! = K" TRKT[KR"t],

El caso de una traslaciéon pura

Supongamos que los dos planos de las camaras son paralelos. En este caso, la linea base es paralela
a a los dos planos. Por tanto, el haz de planos epipolares (que pasan por la linea base) corta a cada
uno de los planos paralelos a lo largo de un haz de lineas epipolares que, en este caso, son paralelas
a la linea base. La busqueda de elementos homologos sobre lineas epipolares se lleva a sobre haces

23En la altima seccién de este capitulo se presentan métodos de estimacién més robustos
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de lineas paralelas, Si la discretizacion del haz de planos epipolares esta regularmente espaciada, la
distancia entre las lineas epipolares es mayor en los extremos de la imagen que en la parte central.
Esta representacion es similar a la de la vision humana.

Si las dos camaras son idénticas K = K’, la matriz fundamental se escribe de forma muy simple
como

0 -e ¢
F=[Kt]ly =[]y =| e 0 —e
e ¢ 0

y los epipolos ocupan la misma posiciéon en ambas imagenes. Si la traslacidn es paralela al plano
de imagen, entonces los epipolos se obtienen como puntos de corte de lineas epipolares horizontales
paralelas; analiticamente: e, = e, = 0. En este caso, e’ = [1,0,0]’. Por consiguiente, la matriz funda-
mental es de la forma

00 O
F=|0 0 -1
01 0
que es precisamente la matriz de la rotacién infinitesimal con respecto al eje Ox (uno de los
tres generadores del algebra de Lie del grupo de rotaciones), lo cual facilita una reinterpretaciéon en
términos dinamicos de utilidad para camaras méviles.
Ejercicio.- Bajo las condiciones de este apartado, verificad que la restricciéon epipolar general
x'TFx = 0 se re-escribe y =y’

Nota.- El ejercicio precedente permite reducir el rango de bisqueda sobre lineas paralelas al eje
Ox tal y como se realiza en la percepcién humana. Por consiguiente, la puesta en correspondencia
de elementos homologos correspondientes a una traslacién perpendicular al eje visual muestra el
principio que se aplica para la rectificacién simultanea de pares de vistas estéreo en Fotogrametria;
este caso se presenta con mas detalle en la subseccién 3.

Vistas separadas por una rotacion pura

Sélo se facilita un esquema general dejando los detalles al lector como ejercicio. Si las dos camaras
son idénticas, K = K’. Por otro lado, como el vector de traslacion t entre los centros C y C’ de las
camaras es nulo, se tiene que

x=K[I|O]X , x =K[R|OJX

por lo que

x’ = KRK'x = Hx

donde H es una homografia que aplica las coordenadas de puntos en imagen en coordenadas “nor-
malizadas” (centradas en el punto principal de la camara a una distancia unidad desde la camara).
El efecto que tiene la rotacion R y la multiplicacién por K sobre los puntos de la imagen inicial es la
generacion de las coordenadas en el plano focal de la segunda camara una vez realizada la rotacién.
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El caso general

El modelo tedrico para la estimacion de la matriz fundamental utiliza inicialmente el método de
coeficientes indeterminados. En otras palabras, suponiendo que conocemos una “cantidad suficiente”
de pares de elementos homélogos (p;, p;) pertenecientes a las vistas izquierda y derecha, se impone
la condicién x’TFx = 0y se resuelve en las entradas (f;;) de F. Para facilitar la resolucion se adopta
una notacion afin para representar las coordenadas [x;,;,1]" para (p; y [x},9/,1]" para (p; donde
i=1...,ny sereescribe la restricciéon epipolar como

Xxfii+ X' fio+ X fis+ 9xX P + 9V o+ fos+ xfs1 vy f30+ f33=0

(omitiendo subindices para aligerar la notacién) ?* Como cada par de puntos homélogos da lugar
a una ecuacidn, para una coleccion de (al menos) 8 pares de puntos homodlogos se obtiene un sistema
que escribimos en forma matricial como

fuu
f12
fi3
fa1
f | =0
XpXu  Xp¥n Xp YnXp Yn¥n Yn Xn Yn 2?
f32
f33

7 7 7 7 ’ ’
X1Xx1 Xy1 X vixy yiv1 ¥y X1 N
’

’ ’ ’ ’ ’
XpXo  Xo¥2 Xy U2X; VY2 Y X2 2

—_ = =

o en forma vectorial mas abreviada como

Af =0

donde A representa la matriz de los coeficientes (un punto de Im(s,)), y f el vector asociado a las
componentes de la matriz fundamental. Nuevamente, este sistema se resuelve por el método SVD.
Esta presentacion debe utilizar al menos n = 8 pares de puntos homodlogos en “posicién general”.
La solucién obtenida debe verificar la condicién det(F) = 0, lo cual pone de manifiesto que en reali-
dad bastan 7 puntos para determinar F. Sin embargo, esta descripcién tiene serios problemas para
garantizar

= La eleccién apropiada de pares de puntos homélogos en “posicion general”: Si los pares de
puntos homologos no imponen condiciones independientes, el sistema esta indeterminado.

» La estabilidad de las soluciones: pequenas modificaciones en las entradas pueden alterar el
comportamiento de las soluciones debido, entre otras cosas, al caracter no-lineal de la restric-
cion det(F) =0

A la vista de estas dificultades es necesario utilizar una “cantidad redundante” de n > 8 puntos
como candidatos a homologos. La estrategia de resolucioén en el caso lineal (algoritmo de 8 puntos)
consiste en los pasos siguientes:

1. Seleccionar una 8-upla de pares de puntos homologos (vértices o maximos de intensidad, p.e.)

24Como es habitual, la version homogénea utiliza el embebimiento de Segre 522 ¢ P? x P2 < IP® que en este caso no
consideramos pues este enfoque sélo es valido cuando las localizaciones de las camaras estan suficientemente proximas. Por
ello, podemos restringirnos al caso de una copia afin.
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2. Calcular la matriz fundamental F correspondiente a dicha eleccion

3. Propagar a otras 8 uplas de pares de puntos homodlogos y verificar si el “pegado” es apropiado
(el error esta por debajo de un umbral)

4. Si el pegado es correcto para al menos un 60% de pares de homoélogos candidatos, aceptar la
matriz F como valida

5. Siel pegado es incorrecto, elegir otra 8.upla y repetir el proceso.

Esta descripcién es un caso particular de las estrategias RanSaC (Random Sample Consensus) que se
exponen en la Gltima seccion de este capitulo con mas detalle.

1.2.3. Rectificacion de un par de vistas

La rectificacion simultinea de un par de vistas V,q, Vo es la transformacion que las lleva en un par
de vistas V,1, V1 de modo que las lineas epipolares son colineales y paralelas a uno de los ejes de la
imagen (habitualmente el eje Ox). En el espacio euclideo se interpreta como una rotacion de las ca-
maras originales en torno al centro dptico de la camara. En el espacio afin se puede interpretar como
un “abatimiento” de cada plano de imagen sobre un plano paralelo a la linea base b de modo que las
lineas epipolares sean lineas paralelas a dicha linea base. Esta transformacién modifica las (matrices
de las) proyecciones de perspectiva que es necesario recalcular de acuerdo con la conservacion del
centro Optico y la restricciéon de paralelismo (nuevos planos de imagen paralelos a b).

Una vez realizada la rectificaciéon el problema de bisqueda 2D de puntos homoélogos (puesta
en correspondencia) se reduce a un problema 1D sobre lineas epipolares paralelas en las imagenes
rectificadas. Este procedimiento se llevaba a cabo tradicionalmente en la Fotogrametria Terrestre de
forma manual mediante un restituidor; el procedimiento manual requeria una elevada experiencia
y generaba una fatiga ocular considerable. En primer lugar a se aborda el caso calibrado en el que
se suponen conocidas previamente las matrices de proyecciéon proyectiva (PPM) correspondientes a
cada camara. A continuacién se comenta el caso no-calibrado.

El caso calibrado

En este apartado se siguen las notas de Fusiello con algunos cambios de notacién. Denotemos
mediante My; y My, a las 3 x4-matrices iniciales que representan las proyecciones sobre Is planos de
las camaras y mediante

alT aia blT b14

— T _ T
My =| a, ay | y M= b, by
a;— asy b; b34

a las matrices de proyeccidn obtenidas tras k iteraciones que corresponden a las condiciones requeri-
das (conservacion del centro 6ptico y lineas epipolares horizontales sobre planos paralelos a la linea
base b. Bajo estas condiciones, las matrices de proyeccién perspectiva (PPM) tienen el mismo plano
focal siy sélo si

az=bs y as=by

Los centros de proyeccion Cyy y Cy, para las proyecciones con matrices My, y My, estan dadas
por el nucleo de cada aplicacion, es decir,
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Figura 1.12: Rectificacién de imagenes con haces de lineas epipolares paralelas al eje Ox

¢ ¢
Mkl( Ild )=0 y Mkz( 11<2 ):0

donde los centros 6pticos iniciales se calculan vectorialmente mediante

~ 1 ~ 1
Co1 =-Mg;Por ¥ €o2=-My;Po2
En términos analiticos hay que resolver el sistema correspondiente a 6 ecuaciones lineales
T _ T _ _
ajcor+ai,=0,b/co+by=0 i=1,23

que corresponden a la expresion vectorial en términos de componentes.

Para que las lineas epipolares en los dos planos paralelos (correspondientes a la rectificacion es
necesario que puedan alinearse de forma automatica; es decir, es necesario no sélo que las lineas
epipolares sean paralelas, sino que la componente vertical sea la misma en ambos planos, es decir,

azi +ajy _ bzi + b24

a3f( + a3y h b3i + b34

Utilizando ahora las relaciones a3 = b3 y az4 = b34 se obtienen las relaciones adicionales

ay=by y ay=>by

La orientacion del plano retinal rectificante se elige de modo que los planos focales rectificantes sean
paralelos a la interseccion de los dos planos focales originales, es decir

aj (f13 A fy3)
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Rectifying retinal plane

Figura 1.13: Esquema que ilustra los elementos que intervienen en la rectificacién de imagenes en
estéreo sobre el plano de la retina

donde f;; y f,3 son las terceras filas de las matrices iniciales de proyeccion Mgy; y My,. En virtud de
las relaciones anteriores la relacién similar para b; es redundante.

Las intersecciones del plano retinal con los planos a] X +4a;4 =0y a, X+ ay4 = 0 corresponde a los
ejes u y v, respectivamente, de la referencia retinal. Para que esta referencia sea ortogonal los planos
deben ser perpendiculares, es decir,

aja,=0 y bla,=0
donde se ha utilizado la restriccion a, = b, mostrada mas arriba. El punto principal (uy,v() se obtiene
como
T T
u(]:al as , v0:a2a3

Para una camara calibrada se tiene

aja3=0 , ajaz=0 , bja;=0

Las deformaciones oblicuas en las longitudes focales a lo largo de las direcciones horizontal y ver-
tical estan dadas por

a, =|lay Aasll ,  a, =lay Aasl|

Como las matrices de proyecciéon perspectiva (PPM) estan definidas salvo factor de escala, una
eleccion habitual es ||as]| =1y [[bs|| = 1.

La resolucion efectiva de las PPM utiliza una coleccién de 4 sistemas de ecuaciones mas las res-
tricciones lineales presentadas mas arriba?>

25http: / /homepages.inf.ed.ac.uk/rbf/CVonline/LOCAL_COPIES/FUSIELLO/node16.html
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Rectificacion sin calibracion previa

La estrategia que se sigue para el caso no-calibrado es similar a la presentada en el apartado
anterior, pero con un uso mas sistematico de la restricciéon epipolar presentada en el §2,2. Por ello,
s6lo se muestra una descripcion cualitativa, dejando los detalles como ejercicio.
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1.3. Reconstruccion 3D

El objetivo de la reconstrucciéon 3D basada en dos o mas vistas es la generacién automatica de
un modelo tridimensional de escenas o de objetos volumétricos que pueda ser navegado de forma
interactiva por parte del usuario 2°. Para ello, es necesario incorporar diferentes tipos de restricciones
de tipo topoldgico (ordenacion, p.e.), algebraico (unicidad, p.e.) y geométrico (epipolar, p.e.).

Para simplificar, en esta seccién nos restringimos al caso de vistas proximas tomadas desde di-
ferentes posiciones por cdmaras estaticas 2. La Reconstruccién 3D depende del marco geométrico
elegido (proyectivo, afin, euclideo), segiin un orden de complejidad creciente. Esta distincién basica
da lugar a la subdivisién de la seccién en subsecciones donde se revisan los modelos y resultados mas
significativos con objeto de facilitar una solucion mas efectiva para la reconstruccién 3D.

Una diferencia importante con respecto a secciones anteriores consiste en que a lo largo de toda
esta seccion se aborda la reconstruccion densa, una vez resuelto el “modelo estructural” asociado
a informacién dispersa. El caracter denso de la reconstrucciéon implica que es necesario “rellenar”
los datos geométricos pegados mediante técnicas de “pegado” que afectan a “parches” o trozos de
superficies que se “pegan” sobre los elementos estructurales 2.

El “pegado denso” proporciona un modelo que sigue siendo discreto y que, por consiguiente, es
necesario completar “rellenando” el espacio entre los puntos significativos pegados. La interpolacién
suave tiene un coste computacional demasiado elevado; por ello se recurre a modelos lineales a trozos
dados por mallas espaciales que sean compatibles con las restricciones mencionadas anteriormente.
La triangulacion de una imagen atendiendo a hechos 0-dimensionales es muy simple y se resuelve de
forma 6ptima mediante triangulaciones de Delaunay.

Sin embargo, las triangulaciones asociadas a los mismos hechos 0D para diferentes vistas no es
la misma, pues las orientaciones con respecto a la linea de visién de cada superficie es variable. Para
resolver este problema es necesario introducir restricciones adicionales para puntos 3D obtenidos
mediante reproyeccion y que afectan a la profundidad y a la orientacién relativa de los triangulos
asociados a las ternas de puntos significativos 3D mas proximos obtenidos tras aplicar la restriccién
epipolar.

Un método para completar informacion correspondiente a agujeros espureos consiste en detectar
el borde de los objetos y propagar en espiral hacia el interior, utilizando la informacién correspon-
diente a las “células béasicas” (triangulos 6 cuadrilateros) de la malla asociada 2°

1.3.1. Reconstruccion proyectiva basada en dos imagenes

En esta subseccion se describen elementos significativos para la Geometria Epipolar y se pre-
sentan las restricciones estructurales que deben verificar elementos homoélogos en dos vistas. Esta
organizada en las siguientes apartados:

1. Principio basico ideal para la reconstruccion
2. Rectas epipolares. Célculo algebraico

3. Elementos de calculo vectorial para lineas epipolares

26La reconstruccién 3D a partir de una sola vista se desarrolla en el capitulo 4 de este modulo

27La incorporacién de restricciones vinculadas al movimiento se aborda en el capitulo 5 de este médulo

28Es deseable que la Reconstruccién 3D de un objeto no tenga agujeros en el objeto reconstruido. Una resolucién eficiente
de esta cuestion es un problema dificil que se aborda en el médulo 5 utilizando modelos de propagacion sobre trozos de
superficie $% = dBY que acotan los objetos volumétricos B*

29Esta estrategia se detalla en el modulo sobre Vision Estéreo Dinamica
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Figura 1.14: Ilustracion de la triangulacion de Delaunay sobre un conjunto de vértices

Principio basico ideal para la reconstruccion

Problema.- Se desea reconstruir un punto P; en el espacio tridimensional a partir de las proyec-
ciones p;, sobre cada plano imagen I'l, paraa =1,2

El principio bdsico ideal para la reconstruccion consiste en que la interseccion r;; N r;, de los rayos
ri1 := F1pi1, 12 := Fapi» que pasan por puntos homoélogos p;i, p;» determina de una forma tedrica el
punto P;. En la practica dichos rayos no se cortan, sino que se cruzan en el espacio. Para resolver este
problema hay diferentes aproximaciones al problema:

= Métrica: Minimizar distancia entre rayos sobre una recta perpendicular comin que denotamos
L:
;i

» Probabilista: Se supone que la distribucién del ruido es Gaussiana y se toma el punto medio del
segmento que determina la recta L; al cortar a r;; y rj, y minimizar.

= Minimos cuadrados para puntos proximos: Buscar un par alternativo de puntos homdlogos p;;,
Pi2 en las imagenes tales que la suma de los cuadrados de las distancias a los puntos originales
Pi1, Pi2 sea minima y se satisfaga la restriccion epipolar.

= Geométrica: Encontrar “lineas epipolares” ¢;;, {;; (homdlogas) que minimicen d(¢;1,¢;;) y pro-
porcionen el punto original de la correspondencia.

= Parametrizacion y resolucion algebraica: Parametrizar el haz de lineas epipolares, llevar a ca-
bo una reformulacién global el problema y encontrar raices reales del polinomio de grado 6
(Hartley & Sturm’97).
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Figura 1.15: Busqueda de puntos homologos a lo largo de lineas epipolares

1.3.2. Reconstruccion afin

La Reconstruccién afin proporciona representaciones que son invariantes modulo transformacio-
nes afines. Recordemos que IP” = A" U H,. Por ello, una transformacién afin del espacio ordinario
esta dada por una homografia del espacio proyectivo representada por una 4 x 4-matriz regular (defini-
da salvo factor de proporcionalidad) que deja invariante el plano del infinito H,; para una adecuada
eleccién de coordenadas, podemos suponer que H, esta dada por X4 = 0; bajo esta hipotesis la ltima
fila de las transformaciones afines es (0001).

Para facilitar la visualizacion en el plano de imagen de la transformacién proyectiva, se recurre
a una representacioén en el plano de imagen sobre la que se proyecta la transformacion realizada en
el espacio. Para estimar dicha transformacién se utiliza nuevamente la restriccién epipolar que esta
representada en nuestro caso por la matriz fundamental F introducida por Longuet-Higgins (1980).
A continuacion se muestra la estrategia desarrollada por R.Hartley (algoritmo lineal de 8 puntos)
para la estimacion de F.

La elevada cantidad de candidatos y los problemas vinculados a una asignacién incorrecta de ele-
mentos homologos, sugiere validar la eleccién de 8 pares de candidatos a homoélogos extendiendo la
reconstruccién a oras 8-uplas de pares de puntos: si el porcentaje de outliers esta por debajo de un
umbral, se da por valida la reconstruccion; en caso contrario hay que seleccionar otra 8-upla y repetir
el proceso. Esta estrategia es una variante del procedimiento RANSAC (Random Sampling Consen-
sus) adaptada por P.Torr en su tesis (1996), realizada bajo la direcciéon de A.Zisserman. La subsecciéon
concluye presentando algunas consecuencias de la Reconstruccién afin que son de utilidad para la
producciéon de contenidos digitales.
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Descripcion de la matriz fundamental

Una homografia o colineacién arbitraria H de IP? requiere 8 parametros. Sin embargo la matriz
fundamental F := AH queda univocamente determinada por las restricciones siguientes:

1. Fey; =0, es decir, eq; € Ker(F). Por consiguiente rango(F) = 2

2. e);¢’ = 0: Todas las lineas ¢’ del pencil derecho pasan por e},

3. eJ;F =0 (reciproca de la primera condicién)

4. x' el =>x)T.0=0

Con esta notacion, si F la matriz fundamental la Restriccion epipolar se escribe

(x')TFx=0
Esta igualdad se puede interpretar de dos formas:

» Haciendo ¢’ := Fx (recta epipolar) se tiene la igualdad obvia (x’)T¢’ = 0, es decir, (x')T € £’ (en
otras palabras x’ pertenece a su recta epipolar)

» Haciendo ¢ = (Fx’)T se tiene la igualdad obvia x¢ = 0, es decir, (x)T € € (en otras palabras x
pertenece a su recta epipolar)

Los elementos homélogos asociados a dos proyecciones deben ser equivalentes médulo una trans-
formacién proyectiva. Como cada matriz de proyecciéon depende de 11 parametros (12 salvo escala)
y una transformacién proyectiva depende de 15 parametros (16 salvo escala), se tiene que F depende
de 7 parametros (salvo escala).

Alternativamente, F es una 3x3-matriz que depende de 8 parametros (9 salvo escala); la condicion
rang(F) = 2 se traduce en una relacién cubica det(F) = 0 entre los coeficientes de F, por lo que F
depende de 7 parametros. Esta presentacion subraya el caracter no lineal de la estimacién.

Métodos de optimizacion Local

El objetivo de este tipo de métodos es la busqueda local e identificacion de elementos comunes.
La idea bdsica para los métodos locales consiste en restringir la “ventana de busqueda”. Para ello, es
necesario desarrollar herramientas estadisticas que permitan comparar datos contenidos en ventanas
de busqueda. La correlacion proporciona una metodologia general para diferentes tipos de criterios
que pueden corresponder a

= Algtn tipo de distancia: La distancia L, es mas simple, pero la L; es mas robusta.

= M-estimacion con un funcional cuadratico truncado (Black y Anandan, 1993) — correlaciéon
robusta (Rousseeuw & Leroy’87).

= Minimas medianas cuadradas — correlaciéon robusta no-lineal: Muy eficiente cuando se combina

con color (A.Viloria y JF)

Ejercicio (avanzado).- Describid explicitamente y realizad una implementacién computacional pa-
ra cada uno de los tres métodos descritos.
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Figura 1.16: Dos vistas en perspectiva de la misma escena con los puntos homoélogos resaltados

Estimando la matriz fundamental: Caso no calibrado

En el caso no-calibrado, la matriz fundamental es una 3 x 3 -matriz con determinante nulo. Di-
cha condici6n esta representada por una hipersuperficie cubica en el espacio de 9 parametros f;;
de la matriz F. Por ello, bastan 7 parametros (8 salvo factor de proporcionalidad) para identificar
F. En consecuencia, el nimero minimo de pares de puntos homodlogos para alcanzar una solucién
Unica es 7 (cada par de puntos homologos “genéricos” impone una condicion l.i.). La optimizacién
correspondiente es no-lineal, lo cual da lugar a soluciones inestables y con una convergencia lenta.
Longet-Higgins (1981) propuso utilizar un algoritmo basado en 8 puntos que es lineal, aunque no sea
minimal. Este algoritmo consiste en resolver el sistema lineal

Af =0

correspondiente a “imponer las condiciones” de ser homoélogos para cada uno de los 8 pares de
puntos homoélogos, siendo f = (fi1,..., f33)" el array que describe las entradas de F como vector (in-
cognitas a determinar) y A un 8 x 9-matriz cuyas filas representan la condicion para que p; y p; sean
(candidatos a) homoélogos con 1 <i < 8.

Para obtener una matriz A bien condicionada, Hartley (1997) propone tomar coordenadas norma-
lizadas para los pares candidatos a homodlogos, De este modo, se obtiene un vector f de norma unidad
en Ker(A). Sin embargo, esta eleccion puede generar matrices A que no tienen rango 2, dando lugar
a interpretaciones inconsistentes de F (las lineas epipolares de cada plano no pasan necesariamente
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por el epipolo). La solucién clasica [Bou95] para este problema consiste en realizar una SVD para F
forzando que uno de los valores propios sea nulo (otro problema de optimizacion, nuevamente).

El algoritmo de 7 puntos consiste en resolver el sistema formado por 7 pares de puntos homologos.
El nuacleo Ker(A) del sistema Af = 0 tiene dimensién 2. Para evitar el problema mencionado mas
arriba, se eligen dos soluciones particulares F; y F, del sistema y se impone la condicién de tener
rango 2 a la recta (1 — A)F; + AF,; la condicién det[(1 — A)F; + AF,] = 0 es una ctubica que tiene 1 0 3
soluciones reales.

La aproximacidn al problema correspondiente al algoritmo de 7 (pares de) puntos tiene la ventaja
de que las soluciones obtenidas corresponden a matrices fundamentales que verifican la restriccién
epipolar. Sin embargo, tiene el inconveniente del caracter no-lineal del problema de optimizacién
asociado (para una discusion mas detallada ver la defensa del algoritmo de 8 puntos por R.Hartley).
No obstante, la aproximacién basada en 7 puntos se utiliza en relacién con los algoritmos robustos
basados en variantes de Ransac (ver mas abajo).

Ambigiiedad en la reconstruccion

En la introduccién a la seccién se ha comentado la unicidad como una restriccién clave para gene-
rar un modelo 3D de forma automatica. Lamentablemente, existe una ambigiiedad en la posiciéon del
plano de la camara con respecto al centro 6ptico, lo cual da lugar a dos reconstrucciones equivalentes
que son compatibles con los datos de partida. Ambas reconstrucciones estan relacionadas mediante
una simetria con respecto al centro dptico (modelo del plano proyectivo basado en identificar puntos
antipodales de una esfera). Esta ambigiiedad se evito inicialmente introduciendo la nocién de orien-
tacion sobre el modelo proyectivo de la camara (segin [LF96]) 6, casi simultdneamente, mediante
la introduccién de una tercera vista (enfoque que se desarrolla en el apéndice a este capitulo). La
introduccién de una orientacion sobre el modelo proyectivo se aplica a cuestiones relacionadas con
diferentes aspectos cuyo desarrollo se deja como ejercicio.

= Reconstrucciones posibles e imposibles en estéreo basada en la compartimentacién del plano en
las 4 regiones que son la traza de las zonas en las que los 2 planos focales dividen al espacio
ambiente. La reconstruccion posible corresponde a que los puntos estén situados todos por
delante de ambos planos, por lo que debemos eliminar los falsos pegados correspondientes a las
regiones restantes. El criterio de orientacién positiva elegido corresponde a fijar como sentido
positivo sobre la linea epipolar el que va desde el epipolo al punto situado enfrente.

= Supresion de superficies ocultas.- Si dos puntos diferentes de la escena se proyectan sobre el mis-
mo punto en una imagen, no es posible eliminar uno de ellos sin recurrir a vision estéreo, pues
ambos pertenecen a la misma recta epipolar.

1.3.3. Reconstruccidon Euclidea. Matriz Esencial

Esta seccién es complementaria a la reconstruccién euclidea usando la calibracién de la camara
descrita en el capitulo anterior de este mismo modulo, adoptando la misma metodologia que en el
caso no calibrado.

Estimando la matriz fundamental: Caso calibrado

Recordemos que la matriz fundamental F se descompone en producto de tres matrices:
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F=KEK!

donde K es la matriz de calibracién de la primera camara, K’ es la matriz de calibracién de la segunda
camaray

0 ~,
E = t, 0 ¢t [R
~t, t, 0

es la matriz esencial (composicién de una rotacién y una traslaciéon) que, en ocasiones se representa
simbolicamente como

E = txR

Supongamos que los parametros intrinsecos de la cAmara son conocidos. Si se toman coordenadas
normalizadas (ver més arriba), es posible reducir en una unidad el nimero de parametros. Habitual-
mente se normaliza el vector de traslacién (algo que desde el punto de vista geométrico carece de
justificacion) y se supone que ||t|| = 1, por lo que E sélo requiere 5 parametros (2 para t normalizado
y 3 para R).

Cada par de puntos homologos (p, p’) impone una restriccion (verificadlo como ejercicio escribien-
do las ecuaciones); en consecuencia, de forma tedrica bastaria tomar 5 pares de puntos homologos.
Sin embargo, la resolucién que se obtiene al tomar 5 pares es inestable y en general proporciona 10
soluciones que son compatibles con los datos. Por ello, hay que afiadir mas pares de puntos homolo-
gos, lo cual da lugar a un sistema redundante que debe resolverse mediante técnicas de optimizacion.
Estas cuestiones se comentan en varios lugares en relacién con la Reconstruccién Euclidea (capitulo
2) y los procedimientos de optimizacion (Gltima seccién de este capitulo).

En el marco proyectivo de este capitulo, la reconstruccién euclidea es similar a las reconstruc-
ciones proyectiva y afin descritas mas arriba; en este tltimo caso, los datos son invariantes por las
transformaciones del grupo proyectivo G(IP") = PGL(n+ 1;R) o del grupo afin G(A") (transformacio-
nes proyectivas que dejan invariante un hiperplano del infinito). En el caso euclideo el grupo estruc-
tural esta dado por el grupo euclideo G(E") las transformaciones rigidas (rotaciones o traslaciones)
salvo escala, es decir, por el grupo de semejanzas; este grupo. La reconstruccién euclidea requiere
incorporar restricciones métricas sobre el modelo proyectivo. Por ello, la jerarquia natural entre los
grupos G(E" — G(A") c G(P") induce una jerarquia natural entre las reconstrucciones euclidea,
afin y proyectiva.

Para una camara fija o dos cdmaras idénticas con diferente localizacion, la matriz esencial E en el
caso euclideo corresponde al movimiento rigido en el espacio cartesiano ordinario (dotado de la mé-
trica euclidea). Por ello, es composicion de una rotacion R y una traslacion t = (f,, t,, t,)T representada
por el producto de matrices:

v
E=| 1t 0 t [R
~t, t, 0

que, en ocasiones se representa simbolicamente como

E = txR

La matriz esencial juega el mismo papel que la matriz fundamental F para la puesta en corres-
pondencia de datos homologos. Por los requerimientos de precision, es claro que el emparejamiento
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de datos homologos para el caso euclideo debe incorporar necesariamente las matrices de calibracién
interna K y K’ de las camaras. Las matrices fundamental y esencial estan relacionadas por

F = K'’EK

es decir, son las clases de conjugacién por la accioén izquierda-derecha de las matrices de calibracién
interna. La matriz esencial tiene un autovalor nulo (de la misma forma que la matriz fundamental),
pero ademas los otros dos valores propios son iguales. El estudio de la geometria de la variedad
esencial (matrices que son equivalentes a una matriz con autovalores (0, A, lambda)) tiene interés para
acelerar procedimientos de optimizacion.

En el capitulo 2 se ha mostrado como la informacién métrica relacionada con la matriz de cali-
bracién K esta “codificada” en la coénica absoluta w,, = Q. N H,, que es interseccién de la cuadrica
absoluta ), con el plano del infinito H,,. Este resultado proporciona la clave para la integracién en
el marco proyectivo que vertebra todo el capitulo. Por ello, de una forma ideal, basta con realizar una
estimacion de dicha conica en imagen y “corregir” le deformacién generada por una homografia. Si
se adopta el enfoque jerarquizado que parte de la reconstruccién proyectiva, es necesario introducir
restricciones métricas adicionales sobre la restricciéon epipolar representada por la matriz fundamen-
tal. En el caso euclideo, la matriz esencial desempena el papel estructural para el caso euclideo. Por
ello, es necesario estudiar las propiedades de la matriz esencial, introducir estimadores robustos y
disenar / implementar algoritmos que permitan realizar dichas tareas de forma automatica.

Para reforzar el emparejamiento proyectivo que utilizar restricciones bilineales, se introducen res-
tricciones euclideas relativas a la conservacion de las longitudes de los segmentos a comparar modulo
un cierto umbral de tolerancia que depende de la disparidad del sistema bicameral (en el caso esta-
tico) y de la estimacién del movimiento (si las cAmaras se han desplazado; ver médulo 5 para mas
detalles).

La longitud de segmentos homdlogos puede variar entre dos vistas fuera del umbral de toleran-
cia permitido, debido a una oclusién parcial del segmento elegido para la comparacién. Ademas, los
dos procedimientos comentados mas arriba (ahadir segmentos putativos o bien puntos intermedios)
fallan en presencia de oclusiones parciales. Por ello, esta situacion debe ser identificada simultanea-
mente en términos de la coherencia global de la puesta en correspondencia y desechada para evitar
errores en los procesos de realimentacion del sistema.

Para minimizar la distancia entre la elevacion de elementos (puntos o segmentos) candidatos ho-
mologos interesa desarrollar procedimientos de optimizacién muy rapidos. Esta cuestion afecta a
la funcién de coste propuesta y a la posibilidad de métodos estandar rapidos de descomposicion o
factorizaciéon de las matrices resultantes.

Norma euclidea y restriccion epipolar

El primer candidato viene dado por la minimizacioén de la métrica euclidea evaluada sobre las pro-
yecciones de cada punto py,...,p, en cada imagen

Ci= () diP) = () [(xi=2:)+ (v~ 9)’]
i i=1

que relaciona los valores esperados en las coordenadas (x;, ;) de p; con sus valores actuales (X;, 9;)
en cada imagen. La minimizacion de esta funcion se hace sometida a la restriccion epipolar

ﬁ;—Flzﬁl = 0
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donde F;; es la matriz fundamental que relaciona la primera y a segunda imagen. La funcién de coste
asociada CY ; d;)?) presenta un minimo para la cual se obtiene la relacién buscada (matriz fundamen-
tal, homografia o transformacién cuadratica) entre puntos homologos.

Ajuste basado en perturbaciones de datos

En el caso més general correspondiente a multiples vistas, debido a diferentes problemas en la
captura, procesamiento y analisis, los puntos candidatos a homoélogos estan lejos de satisfacer el sis-
tema de ecuaciones que acabamos de mostrar. Por ello, es preciso implementar métodos mas flexibles
(de tipo probabilistico) que en el limite proporcionen la comparacién euclidea que acabamos de mos-
trar. Una adaptacién del criterio que acabamos de mostrar en términos de maxima verosimilitud
(MLE, segun [TZ97]) conduce a minimizar una funciéon de densidad de datos perturbados segiin una
distribucioén normal asociada a la métrica euclidea

1 -y, d;)? 1 =Y [ = %)+ (i = 93)?
P e D L Ol 8 i)

El marco general para la interpretacién geométrica de este proceso de optimizacién (en térmi-
nos de minimos cuadrados o de su versién probabilista) esta dado por una copia afin de la imagen
Im(sy,,) producto de Segre de dos copias del plano proyectivo P2. Este producto es una variedad
4-dimensional en P7, por lo que la ecuacién epipolar %] F1,%; = 0 representa una seccion lineal
de la variedad de Segre. Asi vemos que las matrices fundamentales parametrizan una subvariedad

3-dimensional de la variedad de Segre, mientras que las proyectividades y las transformaciones cua-
draticas corresponden a variedades 2-dimensionales (razonadlo como ejercicio). Notese que como s; »
es un embebimiento, se puede identificar P?xP? con su imagen en P7, por lo que no se hace distinciéon
alguna en la notacién.

La condicién para que un par de puntos (p,p’) € P? x P? sean homoélogos (verifiquen la restriccién
epipolar) corresponde a que la proyeccioén sobre el punto mas préximo sea ortogonal al plano tan-
gente a la variedad de Segre en el punto representado por la 4-upla (p,p’) = (£,9,%’,7’). La distancia
ortogonal medida en la copia afin es equivalente al error de reproyeccién del punto proyectivo 3D
proyectado, que es la distancia d; minimizada con la funcién distancia euclidea usual.

Distancia ortogonal y matriz fundamental

Hartley y Sturm (1994) han demostrado que dada la matriz fundamental F, es posible recuperar la
distancia ortogonal, (1) y 2(2) como soluciones de un polinomio de grado 6 en una variable. Sampson
y Taubin han desarrollado un método aproximado para calcular las soluciones de este polinomio (hay
una variante desarrollada por Torr y Zisserman en 1997).

1.3.4. Matriz esencial para la reconstruccion euclidea

La Reconstruccién 3D utiliza una condicién de coplanariedad entre las rectas que conectan cada
punto P con sus proyecciones p y p’, y con la recta que pasa por los centro de proyeccién Cy C’. En
el caso euclideo, la condicion de coplanariedad se expresa como una anulacion del producto mixto

Cp[CT xC'p'] = 0
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En e caso calibrado se pueden elegir coordenadas para que las matrices de proyeccién estan dadas
por

My =(Id|0) vy Mn’:(RT|__RTt)

donde t representa la traslacion que lleva C en C’ y R la rotacién tridimensional asociada al
cambio en la orientacién. Con esta notacion, la condicioén de coplanariedad presentada mas arriba se
reescribe en el caso calibrado como

p[txRp’']=0 = p"Ep’' =0,

donde E :=t x R es la matriz esencial (Longet-Higgins, 1981) y el producto t xR se entiende como
el producto matricial de la matriz antisimétrica asociada al vector traslacion t por la rotacién R.

El enfoque geométrico para la Reconstruccién 3D en el caso euclideo basado en condiciones de
coplanariedad y un conocimiento previo de calibracion es ideal. En la préctica los datos estan corrom-
pidos por el ruido, la manipulacion de imagen, los calculos inexactos (es necesario truncar desarrollos
en serie), las oclusiones parciales o bien las asignaciones erroneas entre elementos homoélogos.

Una primera estrategia para el caso afin basado en condiciones de incidencia se esboza en el
apartado siguiente. Grosso modo, consiste en afiadir mas informacién relativa a una PL-estructura
generada a partir de puntos 3D, optimizar y suavizar. El mayor problema inicial concierne a expresar
dicha condicién de coplanariedad, sin utilizar informacién métrica asociada a camaras calibradas;
este problema reaparece en miultiples formas a lo largo del capitulo.

La identificacién de la transformacién mas apropiada para visualizar una escena desde una lo-
calizacion inicial, requiere construir un “camino” sobre el conjunto de transformaciones geométri-
cas asociadas al marco geométrico elegido. En el caso euclideo, las transformaciones son rotaciones
R € SO(3;R) y traslaciones t € R? en el espacio euclideo ordinario IE® (espacio cartesiano dotado con
la métrica euclidea).

Las transformaciones de semejanza se componen multiplicando las matrices que las representan;
con esta operacion el conjunto de las transformaciones euclideas forman el grupo euclideo al que
denotamos mediante E(3;R) 3°. El cociente del grupo euclideo por el grupo de las homotecias R* :=
{AI3 | A € R*} (constantes no-nulas) corresponde a las transformaciones euclideas salvo factor de
escala a las que se llama transformaciones de semejanza y denotaremos mediante SE(3;R).

Superponiendo informacion geométrica

El modelado basado en varias vistas utiliza la informacién geométrica (puntos y lineas) conte-
nida o generada a partir del analisis de las imagenes digitales (mddulo 1); en el caso no-calibrado,
esta utilizacién se realiza de forma independiente con respecto a los dispositivos utilizados para la
captura de informacién o de informacion previa sobre la escena. En particular y para minimizar los
problemas de pegado, ello implica que las imégenes han sido “corregidas” (rectificacién y correcciéon
de las distorsiones radial y tangencial); de este modo se obtienen inputs robustos para el pegado geo-
métrico y cualquiera de las reconstrucciones que se consideran en este capitulo estan bien definidas
salvo escala. La correccion de distorsiones se realiza de forma independiente para cada imagen; la rec-
tificacion se realiza para facilitar el escaneo simultaneo para cada par de imagenes (pero no se puede
hacer de forma simultanea para todas las vistas).

30Formalmente, el grupo euclideo es el producto semidirecto del grupo especial ortogonal SO(1;R) := O(1;R) N SL(3; R)
y el grupo de traslaciones R, donde O(n;R) := {AinGL(n;R) | TAA = I,,} es el grupo ortogonal y SL(m;R) := {AinGL(m;R) |
det(A) =1} es el grupo especial lineal
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Los enfoques basados en PL-estructuras (PL: Piecewise Linear o lineales a trozos, como las mallas
triangulares o cuadrangulares) o basadas en propiedades radiométricas (asociadas al color u otros
funcionales asociados a la luz) se abordan en capitulos posteriores y son apropiadas para el modelado
tridimensional, pero no para la reconstruccion 3D que es previa al modelado. En el capitulo siguiente
se aborda el caso correspondiente a la visualizacién avanzada (incluyendo aspectos radiométricos) de
objetos o de esencias; para ello, se utilizan diferentes tipos de proyeccién, incluyendo proyecciones
esféricas o cilindricas con algunas aplicaciones basicas.

Hacia un modelo mas completo

El segundo objetivo de la Reconstrucciéon 3D es la generacién automatica de un modelo 3D tan
completo como sea posible a partir de las imagenes capturadas de forma secuencial o simultanea.
Este objetivo extiende el primer objetivo mencionado mas arriba; en efecto, la introduccioén de una
camara virtual en la localizacién (posicién y orientacién) deseada permite obtener una imagen como
proyeccién asociada a dicha localizacién.

En este capitulo sélo se considera la recuperacién de la informacion geométrica planar (relativa
a la imagen) o volumétrica (relativa a la escena) para “la estructura lineal” que concierne a la parte
visible de objetos B, o de la escena tridimensional £. La “estructura lineal” se entiende en un sentido
inicialmente restringido a una colecciéon de puntos, lineas y planos “dispersos” que ayudan a organi-
zar la informacioén de forma invariante con respecto a la localizacién del observador; esta estructura
se “densifica” dependiendo de los recursos disponibles y de las requerimientos de la aplicacion. Asi,
p-e. una aplicacién que deba dar respuesta en tiempo real sélo puede procesar informacién tosca
relativa a la estructura global de la escena.

A menudo se presentan auto-oclusiones o problemas de navegacién que impiden obtener una
cobertura completa para el objeto o la escena. La reconstruccién que sélo muestra la parte visible se
etiqueta como reconstruccion pseudo-volumeétrica y es suficiente para un gran numero de aplicaciones
multimedia (incluyendo visualizacién avanzada, entornos inmersivos, videojuegos, etc).

Estructura diferenciable del grupo de semejanzas

Para cualquier grupo “clasico” de matrices, la operacién interna de multiplicacién entre matrices
y el calculo del inverso de una matriz son aplicaciones “suaves”, es decir, de clase C*; en este caso,
las operaciones usuales sobre el grupo inducen una estructura de variedad diferenciable. Se dice que
G es un grupo de Lie si es un grupo y tiene estructura de variedad diferenciable.

Todos los grupos clasicos mencionados (y también los correspondientes a las geometrias, afin,
proyectiva, simpléctica, hermitica, etc) son grupos de Lie. Salvo el caso del grupo de traslaciones,
dicho grupo nunca es globalmente un espacio cartesiano ordinario, aunque localmente si lo sea (la
equivalencia local esta dada por aplicaciones suaves compatibles entre si sobre los “cambios de car-
ta”).

En particular, el grupo de las semejanzas adquiere una estructura de variedad diferenciable a
partir de las operaciones usuales (interna y de paso al inverso). El conocimiento de esta estructura
permite resolver problemas de interpolacién o de optimizacién sobre la variedad soporte; un ejemplo
tipico es el calculo de caminos de longitud minima o geodésicas que se definen con respecto a una
métrica G-invariante (es decir, invariante por la accién de G, la misma en todos los elementos de G)
donde G es en este caso SE(3;IR); el argumento es valido para cualquier otro grupo clasico, si bien la
métrica es especifica para cada grupo.
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Figura 1.17: Resultados de reconstruir una escena a partir de dos vistas con oclusiones

Una estrategia general para resolver este tipo de problemas consiste en linealizar el problema, es
decir, pasar al espacio tangente del grupo en el punto que es isomorfo al algebra de Lie g := T;G
de G; asi p.e. para el grupo ortogonal O(#n;R) su algebra de Lie o(n) := T;O(n;IR) es el espacio de las
matrices anti-simétricas que es un espacio vectorial con generadores mucho mas faciles de calcular;
la exponencial de la solucién en el espacio tangente proporciona la solucién en el grupo original.

Supongamos una escena simplificada con un objeto rigido sencillo en primer plano para el cual
se realiza una “pequena” transformacion euclidea elemental (rotacion o traslaciéon). De forma ideal,
para determinar una transformacién euclidea en el plano euclideo IE? (resp. espacio euclideo E3), es
necesario conocer un par de puntos y sus homoélogos; en la practica o bien se considera un mayor na-
mero de k-uplas de puntos y sus homdlogos y se optimiza o bien se propagan los resultados asociados
a cada par de puntos y sus homélogos en puntos préximos. En cualquier caso, se obtienen “nubes” de
puntos en el grupo de transformaciones para las cuales es necesario identificar un “valor promedio”.

Ejercicio.- Implementad el algoritmo correspondiente a medias moéviles para pares de vértices
homodlogos de la unién de dos paralelepipedos y evaluar la transformacion rigida asociada a una
rotacion, una traslacion y una composicion de ambas.

En general, la situacién no es tan simple como la del ejercicio anterior. Por ello, es necesario
disenar procedimientos robustos que permitan realizar una estimacién en condiciones mas realistas.
El apartado siguiente muestra una primera aproximacion al problema

Estimacion basada en PCA

El Anadlisis de Componentes Principales (PCA en lo sucesivo) es un método de estimacion de tipo
lineal que es una adaptacién de la descomposicion de valores propios (SVD) a un contexto probabilis-
ta. En [Fle83] se presenta una adaptacion del algoritmo PCA para la estimacién de transformaciones
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ortogonales y de semejanza.

La estrategia para calcular el camino de longitud minima (geodésica) consiste en linealizar el
problema, reemplazando el camino buscado por una poligonal cuyos vértices determinan segmentos
en g de modo que la poligonal en g tenga longitud minima; la exponencial de cada uno de estos
segmentos proporciona una curva que, al ser enlazada con las adyacentes (asociadas a los vértices
mas proéximos), da una geodésica suave a trozos que aproxima la solucién 6ptima. Esta estrategia se
aplica tanto al movimiento del objeto como al movimiento de la camara y es valido para cualquiera
de los grupos clasicos descritos mas arriba.

Para automatizar estos procesos es necesario desarrollar estrategias de aprendizaje basadas en
variedades asociadas a los grupos de Lie. Cualquier cdmara genera efectos de perspectiva debido a
la propia naturaleza de la proyeccién; por ello, siempre se tiene un efecto de deformacion aparente
asociada a efectos de perspectiva procedentes de la captura. El modelado habitual de los efectos
de perspectiva se realiza en términos de transformaciones afines; por ello, es necesario desarrollar
métodos de aprendizaje sobre grupos afines para el modelado de los flujos visuales relacionados con el
movimiento de la camara.

El estudio de grupos afines es bien conocido en Geometria Algebraica, pero su aplicacién a proble-
mas de Reconstruccién requiere desarrollar herramientas de estimacion adicionales; a la vista de la
incertidumbre sobre la correcta estimacién de parametros, es conveniente utilizar métodos robustos
tipo Ransac [Fis81], adaptados en este caso a variedades ambiente dadas por grupos de Lie.

Ejercicio (avanzado).- Esbozad métodos de aprendizaje no-supervisado en grupos afines y mode-
lado robusto tipo Ransac para estimar y propagar las transformaciones obtenidas en el proceso de
aprendizaje.
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1.4. Estimacion y optimizacion

La Transformacién Lineal Directa (DLT) en lo sucesivo es un algoritmo que permite resolver pro-
blemas relacionados con ecuaciones lineales salvo factor de escala para una cantidad redundante de
puntos. Dos casos tipicos relevantes para este capitulo corresponden a la estimacién de la matriz de
proyeccién asociada a una camara tipo pinhole y a la estimacién de homografias. Para acelerar la
convergencia de este método y por cuestiones de invariancia con respecto a otras transformaciones
de otros marcos geométricos es conveniente contar con datos normalizados, cuestién con la que se
concluye la primera subseccion.

La disponibilidad de una parametrizacién global permite discretizar de forma mas eficiente el
espacio ambiente y disefar estrategias adaptativas para la resolucién de problemas de estimacién y
optimizacion. cualquier parametrizacién esta asociada a una representacion curvilinea de sistemas de
coordenados cartesianos del espacio ordinario. Los métodos efectivos relacionados con restricciones
invariantes por la accién de un grupo requieren una parametrizaciéon local que pueda trasladarse
globalmente al grupo; esta parametrizacién se lleva a cabo utilizando un sistema de generadores del
algebra de Lie g = T; G del grupo de Lie G; la accion definida en un entorno de la matriz identidad I
se extiende por la accion (llamada adjunta) de g sobre G. La existencia de una accién de grupos de Lie
sobre variedades (asociadas a las restricciones epipolares representadas por F y E) permite trasladar
la parametrizacion local del algebra de Lie a la variedad fundamental o a la variedad esencial.

1.4.1. Unarevision de la DLT

Una estimacion precisa de datos es crucial para llevar a cabo la auto-calibracion (ver capitulo an-
terior) o la calibracion on-line a partir de dos o mas vistas. Este procedimiento se sigue un esquema
jerarquizado que parte del caso proyectivo como el mas general (también el mas débil) e incorpora
herramientas mas finas para estimar elementos afines (planos del infinito como hiperplanos H, para
la reconstruccién afin) o métricos (como la cénica w,, 0 la cuadrica absoluta Q, para la reconstruc-
cion euclidea).

Como la reconstrucciéon 3D debe estar bien definida salvo transformaciones en el espacio, este
enfoque conlleva la necesidad de realizar la invariancia no sélo de los objetos sino de las transforma-
ciones utilizadas; esta condicion es bastante mas sutil e implica la introduccion de datos normalizados
para garantizar la invariancia de los resultados obtenidos por transformaciones realizadas para resol-
ver el problema. En esta seccion se desarrolla el modelo basado en la Transformacién Lineal Directa
o DLT (Direct Linear Transformation). En esta subseccion se presentan métodos algebraicos relacio-
nados con la estimacion de datos geométricos de cara a mejorar el rendimiento de los operadores a
construir.

Un ejemplo significativo
Convergencia en modelos lineales

La cuestion de la convergencia afecta sobre todo a la invariancia de las medidas efectuadas y a su
estabilidad por otras medidas cuando se realizan transformaciones que pueden afecta a proyecciones
o bien a homografias (en los espacios de partida y llegada). Idealmente, una proyeccién se desacopla
en dos homografias (que verifican restricciones adicionales). Por ello, para fijar ideas, nos limitamos
a tratar de identificar el comportamiento de las homografias H en relaciéon con transformaciones
T realizadas sobre la imagen. Uno de los métodos mas frecuentes para estimar H es el método de la
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transformada lineal directa (DLT) presentado mas arriba. Deseamos ver si dicho método es invariante
0 no con respecto a las transformaciones T y T’ realizados sobre los espacios de partid y llegada.
Supongamos que p y p’ son puntos homdlogos via una homografia H que escribimos como

H(x) =x’

donde x y x” denotan las coordenadas homogéneas de los puntos. Supongamos que se tienen trans-
formaciones T, T’ que actian sobre los espacios de partida y llegada que denotamos mediante

x=Tx , ¥=T%

induciendo una transformacién H que representamos mediante

%’ =Hx = T'x'=HTx = x’=(T’)'HTx
Idealmente, desde el punto de vista algebraico, tendriamos que las transformadas de la matriz H

que representa la homografia pertenecen a la misma clase de conjugacion que H via las transforma-
ciones T y T’ es decir

T = (T))"'HT

1.4.2. Parametrizacion

Una parametrizacion apropiada facilita procedimientos de busqueda, remuestreo y estabilidad en
la convergencia de algoritmos orientados hacia estimacién de elementos homoélogos y transformacio-
nes o proyecciones que les afectan. De este modo, es posible mejorar la eficiencia de los algoritmos
relacionados con la gestion de la informacidn. Por ello, esta subseccién tiene un caracter complemen-
tario con respecto a la anterior.

Inicialmente se puede utilizar espacio paramétrico de muestras o, por el contrario, aproximacion
no-paramétrica; en “situaciones reales” la hipdtesis relativa a que los modelos se ajusten a solapa-
mientos de distribuciones previamente establecidas (como las normales) es poco verosimil.

En presencia de outliers es conveniente utilizar métodos robustos. El mejor candidato para méto-
dos robustos es (alguna variante de) RanSaC o la estimacion basada en maxima verosimilitud (MLE)

El objetivo altimo que se pretende en esta subseccion es la automatizacién para la puesta en co-
rrespondencia relativa pares de puntos homologos en homografias; la estrategia propuesta se adapta
obviamente a la puesta en correspondencia para proyecciones, al interpretar estas tltimas como una
doble clase de conjugacién para la matriz de proyeccién candnica.

1.4.3. Métodos robustos

El enfoque desarrollado en esta subseccion afecta a la robustez de los métodos para estimar trans-
formaciones que actian sobre los datos. Las transformaciones tipicas son homografias, proyeccio-
nes (que factorizamos en homografias) y, sobre todo, relaciones estructurales asociadas a elementos
homologos en diferentes vistas. Estas relaciones se expresan mediante operadores multilineales. El
primer ejemplo es la restriccion epipolar que facilita la puesta en correspondencia entre elementos
homologos contenidos en dos vistas tanto para el caso afin (matriz fundamental) como para el caso
euclideo (matriz esencial).
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Figura 1.18: Algoritmo para la puesta en correspondencia de puntos homélogos [Pollefeys]

Automatizando la puesta en correspondencia

El objetivo de este apartado es mostrar como se puede generar una homografia de forma auto-
matica. Los dos procedimientos bésicos de tipo local (correlacién y deteccién de hechos) han sido
presentados en la primera seccion. En este apartado, se reutilizan las restricciones asociadas a la
estimacion de transformaciones para desarrollar una solucion global del problema.

Extendiendo el marco habitual

El marco habitual para la puesta en correspondencia de datos homélogos presentado a lo largo de
toda la seccién supone siempre que la “linea base” b es “pequena”, es decir, el segmento que une las
dos localizaciones proximas de la(s) camara(s) tiene longitud por debajo de un umbral. De este modo,
se maximiza el area de solapamiento entre las vistas y se restringe el rango de basqueda, acelerando
la convergencia del proceso. Esta hipotesis no siempre se cumple. Por ello, es importante identificar
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Figura 1.19: Reconstruccién 3D de un escenario urbano a partir de un par de camaras con amplia
linea base [www.cvlibs.net/software/libelas]

estrategias que permitan abordar el problema cuando b no cumple dicho requisito. Este problema se
trata de forma detallada en [Zha95]

Desde un punto de vista mas experimental, es conveniente usar algoritmos tipo SIFT, SURF o
MSER, p.e.) para la extraccioén, el agrupamiento y el pegado de hechos locales.

Un analisis exhaustivo de estrategias para la deteccion y extraccién de hechos locales se puede ver
en [Tuy08]. El caso mas complicado corresponde a la puesta en correspondencia para datos moviles
capturados por una camara mévil o webcam. En este caso interesa estimar la localizacién y el mo-
vimiento de forma simultanea (algoritmos tipo SLAM). Para una tnica camara las estrategias SURF
proporcionan resultados mas estables en relacién con SLAM. Este topico se aborda con mas detalle
en el cap.5 de este modulo.



