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Calibracion

En el capitulo anterior se ha mostrado la utilidad de los modelos de perspectiva para proporcio-
nar una primera visualizaciéon de una escena a partir de un imagen. El modelo de proyeccién central
es el mas simple y representa la proyeccién del mundo 3D a una imagen 2D usando la interseccién
con el plano de imagen del haz de rayos que pasan por un centro ideal C de la caimara. Habitualmen-
te, interesa que la representaciéon sea lo mas fiel posible, aunque el escenario pueda ser virtual. La
precision se formula en términos de restricciones métricas; es necesario desarrollar una metodologia
que permita

= validar la fidelidad en la representacion, lo cual requiere “calibrar” las camaras, es decir, corre-
gir los errores asociados a este modelo ideal de proyeccién central;

» representar las posibles transformaciones a realizar sobre la escena, lo cual requiere precisar el
marco geométrico para la representacion.

La calibracion consiste en realizar una estimacién métrica de caracteristicas de los dispositivos a
partir de la informacién extraida de iméagenes digitales:

= Las caracteristicas pueden ser geométricas o radiométricas; a su vez, las caracteristicas geomé-
tricas pueden ser internas (parametros intrinsecos) vinculadas a la lenta 6 externas (parametros
extrinsecos) vinculados a la localizacion de la camara.

= La informacion a extraer esta soportada habitualmente por “hechos salientes” (habitualmente
puntos) observables en la imagen que pueden ser proyeccion de puntos georeferenciados (tipico
en Fotogrametria terrestre) 6 bien “esquinas”, vértices o maximos de intensidad.

Con la calibracion se pretende obtener una mayor fiabilidad para estimar la informacién geomé-
trica o radiométrica de la escena o los objetos presentes en la escena a partir del analisis de imagen.
Los datos objetivos corresponden a objetos rigidos en la escena. La correccién de la distorsién de cada
camara permite no sé6lo incorporar informacién métrica a la escena, sino comparar datos correspon-
dientes a diferentes dispositivos o una camara en movimiento. Por consiguiente, la calibraciéon ocupa
un lugar central que ocupa la calibraciéon en multiples aspectos de la Vision !.

Para una gran cantidad de aplicaciones es necesario disponer de medidas precisas relativas a
objetos o escenas, incluyendo una acotacién del error; la calibracion permite identificar el sesgo y
suprimir el efecto debido a distorsiones procedentes del propio equipo de medicién. La estimaciéon
precisa de las caracteristicas geométricas o radiométricas requiere un marco euclideo para el espacio
ambiente o para el espacio de color. Dentro de este marco es necesario corregir las distorsiones asocia-
das a los sensores utilizados, los dispositivos de captura (camaras para espectro visible o no-visible)
y los “artefactos” generados en las fases de procesamiento y analisis de la informacién.

En relacién con las distorsiones, una distincion basica afecta a distorsiones de tipo radiométrico y
geométrico, atendiendo a la distincion basica presentada en el médulo 1.

IDe hecho, la calibracién es “transversal” a todos los demas médulos del CEViC
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Figura 1.1: Tipos de distorsion geométrica

= Las distorsiones geométricas estan relacionadas con deformaciones debidas a la naturaleza cur-
vada de la(s) lente(s) contenida(s) en la camara. Las distorsiones locales aparecen como pixeles
no cuadrados. Las distorsiones globales mas frecuentes son tipo tonel 6 tipo cojin.

= Las distorsiones radiométricas estan relacionadas con diferencias en la respuesta del sensor: Dos
camaras diferentes en la misma localizacién, con el mismo enfoque y bajo las mismas condicio-
nes de iluminacién dan lugar a dos imagenes con diferentes propiedades radiométricas.

Las distorsiones radiométricas proceden de una combinacién de diferentes causas relacionadas
con la respuesta de los sensores tales como:

= ruido relacionado con la energia térmica de la luz, p.e.;

= fransferencia ineficiente: el valor almacenado es menor que el valor identificado por el sensor,
p-e;

= no-linealidad del sensor: los valores registrados no son proporcionales a la cantidad de luz

Actualmente estas cuestiones estan siendo resueltas via hardware de una manera cada vez mas
eficiente para la mayor parte de las aplicaciones. El sensor CCD o el CMOS es una parrilla rectangular
de fotosensores con prestaciones crecientes; en particular, cada célula de un sensor CMOS puede ser
reprogramada para obtener una respuesta selectiva y especifica a diferentes inputs.

Un inconveniente mas serio es la variabilidad de respuesta radiométrica con respecto a diferentes
condiciones ambientales que se aborda en la seccién 4 de este capitulo.

La estrategia general adoptada en este capitulo consiste en resolver en primer lugar los problemas re-
lativos a la calibracién geométrica y, una vez “resueltos” estos problemas, superponer la informacién
radiométrica (para la que se requiere asimismo una calibracién). La primera seccion esta dedicada
a exponer el modelo mas sencillo de proyeccién que corresponde a una camara tipo pinhole y algu-
nas de sus variantes, incluyendo la estimaciéon de homografias entre la parrilla de calibracion y su
proyeccioén sobre la vista.

La proyeccion central desde un punto C (centro de la camara) se representa inicialmente mediante
un haz de rayos pasando por C. Esta representacion se gestiona mediante diferentes modelos de pers-
pectiva habitualmente angular o bien oblicua (dependiendo del tipo de lente utilizado); los elementos
mas significativos de estos tipos de proyeccion se abordan en la segunda subseccién. A continuacién
se describen modelos de proyecciones mas frecuentes o mas realistas y se muestran métodos robustos



Figura 1.2: La calibracién de camaras permite desarrollar tareas precisas por robots en entornos con-
trolados o por robots exploradores de la NASA. La diferencia esencial radica en el proceso de calibra-
cion: off-line vs on-line

para la estimacion de dichas proyecciones. Para terminar se abordan algunos aspectos Opticos mas
avanzados asociados a la distorsion en regiones periféricas de la imagen.

Una vez aclarado el marco general, el objetivo fundamental de la calibracion de cimaras es facilitar
recursos (dispositivos fisicos, sensores, modelos matematicos y herramientas software) para poder
realizar medidas de objetos a partir de informacién contenida en imagenes. De una forma mas técni-
ca, la calibracién de camaras es el proceso de estimacion de pardmetros de un sensor métrico pasivo que
permite relacionar la informacién de la imagen y del mundo mediante la puesta en correspondencia
entre puntos.

La Fotogrametria terrestre tradicional utiliza plantillas o parrillas de calibracion para una estima-
ciéon off-line de la calibracién de una camara. En ausencia de plantillas, la auto-calibracién de una
camara se realiza con referencia a un objeto rigido que se reconstruye mddulo transformaciones de
semejanza (rotaciones, traslaciones y escala). En cualquier caso (Calibracion Fotogramétrica off-line
o0 auto-calibracion on-line) el caracter preciso de la informacién a extraer requiere

= identificar modelos matematicos “exactos” (basados en informacién minimal);
» disefar una metodologia (que maximice la bondad del ajuste y minimice los errores);

= realizar una implementacién computacional eficiente que garantice control y minimizacién del
error.

La condiciéon de minimalidad relativa a los datos es la mas apropiada para resolver de forma
exacta un problem que esté bien planteado pues permite obtener una solucién tnica. La solucién
Unica obtenida proporciona una inicializacién en la resolucion del problema que sirve para verificar
si los otros elementos (puntos ¢ lineas) candidatos a homologos satisfacen las restricciones de la
reconstruccion realizada 2

A menudo los datos estan corrompidos por el ruido o bien los elementos (puntos o rectas) estan
préximos a configuraciones degeneradas. Por ello, es necesario trabajar con informacién redundante.
La estrategia basica consiste en resolver el problema de forma exacta para una colecciéon minimal de
elementos homologos y aplicar la solucion obtenida a otros pares formados por k-tuplas de elementos
homologos.

2Ver http://cmp.felk.cvut.cz/minimal/index.php para una coleccién de métodos y algoritmos d egran utilidad para cues-
tiones de Reconstruccién 3D.
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Figura 1.3: Secuencia de imagenes del suelo rectificado para reconstruccién 3D [ver Hartley & Zis-
serman o el curso de Pollefeys]

La implementacién se basa en algoritmos para la (auto-)calibracion; se sigue un orden de com-
plejidad creciente, empezando por los que presentan menor complejidad computacional y mayor
versatilidad en relacién con la fusiéon de informacién procedente de diferentes fuentes. En Fotogra-
metria se supone disponible informacion georeferenciada sobre 3 puntos de la escena que se proyecta
sobre cada plano de imagen (lo cual proporciona una referencia afin); el método RANSAC 3 permite
calcular la POSE de la camara. Una revision y extension de este método se puede ver en la tesis de
P.Torr (Oxford, 1997

La informacién métrica proporcionada por la calibracién facilita la interaccién entre diferentes
tipos de dispositivos (incluyendo aplicaciones a la Robdtica asistida por Vision) en escenas estructu-
radas. Frecuentemente, es necesario incorporar informacioén procedentes de imagenes estaticas, vi-
deo, imagenes aéreas, infrarrojos o diferentes tipos de laser. La fusién de esta informacién se realiza
teniendo en cuenta la rigidez del objeto usando técnicas de auto-calibracion. Esta fusiéon de informa-
cién permite mostrar modelos geométricos precisos para la Reconstruccién Euclidea que permiten
generar nuevas vistas sintéticas de un objeto con geometria rigida *.

De acuerdo con las observaciones anteriores, el analisis de dispositivos, modelos y sus fundamen-
tos tedricos se aborda en la primera seccién. La calibracién comparte objetivos y, por consiguiente,
métodos con la Fotogrametria que se aborda en la seccién 2 desde el punto de vista de la calibracién.
La extraccién de informacién debe ser independiente de dispositivos y de la localizacién (posicién y
orientacién) de la camara, pues frecuentemente no se dispone de dicha informacion; este requisito
conduce al desarrollo de métodos basados en la Geometria Proyectiva que muestran cémo obtener
informacioén métrica incluso a partir de informacién contenida sélo en imagen; estas cuestiones se
abordan en la secciéon 3. La superposicion de propiedades radiométricas relativas a la longitud de
onda (color) y sus potencias (reflectancia, irradiancia, etc) requiere una calibracién radiométrica que
se lleva a cabo en la seccién 4.

Desde el punto de vista de la Reconstruccién 3D, la calibracion pretende obtener modelos pre-
cisos tridimensionales de objetos B, o de escenas de una manera lo mas exacta posible, indicando
el error y, a poder ser, las caracteristicas de su distribucion; esta cuestion afecta a la Reconstrucciéon
Euclidea que se desarrolla en la seccién 5, incorporando elementos de modelado geométrico mas
avanzado basado en la geometria del “espacio” de rectas. Por ultimo, las necesidades planteadas por
la produccion de imagenes sintéticas de alta resoluciéon (vinculadas a la produccién de contenidos
multimedia, p.e.) lleva a un control mas preciso (analisis y sintesis, para su reproyeccién) de las con-
diciones radiométricas (color, iluminacién) que se aborda en la Gltima seccién del capitulo.

3[Fis81] M. A. Fischler, R. C. Bolles: “Random Sample Consensus: A Paradigm for Model Fitting with Applications to
Image Analysis and Automated Cartography”. Comm. of the ACM, Vol 24, 381-395, 1981)
4EI caso correspondiente a objetos de geometria variable es bastante mas complicado y se aborda en el médulo 5



La referencia mas completa para este médulo es [Har04] . Las lecturas 2 a 8 del curso de Marc
Pollefeys © proporcionan materiales graficos mas intuitivos, si bien los contenidos frecuentemente
son mas avanzados que los expuestos en este curso. Se recomienda usar ambos recursos a lo largo del
modulo 2.

5[Har04] R.Hartley and A.Zisserman: Multiple View Geometry (2nd ed), Cambridge Univ. Press, 2004
Ver https://www.cs.unc.edu/ marc/mvg/slides.html
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1.1. Modelos lineales para la calibracion

El objetivo de esta seccién es mostrar los modelos geométricos subyacentes a la calibracién y mos-
trar las metodologias mas relevantes para corregir los defectos o distorsiones asociados a proyecciones
y modelos de perspectiva. Para poner en correspondencia datos que afectan a la imagen, la camara
y el mundo es necesario escribir las ecuaciones de proyeccion entre los sistemas de coordenadas del
plano de la cdmara y el mundo, corrigiendo las distorsiones asociadas a la camara.

En primer lugar se presenta el modelo mas simple que corresponde a una proyeccién lineal central
a la que se etiqueta como cdmara pinhole. A continuacion se describen las ecuaciones de la proyeccién
asociada y se analizan diferentes tipos de proyecciones. Obviamente, estos modelos son una simplifi-
cacién que no recoge aspectos Opticos muy relevantes que se describen en la Gltima subseccién para
motivar algunos desarrollos mas realistas que se presentan en la seccién siguiente.

Camara tipo pinhole

El primer paso de la calibracién consiste en identificar los puntos homoélogos de una vista p; en
relacién con los puntos d control P; para construir la matriz M, asociada a una proyeccién 7 con
centro en C que denotaremos Mc. El modelo mas simple de proyecciéon es una proyeccién central
para una camara tipo pinhole.

Por consiguiente, el objetivo de esta subseccidn es resolver el siguiente problema Dada una colec-
cién de pares de puntos (P;,p;, calcular M¢ tal que M¢(P;) = p; en términos de los pardmetros de la
camara

Habitualmente desconocemos la posicion del origen en coordenadas pixel que denotamos me-
diante u = a3 +ugp, v :ﬂ§+v0

Denotemos mediante 6 el angulo que forma el eje vertical Ov con resp a Ou en el plano de imagen.

y Py

X HO)= + +
u=aZ—acot(0)Z +u v = Lty
z z 0 sen@z °

En coordenadas homogéneas re-escribimos el resultado de la proyeccién como sigue

a —acot(@) uy 0 x
p=| v |==|0 £ v 0| =l[K|0]P
z sen O 0 z z
1 0 0 1/f 0 1

En el primer apartado de esta subseccion se especifican los parametros de la camara (intrinsecos y
extrinsecos) a estimar y se comenta el enfoque de la Fotogrametria Terrestre que motiva buena parte
de los desarrollos de este capitulo. Tras esta introduccién se muestra la utilidad de las imagenes rec-
tificadas para la calibracién. Por ultimo, se comentan algunos problemas relacionados con el enfoque
y desenfoque que modifican los parametros, introduciendo distorsiones adicionales que es preciso
delimitar y corregir.

Elementos significativos

Una camara tipo pinhole se basa en un modelo de proyeccion central a través de un punto material
C que se toma habitualmente como origen para el sistema de coordenadas centrado en la camara.
La adopcién de este modelo tiene las siguientes consecuencias desde el punto de vista de la Optica
Geométrica:
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(b

Figura 1.4: Ejemplo de parrilla de calibraciéon con geometria conocida e imagenes en perspectiva de
las parrillas reconstruidas
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Figura 1.5: Ilustracién del fenémeno de difraccién

= El eje Oz mundo esta alineado inicialmente con el eje dptico: la linea a través de C = O es
perpendicular al plano de imagen.

= Los “rayos” (rectas orientadas) r; que conectan P; con el centro optico C se proyectan sobre
r; € HC

Un modelo més realista debe reemplazar el centro de proyeccidon por un punto “mas grueso” que
se controla por la apertura. La modificacién en la “apertura” de la camara tiene consecuencias sobre
la imagen:

= 5i Ces “mas grueso” entonces los rayos proximos r; se promedias, lo cual da lugar a efectos de
emborronamiento

= Si Ces “diminuto” entonces aparecen efectos de difraccion

= En una camara oscura sélo un pequeno numero de rayos alcanza I1¢

En la calibraciéon geométrica “s6lo” se corrigen defectos asociados a la captura de la geometria.
Para obtener una representacién con una mayor realismo es necesario utilizar la calibracién radiomé-
trica que permita incorporar el comportamiento de la luz con la materia bajo diferentes condiciones
ambientales.

Campo de vision

Los elementos dpticos mds significativos para el Campo de vision (FoV) son:

1. Didmetro efectivo d de la lente: Trozo de la lente alcanzable por los rayos de luz

tgw= i = FoV =2arc tgi

2f 2f

El altimo miembro muestra que el diametro efectivo de una lente y la longitud focal determinan
el campo de vision.
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Figura 1.6: [lustracién del campo de profundidad y su efecto sobre circulos de confusiéon superpues-
tos sobre el punto focal (segtin vistaview360 y mononeil)

2. El plano focal es el plano al que enfoca la camara. Los elementos situados por delante o por
detras en la direccién del eje visual estan ligeramente desenfocados y presentan un “halo” que
se modela en términos de circulos de confusién.

3. Circulos de confusion: Corresponde a la periferia de la zona (centrada en el punto focal) que esta
enfocada. Supongamos que z = d(C,I1¢) (distancia nominal) y z’ es la distancia de enfoque para
una lente “delgada” ”. El radio r, de las circunferencias de confusién es

d

Fe °= |2’ -z

4. Campo de profundidad: rango en el que la camara produce imagenes aceptables: depende de
forma inversa del diametro efectivo d y la longitud focal f. La discretizacion del campo de pro-
fundidad en los niveles “mas significativos” es clave para linealizar el problema reproyectando
la informacién sobre dichos niveles y resolviendo el problema de paraperspectiva asociado a
cada nivel.

El pegado simultdneo de imagenes capturadas por diferentes cdmaras requiere solapamiento su-
ficiente de campos visuales, lo cual requiere resolver problemas de calibracién geométrica y radio-
métrica que se expresan inicialmente en términos matriciales. El modelo mas simple corresponde a
estimar la matriz de proyeccién para cada vista y llevar el resultado de una matriz de proyeccién a
otra mediante una trasformacion del espacio; esta estrategia facilita una solucién inicial en el entorno
del eje optico dentro del campo de vision (FoV: Field of View), que es necesario refinar en aproxima-
ciones mas precisas.

Los modelos que permiten evaluar las distorsiones siguen un orden creciente de complejidad.
Los mas sencillos estan dados por transformaciones lineales salvo escala, es decir, colineaciones. Mas
adelante se consideran otros dados por aplicaciones no-lineales.

Las colineaciones permiten medir las coordenadas de imagen (x, )" de puntos p en imagen como
proyeccién de puntos conocidos P con coordenadas (X,Y,Z)T. Permiten relacionar las coordenadas
de pares de puntos (p,P) representados por (x,v,;X,Y, Z) con las incégnitas (X¢, Y, Z¢, w, ¢, x)T don-
de (w, ¢, k)T representan los angulos de Euler para estimar la orientacién.

7Ver http://www.circleofconfusion.ie/ para detalles y complementos
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3

y

Figura 1.7: Transformacién de coordenadas de imagen en coordenadas globales

En el caso general no-lineal es necesario estimar los parametros de distorsion (radial y tangen-
cial) geométrica mediante polinomios de grado bajo procedentes de una truncacién del desarrollo de
Taylor para modelos de distorsién mas generales.

Transformaciones entre sistemas de coordenadas

En la aproximacion lineal, hay que resolver el siguiente problema; Relacionar el sistemas de coor-
denadas mundo W con el de la camara C,,. El espacio proyectivo y sus transformaciones proporcionan
el marco geométrico mas general para el estudio de proyecciones centrales.

Como se desea obtener una informacién métrica, se considera un sistema de coordenadas afines
(no homogéneas) en el complementario del hiperplano X, = 0 caracterizado por la condicién Xy # 0.
Dividiendo entre X4, podemos suponer que la ultima coordenada es siempre no-nula. Por ello, la
transformacion asociada a un desplazamiento rigido (rotacién y traslacion) se describe como

PC =Ry PV +tf,

La expresién matricial afin de esta transformacién esta dada por:
C C C w
uP€ )\ (R§ G \(P
1 oT 1 1

Expresion analitica de la matriz de proyeccion

En el marco proyectivo, la matriz asociada a la proyeccién 7 : P> — IP? esta dada por una 3 x 4-
matriz M, en la que podemos suponer que la primera 3 x 3-caja tiene un determinante no-nulo.
Deseamos describir M;; en términos de los 11 pardmetros de calibracién asociados a la camara eucli-
dea de una forma sintética. Para ello, denotemos mediante r; a las filas de M para 1 <i < 3. Sea 0 el
angulo formado entre los ejes Ou y Ov en el plano de imagen. Entonces

ar| — %kcot((?)rlT +ugry at,- c/t}cot(@)ty +ugt,
T T
sen o2 T HoT3 sengty otz
T
& t,
donde t = (t,,t,,t,)" es el vector traslacién. La matriz de proyeccién es un objeto algebraico abstracto
y por tanto afecta a todos los vectores del espacio; sin embargo la visualizacion esta restringida al
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Figura 1.8: Diferencias entre la proyeccién en perspectiva y ortogonal

campo de visién descrito mas arriba. La figura 1.8 ilustra esta idea simple pero que es necesario tener
siempre en mente.

Revisitando modelos proyectivos de proyecciones

Los objetos fundamentales para el modelado geométrico son la matriz de proyeccion para diferen-
tes tipos de proyeccién y la homografia; para estimarlas usamos cuadrilateros de referencia, incluyen-
do una estimacién de la deformacién de estos altimos. Para fijar ideas, se adopta una estrategia de
complejidad creciente con respecto a estos elementos de referencia. Algunas propiedades generales a
tener en cuenta a lo largo de esta subseccién son

= Cualquier proyeccion central 7ic esta representada por una 3 x 4-matriz M, que tiene rango 3

= El nicleo de la aplicacion lineal es el centro C de la matriz de proyeccién °
= Existen diferentes estrategias para estimar los 11 parametros (doce salvo factor de proporcio-
nalidad) para la matriz de proyeccién.

La hipdtesis de partida consiste en que los datos mas significativos para la calibracién estan con-
tenidos en un “plano dominante” (habitualmente el plano focal) bien delimitado en la escena que se
proyecta sobre una region de la imagen. En el enfoque fotogramétrico, dicho plano es el de la parrilla
de calibracion; en los procedimientos de auto-calibracién, puede ser cualquier plano del diedro orto-
gonal en el que se disponga de unidades de medida a lo largo de las rectas que resultan de intersecar
el angulo diedral con un plano perpendicular al eje del diedro. El plano dominante puede tener una
orientacion perpendicular (visidon) fronto-paralela o bien oblicua con respecto a la linea de vision.

El objetivo general vinculado a la calibracion extrinseca es la auto-localizacién (posicién y orienta-
cién). La generalidad del marco proyectivo permite realizar sintesis de nuevas imagenes mediante

8Si el rango fuera mas bajo, la imagen no seria un plano sino una recta
9En particular, para la proyeccién candnica dada por (I | O) el niicleo es el punto con coordenadas afines (0,0,0,1)T
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Figura 1.9: Las transformaciones euclideas conservan distancias, pero la proyeccién sobre el plano de
imagen genera una distorsién aparente

la (discretizacién de) transformaciones !°. Los topicos que abordamos en esta subseccién son los si-
guientes:

1. Proyeccién ortogonal
2. Perspectiva débil y proyeccion escalada
3. Formulaciéon de las ecuaciones de perspectiva

4. Paraperspectiva

Un modelo de perspectiva es una aproximacion (no lineal) a las matrices de proyeccién. Una ma-
triz de proyeccién permite visualizar la reconstruccién 3D de una escena. El caracter no-lineal de los
modelos de perspectiva ralentiza la convergencia de los algoritmos utilizados para la gestiéon del mo-
delo. Por ello, para aplicaciones que requieran aplicaciones on-line (incluyendo posible interacciéon
con el entorno), es necesario introducir modelos lineales de tipo afin, entre los cuales cabe destacar el
modelo de perspectiva débil y el de paraperspectiva como aproximaciones lineales a los modelos de
perspectiva 1.

La descomposicién general de una transformacién proyectiva se ha mostrado en el capitulo ante-
rior. En este capitulo se comentan casos relevantes que facilitan la actualizacion en tiempo real y la
generacion de proyecciones adaptadas a la localizacién del observador.

Proyeccion ortogonal

El tipo mds sencillo de proyeccion corresponde a vistas fronto-paralelas asociadas a una proyec-
cién ortogonal del plano dominante sobre el plano de la cdmara. En este caso, como el eje 6ptico es
perpendicular a ambos planos y es suficiente corregir la distorsién radial.

Si tomamos C como origen de coordenadas y Z = f como plano de imagen, cualquier. El punto
P = (X.Y,Z)T se proyecta sobre p = (x,9,f)7; en particular, en el plano (X,Z) formado por el eje
optico y la proyeccién de la recta C,P, por semejanza de tridngulos se tiene ]% = )Z_( por lo que x = f)z—(
(dibujadlo); razonando analogamente para el plano (Y, Z) podemos escribir

1013 simulacién del movimiento de cimara mediante discretizacién a lo largo de un camino en el espacio de transforma-
ciones se aborda en el capitulo 4 en relacion con la Reconstruccién a partir de una sola vista

I1E] modelo de paraperspectiva es muy atil para escenas con objetos situados en diferentes planos de profundidad, pues
permite desacoplar la informacién correspondiente a dichos planos y tratarla por separado. Esto resulta especialmente ttil en
Visién Estéreo Dinamica (ver modulo 5) o bien para aplicaciones de Video 3D (asignatura optativa del master de Ingenieria
Informatica)
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" 4

Figura 1.10: Proyeccién ortogonal frente a la de perspectiva

X Y XY
(x,y) = (ff'ff) = f(Z:Z)
El caracter no-lineal procede de la divisién entre Z. Notese que si los puntos observados estan si-
tuados en un plano de profundidad constante Z = Z;, entonces las ecuaciones de la proyeccién son
lineales 12
Usando coordenadas homogéneas [x” : y” : z’] (con (x,y) = (x'/2’,y’/2’) para el plano de imagen,
podemos escribir la ecuacién de la proyeccién perspectiva sobre un plano ortogonal como

X’ fooo)Y(
v =|loroof,
z 001 0) 7

donde la matriz de la proyeccion sobre el plano ortogonal al eje 6ptico se puede reescribir como

f 000 10 0 0
0 f0oo0f~[01 0 o
001 0 0 0 1/f ©

Las figuras siguientes ilustran la proyeccién ortogonal en relacion con modelos de perspectiva
angular presentados en el capitulo anterior y una vista en proyeccién ortogonal que resulta de gran
utilidad para representa objetos en un rango con ”baja variabilidad” para la profundidad

Proyeccion ortografica escalada

La matriz de la proyeccion ortogrdfica (3 puntos de fuga a distancia infinita) esta dada por

1 0 0
0 1 0
0 0 O

— o O

12105 modelos de paraperspectiva utilizan este hecho para realizar una estimacion tosca de la profundidad, descomponer
el espacio en diferentes planos de profundidad constante, abatir la informacion sobre dichos planos y resolver el problema
lineal para cada plano por separado y pegar los datos. Es claro que este aproximacién sélo es valida para cierto tipo de escenas
con planos muy diferenciados y que las transiciones entre planos dan lugar a discontinuidades dificiles de controlar
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(verificadlo como ejercicio): las lineas proyectantes son paralelas al eje dptico y no hay modifica-
cion de escala (es una representacion 1 : 1). La matriz de proyeccién de perspectiva débil para los
puntos situados en el plano Z = Z; tiene coordenadas en imagen

f

u:s,v:sy,s:z—0

se puede representar como una “perturbacién” lineal de la proyeccién ortografica dada por

1 00 O
01 0 0
00 0 f/Z

La interpretaciéon geométrica es muy simple: A diferencia de la proyecciéon ortogonal, la pro-
yeccion de perspectiva débil modifica la escala de forma is6tropa (idéntica a lo largo de diferentes
direcciones en el plano) de acuerdo con el factor de escala f/Z.

Esta descripcién muestra que Si se dispone de un dispositivo de rango lineal (haz de infrarrojos,
p-€.), entonces la estimacion de la calibracién para modelos de perspectiva débil se puede realizar en
tiempo real. Este hecho tiene aplicaciones relevantes en cuestiones para producciéon de contenidos
visuales, interacciéon basada en Wii, realidad aumentada o videojuegos, p.e.

La proyeccion ortogrdfica escalada es una proyeccion ortografica sobre el plano z = 0 salvo escala
s = f/Zy. En este caso, idealmente se tiene que f — co . Por ello, la matriz de proyeccion presenta la
forma

su 1 0 0 0 };
sv |=1 0 1 O 0 7
s 0 0 0 Zy/f 1

En el marco proyectivo general, este tipo de proyeccion lleva el plano afin (su,sv,s)" con s # 0 en un
plano cartesiano %, %)T = (u,v)7
La proyeccion ortogonal salvo escala se describe en términos de la asignacién

[Xo: X1 :X5:X3] (u,v)" =(sx,sy) cons=f/Z,

Este tipo de proyeccion es apropiada para objetos proximos al eje optico. En este caso, las distor-
siones son ”pequefas” cuando la dimensién del objeto es “pequefa” (5z < Z/20) en relacién con la
distancia media Z con respecto a la camara.

Una ventaja de la proyeccion ortogonal escalada consiste en que permite generar efectos globales (no
locales) de perspectiva y, por consiguiente, agrupar puntos segiin profundidad relativa. Esta ventaja
resulta de gran utilidad para generar una representacion tosca on-line a bajo nivel de escenas que se
capturan sobre un dispositivo mévil (una plataforma robética o una kinect, p.e.), lo cual facilita una
interaccion con el entorno y el desarrollo de entornos inmersivos simplificados.

Un inconveniente de la proyeccion ortogonal escalada es que es un modelo equivocado desde el punto
de vista métrico; en otras palabras no resulta apropiada para aplicaciones que requieran precisién
(fotogrametria, cirugia asistida)

No obstante, este tipo de proyeccion puede resultar Gtil para inicializar procesos de reconstruccion
a bajo nivel. Por ello y debido también a las multiples aplicaciones de este tipo de proyeccion (para
propositos ladicos o educativos), realizamos una reinterpretacion cartesiana que resulta facilmente
implementable:
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Figura 1.11: Aplicacion de la perspectiva arquitecténica sobre la Escuela de Atenas de Rafael

Denotemos mediante («,,, &, ) los factores de escala vertical y horizontal, y sean (u.,v.) las coorde-
nadas del punto principal. Entonces

Uj—u, U — U,
’

pi = (ui,vi) > (x3,9) == ( )

au au
Por ello, la matriz de proyeccion escalada esta dada por
t X;
su; a, 0 u. 0 ? tx YT
sv; |=] 0 a, v, r2 ty Zl
o 0o o0 1) 2 * i
’ o 1)1

Con esta notacién se tienen las siguientes relaciones entre coordenadas cartesianas

1 Pi+t, 1P+t

T r T
r;Pi+t, 1P+t

(x1,9i) = (

Proyeccion oblicua

Los haces de elementos paralelos contenidos en un plano no-ortogonal al eje dptico se cortan
en puntos a distancia finita en la imagen. Si se adopta el punto de vista proyectivo, para escribir
la ecuaciéon de una proyeccién oblicua general, hay que reemplazar la 3 x 4-matriz de proyeccién
correspondiente a la proyeccion ortogonal por una matriz que resulta de multiplicar a la izquierda
por una 3 x 3 -matriz arbitraria (representando una homografia de IP?) y a la derecha por una 4 x 4
-matriz arbitraria (representando una homografia de IP%).
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Figura 1.12: Grabado de Durero con la representacién en perspectiva del laad y su ilustracién para
la justificacién matematica discreta del modelo

Figura 1.13: Ilustracién de la proyeccion oblicua

Como la transformacién en el espacio de llegada representa una modificacién en los parametros
intrinsecos, la 3 x 3-matriz debe ser una matriz triangular superior; analogamente, como la trans-
formacién en el espacio de partida representa una transformacion de semejanza salvo escala en los
parametros extrinsecos, la 4 x 4-matriz debe representar el producto semi-directo de una rotacién y
una traslacion.

La estimacién de pardmetros mas generales requiere una “rectificacion proyectiva” que se aborda
mas abajo (ver Fig.14).
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El plano focal cuya imagen se considera en cada vista se modela como (un trozo de) P2. Las
transformaciones lineales mas generales de dicho plano proyectivo estan dadas por homografias, es
decir, por elementos de IPGL(3;IR). Fijada una referencia de P2, una homografia H esta dada salvo
escala por

Yo hoo  hor hox \( xo
vi | = ho hin hio X1
Y2 hyo ha1 ho X2

que reescribimos como un sistema de tres ecuaciones

vi =hioxo +hj1xy +hipxp  0<i<2
Deshomogeneizamos con respecto a yo:

o hioxo +hy1xy +hypx) Y2 _ hpoxo + hp1xy +hppxy
= , =
Yo hooxo+hoixi +hoaxy Yo hooxo+hoixy +hoaxy

Dos puntos (p € y q) son homologos si AH € IPGL(3;R) | q = Hp. El problema a resolver consiste
en estimar H € IPGL(3;R). Este problema se resuelve por el método de coeficientes indeterminados
usando puntos homoélogos representados por 4-tuplas de vértices detectados en imagen.

Proyeccion afin

Este apartado es un caso particular del apartado anterior y por ello s6lo se esboza la descripciéon
dejando los detalles para que sean completados por el alumno interesado.

Supongamos ﬁjado un punto arbitrario pg = (xg), Vo, 20) " . Linealizamos las ecuaciones de proyec-
cion perspectiva (u,v) = (f 3 f ) en torno a p, se obtiene

f fxo

u = —(x—xp +—(z Zg)
20 O

por lo que
u = [L,O,f_’io,ﬁm] - i[lox_oo]
Z, ZO 20 2g ) 20

y analogamente para v. Usando esta expresion se obtiene la ecuacién de la proyeccion afin que escri-
bimos como

=< C

X
(ro 2
0 0 O

& o
N——
=N <X

Modelos de perspectiva y calibracion

En esta subseccion se revisan las ecuaciones de perspectiva de cara a su conversion en términos
de coordenadas pixel (con objeto de facilitar su implementacién computacional ). A continuacién se
presenta el modelo de paraperspectiva que proporciona una aproximacién lineal de primer orden
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Figura 1.14: Ejemplo de rectificacién proyectiva

asociada a la fijacién de niveles de profundidad. Por Gltimo se esbozan algunas cuestiones de visua-
lizacién que son de utilidad para aplicaciones en tiempo real a interaccién basada en VR/AR o bien
en videojuegos.

Reformulacidén de las ecuaciones de perspectiva

Una vez realizada la inicializacion es necesario proceder al reescalado de elementos. Para ello, se
lleva a cabo un reescalado de la matriz de rotacion por la componente ¢, del vector t de traslacion:

Rl = l'ir/tz , R2 = r;/tz

El proceso se inicializa en el plano imagen con respecto a t haciendo

2% tZ/ r:%rPi
X0, =\ ’ & = —
(x0,%0) (tz tz) i
Las ecuaciones de perspectiva se escriben
1
X = (R1P;+x0), ;i = (RyP; +x0)

1+ & 1+ &
o bien como

1 1 1
xi(1+¢€;)=xg —xot—(ngi) = t—(rlTP,-)—th—(r3P,-)

z z z

a partir de las cuales se obtiene

1
— (xi —xo)(l + Ei) = IpPi con Ip = t—(l'ir —x03T)
X

Ejercicio.- La longitud focal f permite obtener datos relativos a coordenadas de las direcciones a
partir de estimaciones coordenadas pixel (uy;y, Vpix) y reciprocamente mediante

(Wonms Vinm) = (fg’fg)

donde

(Umm » Vim) = (upix = 0x)Su » Upix — Oy)sv



1.1. MODELOS LINEALES PARA LA CALIBRACION 21

paraperspective
projection

N

center of perspective

\ optical axis
projection pr oj ection

image plane

Figura 1.15: Principio de proyeccion con un modelo de camara de paraperspectiva

o de forma alternativa

u v
(upix ’ Vpix) = ( — +0y, o +0y)
Su Sy

Aplicad esta descripcion a una imagen en perspectiva frontal capturada por el usuario para recuperar
una aproximacion a datos métricos sobre la escena.
Paraperspectiva

Existen diferentes aproximaciones para las ecuaciones de perspectiva que pueden ser reformula-
das en términos de aproximaciones de orden 0 o de orden 1:

1415,- ~1 — perspectiva débil — descartado.

= orden 0: Tomamos

= orden 1: Tomamos %é, ~1-¢; — paraperspectiva

La paraperspectiva es un modelo lineal afin que proporciona una aproximacion de orden 1 a mo-
delos de perspectiva construidos inicialmente segiin modelos no-lineales (tipo LSM o Least Squares
Methods). Para ello, se lleva a cabo una simplificacién dada por

1

~ 1-¢
1+¢

lo cual permite reescribir las ecuaciones de la paraperspectiva como

1
_1+£i

X (R1P; +x9) = (1-¢;)(RP; +x)

En virtud de la ortogonalidad entre las lineas de la matriz de rotacién se tiene

R,P; RsPi _ p
xi =RyP; +x9—xp€; = X Xo— =X
z z

Razonando analogamente para y; podemos reescribir la ecuacion de la paraperspectiva como:
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projection paralléle

] (CM,// MM )
X

M ¥ X
u projection perspective p = %0 i M 5
m \lr _______———————_____ﬁ rrrrrrr — 1 & z
C

plan image plan image auxiliaire
Z-Z,

Figura 1.16: Modelo de proyecciéon de paraperspectiva

T T T T
P - fiTXols 5 b _ Ty —YoT3
i

i tZ i _yl_ tz Pl

La Reconstruccion basada en Paraperspectiva segin (Horaud, 1996) sigue un método iterativo basada
en reescribir las ecuaciones de perspectiva como

(xi =x0)(1+ &) =I,P;, i —po)(1 +¢&;) =],P;

conl, = %(1‘1T — x93 7). Esta construccién se puede interpretar de dos formas diferentes:

= (x;,v; es la proyeccion perspectiva de P; (enfoque clasico)

m (x;(1+¢;))—x0€5,vi(1 +&;)) —voé;) es la proyeccion para-perspectiva de P;

La idea para la Reconstruccion 3D basada en paraperspectiva consiste en estimar ¢; de forma
incremental a partir de la inicializacién dada por la proyeccién perspectiva.

La Reconstruccién pseudo-euclidea basada en Paraperspectiva s6lo requiere un nimero muy bajo
de iteraciones. Por ello es una solucién apropiada para visualizar modelos en relacién con aplica-

ciones a entornos inmersivos, videojuegos u otras aplicaciones que requieran respuesta en tiempo
real.

Matriz de calibracion intrinseca

Con la notacién de la subseccién anterior, utilizamos ahora las expresiones que relacionan las
coordenadas pixel con las coordenadas métricas (medidas en mm) mdédulo el factor de escala

Xmm = (xpix —0x)Sx  Ymm = (})pix - OV)SJ/

que reescribimos como

Xmm Ymm
Xpix =~ t0x , Ypix =——"— + Oy
Sy Sy

se obtiene la expresion matricial
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b 5 0 o x

1
v =1 0 -5 ol = Kjnp
w pix 0 0 1 w mm

siendo K;,,; la matriz de calibracion intrinseca que no depende de la localizacion de la camara sino
tan s6lo de los parametros internos de la camara.

El marco proyectivo proporciona una representaciéon “compacta” de una proyeccién general como
una “doble clase de conjugaciéon” de la proyeccidon candnica; en otras palabras cualquier punto P
visible desde el centro de la camara C se proyecta sobre un punto p de una vista de acuerdo con

p = AKM2HP

donde A es un factor de proporcionalidad, K es una matriz triangular superior de la forma especifi-
cada mas arriba (que es una homografia particular de IP?), MY es la matriz de la proyeccién canénica
(para una proyeccioén ortogonal) y H es una transformacion rigida espacial salvo escala (una homo-
grafia particular en el espacio IP3)

Diferentes tipos de visualizacion

La visualizacién de escenarios o de objetos volumétricos debe ser compatible con diferentes re-
querimientos que pueden afectar a aspectos métricos (para preservar distancias y mejorar la gestion
de las deformaciones aparentes), afines (para facilitar la navegacion) o proyectivos (para enlazar di-
ferentes modelos afines). Existe un gran numero de modelos de perspectiva que facilitan la visualiza-
cion. En este apartado sdlo se presentan algunos de los mas comunes, englobando el enfoque de los
modelos de perspectiva en el marco afin.

En notacién afin, se obtiene una proyeccion sobre el plano con coordenadas (U, V,W)T siendo
W = 0 que se aplica sobre el plano cartesiano %,%)T = (u,v)"T. Con esta notacidn, la proyeccion
ortogonal esta dada analiticamente por la asignacion:

[Xo:X1:X2: X3] = (U, V,W)T > (u,v) "

El primer reto relacionado con las aplicaciones de este modelo consiste en tratar de mejorar la
estimacion y la generacién de proyecciones. La visualizacién asociada a dicha generacion de proyec-
ciones se realiza mediante modelos de perspectiva mas realistas (usando proyecciones mas acordes
con la percepcion visual humana) y facilitar su actualizacién en tiempo real

Para una proyeccion ortogonal general suponemos que los proyectores son perpendiculares al plano
sobre el que se proyecta. Las proyecciones ortogonales presentan algunas variantes significativas tales
como

» Proyeccion axonomeétrica: El plano de imagen no es perpendicular a ningn eje coordenado OX;
= se muestran diferentes caras en cada vista.

= Proyeccion isométrica: Es una proyecciéon axonométrica con vector director (+1,+1,+1).

Las proyecciones paralela, ortogonal y las variantes descritas son las mas utilizadas en Arquitec-
tura, Ingenieria o Videojuegos en 2,5D. Esta forma de representacion presenta algunos inconvenientes
tales como

= Modelo no-realista en relacion con la percepcion humana.
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A

Figura 1.17: Ejemplo de proyeccién ortogonal

Figura 1.18: Ejemplo de proyeccién isométrica en arquitectura y videojuegos

= Elevado coste vinculado a la produccién manual del modelo.

Rectificacion y calibracion interna de la camara

En esta subseccion se aborda el problema siguiente: Rectificar una imagen recuperando la métrica
salvo escala , es decir, médulo el grupo de transformaciones de semejanza. Este problema se resuelve
en los pasos siguientes:

1. Rectificacién proyectiva de imagen
2. Puntos circulares del infinito
3. Colnica absoluta

4. Version proyectiva de angulos entre rectas



1.1. MODELOS LINEALES PARA LA CALIBRACION 25

5. Cuadrica absoluta y angulos entre planos

La rectificacién de una imagen consiste en transformar haces de lineas de perspectiva en haces
de rectas paralelas, enviando cualquier punto de fuga VV; (situado a distancia finita) a la linea del
infinito ¢, dada por x3 = 0. En el primer apartado se muestra la relacién entra la condicién de
conservar la ortogonalidad y la conservaciéon de una forma cuadratica “en el infinito” a la que se
llama “cuadrica absoluta” del espacio proyectivo. Los conceptos de cénica o cuadrica absoluta son
mas dificiles de visualizar. En ambos casos se trata de elementos imaginarios (que no es posible
visualizar) pero que desempefan un papel crucial para la estimacion de propiedades euclideas del
espacio subyacente.

Una propiedad clave que muestra el interés de la conica absoluta consiste en que permite estimar
el angulo formado entre dos rectas. Por ello, permite evaluar la distorsién asociada a efectos de pers-
pectiva vinculados a una proyeccién central. Este argumento permite no sdlo ortorectificar vistas,
sino generar vistas sintéticas simulando rotaciones asociadas a cambios virtuales en la localizacién
de la camara. Con mas generalidad, la conservacién de la cénica absoluta w,, por una homografia
H es equivalente a la conservacion de la métrica euclidea. Por ello, el grupo de las transformaciones
de semejanza (transformaciones rigidas salvo escala) que es crucial para la Reconstruccion Euclidea
resulta caracterizado por la condicién de conservar la cénica absoluta w,,. Los dos Gltimos apartados
de esta subseccion estan dedicados a presentar algunas propiedades basicas de la conica y la cuadrica
absoluta.

Rectificacién de imagen

En este apartado se muestra como convertir en paralelas las lineas asociadas a haces proyectivos.
La estrategia consiste en usar Homografias H € PGL(4;R) con restricciones adicionales:

= Restricciones sobre la escena: V; para haces de LP en planos ortogonales.

= Restricciones sobre el movimiento donde se adopta un pipeline tipico que consiste en estimar
por separado y de forma consecutiva:

1. Rotaciones puras
2. Transformaciones lineales [Har94]]

3. Extensiones de las transformaciones anteriores.

La homografia H deja fijo el plano del infinito I1.,. Esta condicién equivale a que H sea una
transformacion afin. Las Condiciones de paralelismo y I1,, dado por X3 = 0 se expresan mediante

w ]l6; = ¢4nE, ell,, dado por x3 =0
 I14|IT, = IT1; NI, =¢;, C Il dado por x3 =0
De cara a la reconstruccion euclidea, estamos interesados en identificar las transformaciones pro-

yectivas que conservan la condicién de perpendicularidad (6 con mas generalidad la de angulo entre
rectas). Los apartados siguientes proporcionan la respuesta a esta cuestion.
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Transformation

Frujcetive

Allne

Similurity

Euclidean

Before After

Figura 1.19: Comparacioén entre diferentes tipos de transformaciones
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Puntos circulares del infinito

La primera descripcién de la forma cuadratica absoluta (), sobre una linea proyectiva se debe
a I.Newton quien introdujo los puntos {I,J} (dados ahora en notacién proyectiva mediante [1 : i :
0]T) para representar los puntos de la forma cuadrética x? + x3 = 0, x3 = 0. En estos puntos se
cortan todas las circunferencias del plano cartesiano que escribimos en notacién proyectiva como
x% +x% +dx1x3+exyx3 +fx§ = 0; la interseccién con x3 = 0 da la conica absoluta en la recta proyectiva
P! dada por dos puntos !3.

Ejercicio.- Verifica que los puntos circulares del infinito [1 : i : 0] son puntos fijos por una ho-
mografia H (transformacién proyectiva o colineacién) del plano proyectivo IP? si y sélo si, dicha
colineacion es una semejanza. Indicacion: Comprueba que para una transformacion de semejanza H)
se tiene

Acos O —ssen O t, 1
Hgl=| Asen@ scosO t, |= Ae'? =1
0 0 1 0

extiende el argumento para J y verifica el reciproco.

Interpretacion: La descomposicién obvia I =[1:0:0]T +i[0: 1: 0] (ejes ortogonales para la
representacién real de la recta compleja) y su analoga para J (direccién conjugada) muestra que la
conservacién de los puntos circulares del infinito equivale a la conservacién de la ortogonalidad
entre dos vectores (y su versiéon conjugada). Un truco algebraico elemental muestra que la (dual
de la) conica absoluta sobre una recta proyectiva IP! (correspondiente a un haz de lineas del plano
ordinario) se expresa como

1 00
g =T+JIT =0 1 0
0 0 0

Por ello, la conservacién de esta conica por transformaciones de semejanza se reescribe como

Hgq H! =q2,

que proporciona una forma sintética de expresar la conservacién de la ortogonalidad por transforma-
ciones de semejanza. Esta expresion se toma como definiciéon para dimension superior que se describe
a continuacién por separado para la conica absoluta en IP? (en relacién con la conservacién de 4ngu-
los entre rectas) y para la cuadrica absoluta en IP3 (en relacién con la conservacién de angulos entre
planos).

Coénica absoluta

La cénica y la cuadrica absoluta son variedades geométricas contenidas en el hiperplano del in-
finito cuya conservacién caracteriza a las transformaciones euclideas. Por ello, son cruciales para
cuestiones de calibracién que se abordan en la seccién 3 de este capitulo.

Anélogamente, todas las esferas del espacio ordinario se cortan a lo largo de la conica definida
por X2+ X7+ X2 =0y X4 =0 '*alaque se llama conica absoluta y se representa mediante w,,. Este
argumento se extiende a dimensién arbitraria de forma elemental.

134 mediados del s.XVIII no existia atin una descripcién de la linea proyectiva como direcciones del plano

144] homogeneizar X? + Y2 + Z? = 12 se obtiene X12 + X% + X32 = XZ, cortar por el hiperplano del infinito X4 = 0 y extender
al caso general por traslacién
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La coénica absoluta w,, es invariante por H € PGL(4;IR) por lo que H es una transformacion de
semejanza. La ecuacion de la conica absoluta es:

X§+Xi+X3=0 , X3=0

Tiene las Propiedades de incidencia siguientes:

» #H{CNwjufiy} =2V circunferencia C

n V esfera G2 se tiene $2 NI = wy,

Notese que bastan tres puntos para determinar una circunferencia; en este caso, la circunferencia en
el plano del infinito X4 = 0 esta determinada por los dos puntos circulares I, J y por un tercer punto a
estimar. La “deformacién aparente” de esta circunferencia imaginaria en una cénica imaginaria que
proporciona idealmente una estimacion de la localizacion relativa de la camara en relacién con el
objeto.

Este argumento matematico requiere especificar un método para estimar dicha cénica imaginaria
en términos de propiedades faciles de evaluar como el angulo entre rectas que se cortan. Para ello, se
adopta una estrategia indirecta que consiste en estimar

1. Estimar la cuadrica absoluta dual Q, (DAC) 3.

2. Proyectar la cuadrica absoluta dual sobre el plano IT; de imagen dada como w, ~ MiQwMZT
donde M; es la matriz de proyeccién asociada a la proyeccién central 7; : IP> — TI; sobre el
plano de imagen IT; ~ IP?

3. Calcular la relacién entre la conica absoluta w,, (invariante del espacio proyectivo) y la imagen
w}, de la cénica absoluta sobre el plano de imagen I1;

Para obtener la orientacion relativa es necesario estimar dngulos entre rectas. En el caso més sencillo,
interesa conservar la ortogonalidad. La estimacién depende del marco geométrico. El dngulo euclideo
entre lineas se define como

dTd,

c0s = ——
(d dy)(d] dy)

Con esta notacidn, la ortogonalidad euclidea se expresa como

led2:0

La descripcion del angulo proyectivo entre lineas es mas sofisticada y se aborda en el apartado
siguiente. Esta presentacién se justifica de cara a cuestiones de auto-calibracién. En este caso, la “de-
formacién aparente” de una circunferencia ideal (cénica absoluta= proporciona informacién sobre la
localizacion relativa de la camara; interesa disponer de una version intrinseca de dicha localizacién en
términos de angulos de rectas conocidas en términos de un dato intrinseco (la conica absoluta); una
primera aproximacion al problema se presenta en el apartado siguiente (saltar en primera lectura).

15La dual de una cuédrica regular se define como la envolvente de sus hiperplanos tangentes; en el caso 3D, los planos
tangentes que no pasan por el centro de proyeccién se proyectan sobre lineas tangentes a la proyeccion sobre el plano de
imagen que es la conica absoluta wq,
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Version proyectiva de angulos

La matriz de proyeccién M; asociada a la proyeccién central 7t; : IP? — IT; sobre el plano de imagen
I1; ~ IP? se representa en el marco euclideo como

M; = KRT[[; | -t;]

donde K es la matriz triangular superior correspondiente a los parametros intrinsecos, RiT es la ro-
taciéon (cambio en la orientacidn) y t; es la traslacién que conecta dos posiciones “consecutivas” de
camara. La cudadrica absoluta dual Q, tiene como matriz diag(1,1,1,0). Por tanto, sustituyendo en
wl, ~ MiQooMiT se obtiene

wl, ~ KKT
Por ello, se obtiene el resultado siguiente [Har04]:

Proposicion.- La conica absoluta w,, es equivalente a la inversa de KKT donde KT es la traspuesta
de la matriz de calibracién interna K de la camara.

Actualizacion de la informacion métrica.- Para cada representacion proyectiva de la escena, se

tiene una forma particular de la dual de la cuadrica absoluta Qf)o T) que es conjugada de la forma
canénica Q, !. En otras palabras:

olT)=TQ 1T

donde T a la transformacién que lleva una transformacién métrica en una proyectiva. Como cada
vista se ha obtenido en un marco euclideo, la condicién de tangencia es proyectivamente invariante
y se conserva por proyeccion sobre el plano de imagen de cada vista, se tiene que la imagen cufx,i) de
la DAC sobre cada plano de imagen sigue verificando la ecuacién estructural w’, ~ KK, lo cual
permite actualizar la informacién proyectiva a métrica.

En particular, la homografia H;’;’ que lleva un plano de imagen IT; sobre otro plano de imagen I1;
transforma la imagen w; CI1; de la DAC en la imagen w; C Il; de modo que

u)j ~ (H?}))_Ta),'(Hoo

T
ij)

que en términos duales se reescribe como

* oo Jpyoo\T
wj ~ Hz‘jwi (Hij)

Actualizacion de la informacion epipolar (Kruppa).- Como la condicién de tangencia es proyec-
tivamente invariante y rectas epipolares se transforman en rectas epipolares, se tiene que las rectas
epipolares que son tangentes a w; en la visa i-ésima, deben seguir siendo tangentes a w; en la vista
j-ésima. Esta condicion se expresa algebraicamente en términos de las ecuaciones de Kruppa:

[eij]x KK [e;j]x ~ F;; KK F/.

donde F;; es la matriz fundamental para las vistas i y j, siendo e;; el epipolo correspondiente. En este
caso solo se obtienen dos ecuaciones independientes en lugar de las 5 requeridas para determinar

16http://www.cs.unc.edu/ marc/tutorial/node87.html
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Figura 1.20: Representacion de la conica absoluta [Pollefeys]

una cénica [Zel96]. Esta reduccién de las restricciones de auto-calibracién a la geometria epipolar
equivale a eliminar la estimacion en la posicion del infinito en las ecuaciones presentadas mas arriba.
Este enfoque da lugar a la aparicion de degeneraciones artificiales que se pueden abordar an términos
de la geometria de las cénicas y cuddricas duales !”

Una interpretacion alternativa consiste en interpretar las ecuaciones de Kruppa como la proyec-
cion sobre cada plano de imagen de una cuartica alabeada que es la interseccién de las dos cuadricas
(lugar base del haz) que aparecen en la descripcién anterior. Esta cuartica es una curva eliptica que
al proyectarse sobre un plano adquiere dos nodos. El problema a resolver consiste en estimar dicha
curva de grado 4 sobre cada plano de imagen y “elevarla” a una curva alabeada en IP3; este problema
aun no ha sido resuelto.

Una nota sobre angulos.- Denotemos mediante d; y d, dos direcciones del espacio ordinario que
pasan por el centro de proyeccién y se proyectan sobre dos puntos x; y x, del plano de imagen. El
angulo entre las direcciones d; y d; se calcular mediante la conocida expresién

d, Ad,
Id;[ld,

d/d,
(dfdl)l/z.(d;dz)l/i’-

cosO = | =
Como x; = Kd; parai = 1,2, reemplazando el valor de d; se obtiene la expresion intrinseca del angulo
entre rectas asociada a la matriz de calibracién:

cosO - x{ (K"TK™1)x, B X{ WeoX)
(x{ (KTTK=1)x ) V2. (x5 (K-TK 1 )x0) 2 (3] wooX1)V2. (x5 weoX2) /2

donde wy, = (KKT)™! representa la cénica absoluta lo cual permite reformular la Conjugacion
proyectiva como

lewoodz =0

Una nota sobre la cuddrica absoluta y dngulos entre planos: La Cuddrica absoluta es una forma cua-
drética no-degenerada imaginaria en P> dada en coordenadas duales por

Y+ Y2+Yi+YE=0

17Ver 1a tesis de JF para los aspectos geométricos del problema
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Esta cuadrica degenera en la cuadrica absoluta (), que es dual de la cénica absoluta w,

YZ+Y2+Yi=0 , Y3=0

Esta conica esta contenida en el plano del infinito I, dado por Y3 = 0 que es el vector nulo de Q.
La cuédrica absoluta dual permite calcular dngulos entre planos:

oI
cosO = ! 2

VI QLTI O T,

Para mas detalles ver [Har04]

Homografias y calibracion

La 3 x4-matriz de proyeccién M, se estima por el método de coeficientes indeterminados a partir
de una coleccion “suficiente” de imagenes p; de puntos conocidos P;. resolviendo las condiciones
p; = M,.P; salvo factor de proporcionalidad. A continuacioén es necesario incorporar restricciones
adicionales para interpretar las soluciones en términos de la calibracion de la camara.

Para una localizacidn fija, no hay transformacioén proyectiva en el espacio tridimensional ambiente
y la matriz de proyeccién M, se escribe de forma mas simplificada como M, = K(R | t donde K es
la matriz triangular superior asociada a la calibracion intrinseca, R es la matriz de rotacién y t es
el vector traslacion. Por ello, el segundo paso consiste en estimar K, (R y t a partir de la matriz de
proyecciéon M

Estimacion de homografias de un plano proyectivo

Cualquier proyecciéon que no sea paralela al eje Optico da lugar a distorsiones; en particular, una
parrilla plana de calibracién se proyecta sobre un cuadrilatero idealmente plano. La aproximacién
lineal a estas distorsiones se puede evaluar en términos de la modificacién asociada una malla regular
dada por cuadrados que se visualiza como una malla cuadrangular. Por tanto, los elementos basicos
a estimar son cuadrados (vista rectificada) y cuadrilateros (deformacion lineal asociada a una vista
en perspectiva arbitraria). La transformacion mas general que lleva un cuadrado en un cuadrilatero
es una transformacion proyectiva u homografia. Para facilitar la extensién del método propuesto se
extiende el método a toda la imagen que se considera como un plano proyectivo.

La estimacion de una homografia como transformacion regular del plano proyectivo es sencilla:
La homografia H € PGL(3;R) transforma un plano dominante en su homdlogo en el espacio de llega-

; X X2 Y . Y2 ; .

da. Haciendo x:= -, p:= 32, x":= 2 V= 5, se tiene:
x’h00+xx’h01 +yx’h02—h10—h11x—h12y = 0
V'hoo +xy"ho1 + ¥y’ hoy —hyo —hyx—hyy = 0

que se reescribe en forma matricial como

7 )

X xx’ yx’ -1 -x -y 0 0 O
v xp) yp 0 0 0 -1 -x -y

Haciendo q; = Hp; se obtienen dos ecuaciones linealmente independientes. Un cémputo de pa-
rametros muestra que se necesitan 4 pares de puntos homologos (p;,q;) en posicion general para
estimar H

Los problemas a resolver en relacién con una tinica vista son los siguientes:

(l’loo!...!hzz)—r =0
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Figura 1.21: Ejemplo de imagen rectificada a partir de la extraccion de cuadrilateros

» Automatizar la extraccion de cuadrilateros (4-uplas de “vértices” en posicién general)
= Rectificar el cuadrilatero de referencia mediante una homografia.

= Fuera del cuadrado o del cuadrilatero de referencia (incluido en el plano dominante) puede
haber distorsiones enormes.

» Las 4-uplas de referencia para un cuadrilatero cambian con la localizacién relativa de la camara.
En presencia de movimientos arbitrarios de cimara hay que controlar las degeneraciones de las
4-uplas de puntos.

Para ello, es necesario desarrollar una aproximacion que resuelva de forma simultanea la puesta en
correspondencia de elementos contenidos diferentes planos. La solucién para un tnico plano domi-
nante es muy simple (basta una homografia del plano de imagen basada en cuadrilateros, p.e.); esta
solucién justifica el tratamiento de fondos de la escena como si fueran texturas.

Sin embargo, la solucién simultdnea para diferentes planos de forma simultanea sin realizar un
modelado 3D completo de la escena, requiere introducir transformaciones afines del espacio con un
mayor numero de puntos de control. La calibracion es necesaria para identificar parametros y corregir
distorsiones que puedan facilitar el proceso de pegado o de simulacién de movimientos de camara
asociados a una discretizaciéon del movimiento (ver capitulo siguiente).

Estimacion de homografias para la calibracion

En el 4ltimo apartado de la subseccion anterior se ha mostrado cémo la proyeccion esta caracte-
rizada por

p = AKM2HP

donde K y H son homografias del plano y del espacio proyectivo, respectivamente (sometidas a res-
tricciones adicionales). Por ello, la estimacién de la matriz de proyeccién equivale a estimar dos ho-
mografias.

Para gestionar la informacién de una cantidad finita (habitualmente redundante) de puntos que
aparecen en la imagen, adaptamos una notacién matricial U = HX para la homografia H del plano
proyectivo que transforma una n-tupla X = (py,...,p,) de puntos del plano en una n-tupla U =
(q1,.--,9;,) de puntos del plano y que expresamos analiticamente como
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[(xl'ylrl)Tr---r(xniyni1)T] ad [(ullvlr1)Tr-~~l(uwvnrl)T]

Con esta notacion, para calcular H tal que U = hX, es necesario “invertir” X (calculando una
pseudo-inversa X’ de la n-tupla original). En otras palabras, la homografia se obtendria como

H = UX'(XX)!

Desafortunadamente, las cosas no son tan “faciles” pues la ecuacién que deseamos resolver no es
U=hX,sino A\;q; =Hp; para A= 0yparai=1,...,n.

Por ello, es necesario realizar una adaptacion del método de descomposicién en valores singulares
(SVD). Este método proporciona una factorizacion

A = UDVT

de la matriz A € M(m x n;R) correspondiente a la homografia en producto de tres matrices donde

= Ue GL(m;C) y V € GL(n;C) son matrices unitarias, es decir, las lineas (filas o columnas) son
vectores unitarios dos a dos ortogonales (con respecto a la métrica compleja), pero no necesa-
riamente rotaciones.

= la matriz D es diagonal

= Los valores propios son cuadrados de los elementos de D y los vectores propios son columnas
deV 18

= Los vectores propios con valores propios nulos son las tinicas soluciones no-triviales.

» Las columnas de la matriz V de la SVD proporcionan una base ortogonal para el dominio de
A. En particular, los valores singulares nulos tienen como vectores propios asociados los vec-
tores de la base para el espacio nulo (ntcleo de la aplicaciéon que corresponde a las soluciones
buscadas)

Por consiguiente, en este caso particular, rk(A) =n—1 y x es un vector solucién definido salvo escala.

Estimacion directa de la matriz de proyeccion

La matriz de proyeccién M, se puede estimar directamente a partir de las correspondencias entre
pi y P; con M (P;) = p;. De la misma forma que antes, esta estimacion se realiza mediante el método
de coeficientes indeterminados. Fijadas referencias en el abierto afin D*(x3) de IP? y el abierto afin
D*(X3) de IP3, escribimos la proyeccion en términos de coordenadas afines como

X
Xi myyp  MmMyp M3 Mg Y
Vi | = | ma1 mpy M3 Mpy 7
1 M3y M3y M3z M3y 1

lo cual da dos ecuaciones

_ m11X+m12Y+ m13Z+ Mg

_ m21X + m22Y + m23Z + Mmypy

P m31X+m32Y+m33Z+m34 ’

P ﬂ’l31X+ WI32Y+ WI33Z + M3y

18Recordemos que la ecuacién Ax = 0 admite soluciones no-nulas si y sélo si A es singular; de ahi el nombre de SVD
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que imponen dos restricciones lineales sobre los coeficientes de la matriz:

mp X+mppY+myzZ+myg—mz X, X—mzpx; Y —mzzx; Z—mzax; = Omog Xtmop Y +mioz Z+mog—mzy; X—m309; Y —m3z3y; Z—m34y;

en el subespacio afin del producto de Segre IP? x P> < IP!! que parametriza los pares (p;,P;)
verificando que p; = M. P;. Expresamos matricialmente dichas restricciones mediante

XY Z 1 0 0 0 O —XZ‘X —X,'Y —XZ'Z —X;

=0
00 00X Y Z 1 —3X -pY —pZ —y |

donde m = (my, my,, M3, Mg, Moq, Moo, Moz, Moy, M3y, M3y, M33,M34) | es el vector que representa
la matriz de proyeccién salvo factor de proporcionalidad. Como cada par de puntos homologos da
lugar a 2 ecuaciones se necesitan (al menos) 6 pares de puntos homoélogos (p;,P;) verificando que
pi = M P; para estimar la matriz de proyeccion M = (m;})1<<3,1<j<4-

En general se tiene una colecciéon redundante de n pares de puntos homologos (p;, P;) lo cual da
lugar a una matriz A de tamano 2nx 12 para n > 6. En la practica, no es posible calcular en un tiempo
razonable menores de tamafo 12 x 12 que permitan; por ello, es necesario dar los pasos siguientes:

1. Linealizar el problema: Minimizar | Am | bajo la restriccién | m |= 1 que se obtiene a partir del
vector propio con el minimo valor propio de la matriz simétrica AAT 1°

2. Utilizar la solucién lineal para A identificada en el punto precedente para inicializar el proceso
de minimizacion no-lineal asociado a la diferencia entre el punto medido y el punto proyectado:

n
miny Z[(xi:yi) —ne(X;, Y, Zi, 1))
=1

En presencia de outliers el segundo apartado puede dar lugar a errores de bulto que ralenticen la
convergencia en el proceso de estimacién de la matriz. Por ello, es conveniente adoptar estrategias
mas finas de muestreo tipo RanSaC (Random Sampling Consensus) de amplio uso en casi todas las
cuestiones de Reconstruccién. Este procedimiento parte de una colecciéon minimal de puntos y trata
de verificar la “bondad” del ajuste para otros pares de puntos candidatos a homologos.. Consiste en
los pasos siguientes:

1. Identificar una coleccion de N pares de puntos candidatos a homdlogos (p;,P;) (tipicamente se
lleva a cabo a partir de esquinas o maximos de intensidad)

2. Seleccionar una 6-upla de puntos “en posicién general” dentro de la colecciéon de N pares de
puntos (habitualmente N >>n > 6)

3. Estimar la matriz de proyecciéon M, mediante la estrategia precedente (linealizacién y minimi-
zacion no-lineal asociada a la linealizacion)

4. Propagar la solucién obtenida aplicando la matriz de proyeccién estimada a otros candidatos
validando el resultado:

» Siel porcentaje de “éxito” es superior al 60% admitir la estimacién como valida

= En caso contrario seleccionar otra 6-upla y reiniciar el proceso

5. Terminar

19Esta formulacién equivale a resolver el problema SVD (Singular Value Decomposition) correspondiente al vector con
minimo valor singular de A
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1.2. Calibracion Fotogramétrica

Histéricamente, la calibracion de una cimara formaba parte de la Fotogrametria; por ello en este
capitulo se califica como Calibraciéon Fotogramétrica a la que se dedica la secciéon 2. El objetivo de la
Fotogrametria es la extraccion de informacién métrica mediante el uso de una parrilla de calibracion;
esta extraccion se realizaba habitualmente de forma manual. La Vision Computacional proporciona
modelos matematicos y herramientas software para automatizar el proceso de extraccion de datos a
partir de varias imagenes usando la rigidez del objeto fotografiado sin un conocimiento previo de las
coordenadas “absolutas” de los puntos de referencia P;.

La estimacion de estas medidas (invariantes en el marco euclideo) proporciona el soporte para
llevar a cabo la calibracion de la camara que puede llevarse a cabo off-line (mayor precision) o bien
on-line (cuando se requiera rapidez para la fusiéon de informacion “al vuelo”). Los modelos fisico-
matematicos permiten identificar procedimientos robustos para le estimacion de los fenémenos de
distorsién y su correccién semi-automatica. Para realizar una estimacioén robusta de parametros es
necesario restringir el tipo de movimiento realizado por la camara; la primera solucién correspon-
diente a una rotacion de una camara fue desarrollada por Maybank y Faugeras (1992); un algoritmo
mas sencillo de implementar fue desarrollado por Hartley (1997). El seguimiento manual de persona-
jes en escena (actores en una representacion o jugadores de un encuentro, p.e.) requiere una extensiéon
de estos métodos para evitar problemas con la visualizacién y facilitar la fusién de informacién en
presencia de varias camaras (esto ultimo se aborda en el médulo 5 del CEViC).

La estrategia general para la calibracién “absoluta” consiste en dos pasos;

1. Identificar una cantidad “suficiente” de puntos significativos p; en imagen que son proyeccion
de puntos de referencia P; en la escena

2. Estimar la matriz de proyeccién M, usando las coordenadas pixel (u;,v;) de p;.
3. Estimar los parametros intrinsecos y extrinsecos de la cdmara usando la matriz de proyeccion.

En Fotogrametria terrestre se conocen coordenadas absolutas 3D (mediante geoposicinamiento,
p.e.) de puntos P; en la escena. En caso contrario, se utiliza una cantidad redundante de puntos en
imagen, eliminando los datos relativos a P; en la primera fase.

Los elementos significativos pueden proceder de diferentes dispositivos o marcas (incluyendo dia-
nas de calibracién) o de un objeto arbitrario (pero fijo) en la escena. La primera aproximacion se
enmarca dentro de la Calibracion Fotogramétrica y utiliza diferentes objetos 2D o 3D de calibracién
a los que se llama parrillas de calibracion. La incorporacion de métodos basados en Geometria Pro-
yectiva ha dado lugar a calibracion basada en lineas o bien a calibracion basada en puntos de fuga
para direcciones ortogonales que aparecen en la escena. La segunda aproximacién utiliza sélo las
condiciones de rigidez relativas al objeto y recibe el nombre de auto-calibracion

La estimacion de pardmetros intrinsecos (caracteristicas internas de la Optica a partir de los pixeles
de la vista) y de los pardmetros extrinsecos relativos a la localizacion (posicion y orientacién) de la
camara permite identificar relaciones entre las coordenadas de imagen Cy, de la camara C¢ y del mundo
Cw. En el modelo lineal asociado a una camara tipo pinhole, la relacidon entre datos del mundo y la
imagen se lleva a cabo mediante una 3 x 4-matriz de proyecciéon M, que relaciona el sistema de
coordenadas mundo Cyy con el sistema de coordenadas de la camara C¢ utilizando propiedades del
sistema de coordenadas de la imagen C;.

En realidad, este modelo es una simplificacién abusiva, pues no tiene en cuenta las caracteristicas
de las lentes ni tampoco, por consiguiente, las distorsiones (radiales o tangenciales) generadas por
la captura de informacién a través de la lente. Por ello, para procesos en los que se requiera elevada
precisién métrica es necesario estimar las distorsiones generadas por las camaras utilizadas.
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Existen diferentes criterios para la calibracion

1. Geométrica (parametros, proyeccion) vs Radiométrica (color, iluminacién)
2. Correccion de perspectivas vs distorsiones/aberraciones

3. Fotogramétrica (dianas de calibracion) vs Autocalibracion

4. Sistema no-lineal (minimal) vs lineal (redundante)

La combinacién de estos criterios da lugar a diferentes taxonomias para calibracion, que se ha
traducido en una gran diversidad de métodos y algoritmos

La calibracién fotogramétrica se lleva a cabo off-linea usando parrillas de calibracién. Loe ele-
mentos a determinar para el modelo lineal tipo pinhole afectan a elementos internos y externos de la
camara. Los parametros intrinsecos no dependen de la localizacion de la cdmara y afectan a elemen-
tos internos; son la longitud focal, punto principal y distorsién de los pixeles a lo largo de direcciones
coordenadas afines (no necesariamente ortogonales). Los parametros extrinsecos afectan a la locali-
zacion; son 6 y estan dados por la posicién del centro de la cdmara y la orientacién del eje 6ptico.

Metodologia para fotogrametria terrestre

La calibracion fotogramétrica obtiene los parametros de la camara a partir de la estimacién de datos
de un objeto 3D (parrilla de calibracion) con medidas geométricas previamente conocidas.

1. Aspectos metodologicos
2. Estimacion de pardmetros
3. Actualizacion de la informacion

4. Problemas adicionales

Aspectos metodologicos

En este apartado se adopta un enfoque fotogramétrico que incluye aspectos relativos a las localiza-
ciones sucesivas de la camara y el diseno de una red fotogramétrica para alcanzar una cobertura lo
mas completa posible del objeto

Los Aspectos relativos a la camara son cruciales para simplificar la estimacién de parametros.

= Orientacion interior cuyo objetivo es estimar el punto principal, longitud focal y distorsion de
la lente (5 parametros intrinsecos)

= Orientacion exterior cuyo objetivo es estimar la localizacion (posicién y orientacion) de la camara
con respecto a sistema coordenado absoluto (6 parametros extrinsecos)

Se recomienda alternar vistas frontales con vistas angulares (evitar vistas oblicuas muy sesgadas), y
no utilizar ningun tipo de zoom o de angular que genere distorsiones adicionales.

El disefio de una Red Fotogramétrica afecta al geo-posicionamiento de las localizaciones de la ca-
mara y a la insercién de puntos de control (llamados dianas de calibracion) sobre el objeto o la escena
para facilitar la puesta en correspondencia de las imagenes obtenidas. Ambos son cruciales para la
captura geo-referenciada de una coleccién redundante de elementos para la calibracién y posterior
“pegado” de datos homologos de cara a obtener un objeto global.
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Figura 1.22: Ilustrando las 3x3 reglas clasicas de la fotogrametria

= Orientacion absoluta: Identificar transformacién entre sistemas de coordenadas a partir de dia-
nas.

= Orientacion relativa: Posicién y orientacién relativa entre cdmaras a partir de proyecciones de
dianas.

Una especificaciéon mas detallada de metodologias de Fotogrametria Terrestre relacionada con
estas cuestiones aparece citada en la literatura como las 3 x 3 rules que se pueden consultar en 3 x 3:
http://cipa.icomos.org

Estrategia para la estimacion de parametros

La estimacién de parametros es crucial para reproyectar la informacion procedente de diferentes
dispositivos. Esta cuestion afecta no sélo a camaras convencionales, sino también a cdmaras de video
y dispositivos activos para evaluar la profundidad como infrarrojos o diferentes tipos de laser 3D.

En el marco proyectivo, la estimacién de pardmetros afecta a las homografias de IP? y IP* que ac-
than a la izquierda y a la derecha sobre la matriz de proyeccién canénica; la estimacién por “fuerza
bruta” de las homografias requiere un elevado nimero de pares de puntos de control y puede pro-
porcionar resultados que no se ajustan a lo esperado generando distorsiones adicionales. Por ello, es
importante incorporar restricciones adicionales que afectan a una interpretaciéon de las homografias
desde el punto de vista de las cdmaras.

En el marco de la calibracién de camaras, las matrices que representan las homografias estan
dadas por una matriz triangular (pardmetros intrinsecos) y una transformacién rigida salvo escala
(parametros extrinsecos). Las estrategias habituales proceden por desacoplamiento (separacién entre
transformaciones que acttan a la izquierda y a la derecha) y utilizan inicialmente el método de coe-
ficientes indeterminados relativo a una k-tupla de pares de puntos homdlogos (por la homografia o
por la proyeccién) para estimar los coeficientes de la transformacién afectada.

La estimacion obtenida siguiendo esta metodologia presenta problemas en relacién con la re-
proyeccién de los datos calculados, por lo que es necesario minimizar el error de re-proyeccién. Para
evitar problemas relacionados con la falta de visibilidad o la falta de “posicién general” para los pares
de puntos homdlogos, se suele tomar una cantidad redundante de pares de puntos homologos; debido
a la incertidumbre y errores en la estimacion, el sistema es habitualmente incompatible, por lo que
es necesario procedimientos de optimizacién para resolverlo, minimizando una funcidn de coste. Las
estrategias de optimizacidn tienen asimismo dos fases:



38 CAPITULO 1. CALIBRACION

1. Una primera fase lineal (basada en SVD) que proporciona una solucién inicial tosca basada en
diferentes tipos de distancia (euclidea frecuentemente, pero también L! u otras mas rapidas y
con mejor tratamiento para outliers)

2. una segunda fase no-lineal que se inicializa con la anterior (minimos cuadrados, habitualmente)
y que trata de controlar la distribucién global del error.

Dependiendo del objeto algebraico a estimar (matrices de las homografias o de la proyeccién)
existen diferentes tipos de error en le proceso de calibracion o en el de la Reconstruccién 3D. Los mas
frecuentes aparecen asociados a

» el error en una imagen (cuando se cuenta con una plantilla de calibraciéon o se desea estimar
algtn tipo de distorsion);

= el error de transferencia simétrico (cuando se desea comparar los resultados correspondientes
a dos imagenes asociado a la puesta en correspondencia automatica);

= el error de reproyeccion (en la fase de Reconstruccion Euclidea propiamente dicha)

Actualizacién de la informacion

Es una cuestién crucial en aplicaciones que requieren interaccién para estimar localizacion relati-
vay correccién de parametros que puedan afectar a la re-localizacion de dispositivos. Las aplicaciones
mas avanzadas conciernen a la robdtica asistida por vision con problemas de gran complejidad co-
mo la coordinacién ojo-mano para facilitar la interaccién en entornos complejos. El caso mas dificil
corresponde al diseno e implementacién de estrategias compatibles con una realimentacién en tiem-
po real como la que se requiere en aplicaciones industriales de visual servoing u otras mas criticas
relacionadas con la asistencia a cirugia basada en Vision.

Una cuestion previa a resolver que afecta a la calibracidn consiste en minimizar el error de ali-
neamiento. Para simular el comportamiento de la vision humana en relacién con este problema es
conveniente utilizar 2 vistas para objetos volumétricos.

La actualizacién de la informacién requiere especificar las funciones de coste vinculadas al proce-
so de estimacién y la minimizacién de diferentes tipos de errores. Este problema tiene una vertiente
estadistica que es necesario aplicar para reforzar la convergencia de la informacién. Para una tnica
imagen los problemas iniciales a resolver son la correccién del ruido (que puede afectar al “alinea-
miento de primitivas”) y la correcciéon de las distorsiones.

La correccion del ruido implica contar con

» Un modelo de ruido: En el mddulo 1 se han presentado diferentes modelos de ruido. Para sim-
plificar y fijar ideas, a la vista del caracter estatico que predomina en la captura de informaciéon
de la mayor parte de este médulo, aqui nos restringimos a un modelo de ruido que suponemos
Gaussiano isétropo y de media cero, es decir, con funcién de densidad

1 _
Pr(x) = 5o R/

donde X denota el valor medio.

= Una funcion de coste optima del modelo de ruido obtenida maximizando la verosimilitud asocia-
da a la transformacion realizada.
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La primera hipoétesis es abusiva y debera ser reemplazada por modelos de ruido mas realistas, sobre
todo en presencia de movimiento. La segunda hipdtesis depende del tipo de transformacioén a realizar
(homografias vs proyecciones, p.e.). Para fijar ideas, en el caso de una homografia H un modelo mas
refinado para error en una imagen en torno a un nimero finito de puntos de control x; para1 <i <N
esta dado por

1 CHX2/(252
Prixi} | H) = T, o g e /)
' 2no
donde suponemos que la varianza o2 es la misma para un pequefio entorno de cada punto de control.
Tomando logaritmos se obtiene una expresiéon

N

1 _
log(Pr({x;} | H)) = ~552 Z’d(xi,Hxi)2 + cte
i=1
Bajo estas hipétesis simplificadoras, la funcion de coste a optimizar esta dada por la mdxima verosi-

militud que escribimos como

N
) d(x;, Hx;)?
i=1
Obviamente, la funcién cuadrado de la distancia euclidea se puede reemplazar por otras funcio-
nes distancia mas apropiadas para cada caso. Los modelos correspondientes a dos o mas imagenes se
abordan en la leccién 3 de este modulo.

Nota.- En términos geométricos mas abstractos, el paso de un grupo de Lie G a su algebra de lie
g := T,G (espacio tangente al grupo en el elemento neutro e € G) se realiza mediante diferenciacién
a lo largo de caminos que pasan por ¢ € G. Este paso representa la linealizacion de la estructura de
grupo. La aplicaciéon exponencial (que es un difeomorfismo local) permite recuperar la estructural
local del grupo G en un entorno de e € G y transforma la adicién de matrices X; + X, +... (repre-
sentando elementos de g) en producto de matrices exp(X; + X, +...) = exp(Xy)exp(X5).... Por ello, el
procedimiento anterior de méxima verosimilitud reproduce en términos de modelos de optimizacién
el mismo paso que se realiza del grupo al algebra (y reciprocamente).

Como la funcién (cuadrado de la) distancia esta asociada a los procesos de optimizacién tipo LSM
(Least Squares Method), esta simple observacion explica la eficiencia de la realimentacién entre los
procedimientos basados en minimos cuadrados (para el espacio original) y los de maxima verosimi-
litud (para el espacio linealizado). Si ahora recordamos que el proceso de optimizacién presentado
en relacién con la estimaciéon de las matrices de proyeccién tenia una fase lineal y otra no-lineal,
esta observacién muestra una realimentaciéon no sélo entre procesos de optimizacién sino entre las
simetrias locales asociadas a una versién infinitesimal asociada a las dos fases de la optimizacion.

Problemas adicionales de Calibracion en Fotogrametria
Problema: Convertir en paralelas las lineas asociadas a haces proyectivos: LP — Lineas epipolares
1. Disefio apropiado para red topografica — Reglas 3 x 3 de la Fotogrametria
2. Correccion de la distorsion relativa a la curvatura de la Tierra para imagenes aéreas/satelitares

3. Correccion de medidas tomadas bajo condiciones ambientales desfavorables — Procesamiento
global de imagen
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Figura 1.23: Deteccion de puntos de fuga mediante Ransac y el estimador Danés

4. Reconstruccion para ternas de imagenes tomadas en vuelo — Captura de la volumetria

Calibracion fotogramétrica
Utiliza objetos con geometria conocida para la calibracién

1. Parrilla 3D
2. Plantilla 2D
3. Objeto lineal

La idea inicial consiste en realizar una estimacién pro minimos cuadrados (LSM) que consiste en
minimizar (la suma de) los cuadrados de las diferencias entre los datos predichos y los observados.
Esta estrategia da lugar a distorsiones indeseadas debidas a outliers que ralentizan la convergencia
de los métodos utilizados o bien dan lugar a modelos inestables.

Un analisis independiente realizado en colaboraciéon con Diego G.Aguilera y M.Gonzalo muestra
que el estimador que presenta mejor comportamiento para garantizar la convergencia es el estimador
Danés basado en procedimientos Ransac.

Algunas recomendaciones adicionales para la calibracion fotogramétrica

Para la calibracion fotogramétrica relativa a los aspectos geométricos (de la camara y la escena)
es imprescindible utilizar una parrilla de calibracién. La parrilla puede ser plana, formada por un
angulo diedral o incluso 3D. En Visién Dinamica Estéreo seria deseable contar con una parrilla trans-
parente que se pudiera superponer a la escena. Para no interferir con la operabilidad en la escena,
seria conveniente que dicha parrilla 3D se disenara en un espectro no-visible. Este tipo de soluciones
atn no estan comercializadas y por ello, aqui sdlo se expone una soluciéon convencional al alcance de
cualquier Laboratorio.

Parrilla 2D

Se basa en la estimacién de datos de un patrén planar que se muestra con diferentes orientacio-
nes. La clave inicial radica en una extracciéon robusta de datos (esquinas y segmentos) de los datos
contenidos en la parrilla, la estimacion de la deformacién aparente relativa a dichos datos en relaciéon
con el modelo
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Una ventaja es que no requiere conocer a priori el movimiento realizado por la camara (localiza-
cion relativa) en relacion con el objeto capturado. Este método presenta el diseno experimental mas
sencillo, por lo que es el método off-line mas popular

Un pipeline tipico consiste en los pasos siguientes:

1. Estimar las deformaciones en plantilla
2. Extraer los parametros intrinsecos de la camara

3. Extraer los Parametros extrinsecos de la camara

El problema mads dificil es la estimaciéon de la distorsién en regiones centrales y periféricas que se
aborda en términos de la distorsién radial y tangencial. 2

Linea base de calibracion

El cambio en la localizacién de la camara con respecto a una posicién inicial ideal se puede des-
cribir en términos geométricos mediante una traslacién y una rotacion. La linea que soporta el vector
de traslacion recibe el nombre de linea base y a la distancia entre los dos centros de la camara se le
denota mediante b.

La linea base de calibracion es una técnica mas reciente que las anteriores que se basa en utilizar
un desplazamiento controlado de camara. El esquema siguiente presenta los aspectos mas relevantes
de esta estrategia 2!

1. Utiliza un conjunto de N > 4 puntos con distancia conocida sobre una recta €.,

2. La calibracién se realiza observando el desplazamiento de una linea en torno a un punto fijo
(similar a zoom).

3. Puede combinar una rotaciéon R; en la cimara C; — Estimacion lineal

4. Es un método apropiado para calibracion simultanea de multiples cAmaras dispuestas en red
— Retransmisiones deportivas para TV3D

Ya se han realizado transmisiones de eventos deportivos mediante video 3D en relacién con par-
tidos de fatbol en la UE, baloncesto en la NBA 6 bien pruebas de gimnasia en las Olimpiadas de
Londres, p.e. En todos los casos, la existencia de marcas muy contrastadas en la escena permiten
estimar tanto las transformaciones lineales (homografias) entre vistas capturadas por diferentes ca-
maras, como la deformacién métrica (para esta tltima los circulos marcados en el terreno de juego
son especialmente tutiles).

Asimismo las camaras estan situadas en un plano elevado con respecto al terreno de juego; por
ello, los modelos de perspectiva angular ( y sus aproximaciones lineales) son los mas apropiados para
inicializar el proceso. Aunque el enfoque pueda ser variable, la distancia entre las camaras (linea
base) y el terreno de juego se mantienen en un rango casi-constante. Un reto de gran interés para el
préximo futuro consiste en integrar la informacién proporcionada por una camara en movimiento

20Una versién “intrinseca” més elaborada utiliza la estimacién de curvas de grado 4 (Kruppa) que corresponden a las
tangentes que pueden trazarse a dos conicas. Esta versién se comenta en el Apéndice 2 de esta Lectura.

21 Nota: No confundir con la linea base b = d(Cy,C>) para 2 camaras en Vision Estéreo que se desarrolla en el capitulo
siguiente
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en los bordes del terreno de juego (modelo de perspectiva frontal con planos de profundidad cortos)
con la informacién 3D proporcionada por camaras alejadas del terreno de juego 2.

Relacionando las proyecciones euclidea y proyectiva

La utilizacién de angulos presentada en la subseccidon anterior es muy sensible a error y en pre-
sencia de direcciones verticales puede ser altamente inestable. Por ello, para una aproximacién au-
tomatica es necesario desarrollar una version vectorial que pueda resolver el problema de la auto-
calibracién on-line. En esta subseccién se revisan algunos de los argumentos presentados anterior-
mente pero en un contexto vectorial mas sencillo de utilizar e implementar

Version euclidea

Eligiendo de forma apropiada las coordenadas proyectivas suponemos que la oblicuidad es nula
por lo que la proyeccién asociada a la primera camara esta dada inicialmente por

a 0 0 0
Mc,=| 0 g 0 0
00 1/f 0

Si la ratio de aspecto es uno (”pixeles cuadrados”) a = f; “normalizando” coeficientes, podemos
reescribir la matriz de proyeccion euclidea correspondiente a la primera camara como

Ppi = Kyi[I3] O]
donde K; = diag(fi, f1,1). De forma analoga la matriz de proyeccion euclidea correspondiente a la
segunda camara C, se escribe como

Py = Ko[R; [ 1]

donde K, =diag(f,, f»,1) y el par (R,, t;) proporcionan la localizacién (rotacidn, traslacién) de la
segunda camara en relacién con la primera.

Version proyectiva

La matriz de proyeccién para el caso proyectivo es mas general que la del caso euclideo, pues esta
dada por una expresiéon de la forma M,;; = [M | m] donde M es una 3 x 3-matriz regular y m es un
3 x 1-vector. La conversién de la matriz de proyeccién [M | m] asociada P> — P? en una matriz de
proyeccién K;[R; | t;] para la i-ésima camara requiere identificar una homografia representada por
una 4 x 4-matriz regular H tal que

P, ~ M;H parai=1,2

De la primera condicién Pg; = K;[I | 0] @ M, H, se obtiene que la 3 x 3-caja superior izquierda de
H es K; y la columna a la derecha es idénticamente nula, por lo que la 4 x 4-matriz de la homografia
H que induce la transformacién entre ambas proyecciones (proyectiva y euclidea) es de la forma

22Estas cuestiones se abordan en el médulo 5 del CEViC y en la asignatura sobre Video 3D del master de Ingenieria
Informatica
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Identificando la homografia

Eligiendo coordenadas proyectivas apropiadas podemos suponer que el plano 7, del infinito esta
dado por X4 = 0, es decir, H 7., = [0001]" por lo que

T

KT KT
A HECN

0" 1

= o O O
= o O O
I
——
|
-7
~
<
~——

En particular si [ny, : 1]7 representa el “vector normal” del plano del infinito 7, la matriz H de
la homografia presentada mas arriba se puede rescribir como

K, O
H =
( H;Kl 1 )

Parametros intrinsecos y extrinsecos

En esta subseccion se describen los parametros asociados a caracteristicas internas y la localiza-
cién de la camara. Se supone inicialmente que la camara es tipo pinhole con proyeccion central a
través del foco o centro de la cdmara.

Los pardmetros intrinsecos son 5 parametros que representamos mediante una matriz intrinseca K,

= Longitud focal f: distancia entre el foco y el plano de camara

= Punto principal: Coordenadas (u,v) de la proyecciéon del foco de la camara C sobre el plano
imagen I,

» Distorsion de la lente para un pixel cuadrado con respecto a ejes principales.

Los Pardmetros extrinsecos son 6 parametros que representamos en una matriz extrinseca [R, | t,]
dada por una 3 x 3-matriz de rotacién R, € SO(3;R) y una 3 x 1-matriz de traslacién t, € R3

Los parametros extrinsecos relativos a la rotacidon corresponden a la orientacion externa de la cd-
mara, es decir, a los angulos que describen la “posiciéon” del eje 6ptico con respecto al sistema coor-
denados de referencia cuyo origen es el foco o centro C de la camara 23

Caso mds simple: (4, Vium) = (f%lf%) = ((upix - Ox)sw(vpix - Oy)sv) - (upix'vpix)

Calibracion: Cdmara proyectiva

Expresion de la proyecciéon en términos de la matriz de calibracion:

1. Para una proyeccion centrada en el punto principal el punto imagen estd dado por

p = K[I|0]P
f 0 p
donde K es la matriz de calibracion dada en el caso mas simple porK:=| 0 f p,
0 0 1

23Estos angulos reciben el nombre de yaw, pitch y roll en la literatura anglosajona
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k
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Figura 1.24: Parametros de calibracién extrinsecos de una camara
2. Aplicando una traslacién y una rotacion R se tiene:

R -RC
Xeam = ( )

0 1

=N

Modelo para estimar la calibracion
1. En el caso general, la matriz de calibracion esta dada por

Ay S X0
K= o0 a v
0 0 1

s el factor de oblicuidad en la imagen

» (ay, ay) = (fmy, fm,) el namero de pixels en cada direccion para corregir pixeles rectan-
gulares

2. La estimacion de la matriz general de calibracion permite calcular la imagen de cada punto 3D en
el plano de la camara mediante

x = K.R[I | -CJX

Recuperacion de la estructura afin

Una camara afin genera una “deformacion aparente” para un rectangulo en un cuadrilatero que se
corrige identificando los puntos del infinito correspondientes a lados paralelos

1. Input: Cuadrilatero < p1,p2,P3,Pa> — € = Pi X Pi+s1
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projection rectification

Figura 1.25: Ilustracion del método para recuperar la estructura afin [Pollefeys]

2. Puntos de fuga: vi =€ x€3y vy =€y x€y — {o =V XV,
3. Rectificacion afin: dada por homografia H que transforma ¢, en linea a “distancia infinita”

4. Rappel sobre afinidades (homografias que conservan {,

=l

-T
O, =H,TC. l, :( f‘At (1) )

- o O

5. Ejemplo: Si el cuadrado inicial tiene lados paralelos a ejes cartesianos rectangulares, entonces

1 0 0
Heygqg= 0 1 0 )conly =(6y,¢,,03). En general, H=H,,,4H,fiy
b 6 G

Acoplamiento entre parametros

El acoplamiento con pardmetros intrinsecos se describe en los términos siguientes:

1 1 1
p= ;[IImathbe |OJP = ;K(Rgv |t5,)P = ~MP

siendo M = K(Rg\, | tgv) la 3 x 4-matriz de proyeccion.

Esta solucién global permite “pegar” datos procedentes de camaras con diferentes localizacio-
nes, pero no es satisfactoria desde el punto de vista métrico. La re-interpretacion de los parametros
extrinsecos desde el punto de vista proyectivo se realiza en términos de las transformaciones mas
elementales, es decir, de las colineaciones.
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Recuperacion de la estructura métrica

La recuperacion de la métrica en la escena es similar a la presentada para la imagen, reemplazan-
do la cénica absoluta por la cuadrica absoluta. Requiere una correccidon de las distorsiones geomé-
tricas asociadas a la matriz de calibracion intrinseca K que se realiza de acuerdo con la metodologia
presentada mas arriba.

El elemento que se anade en este caso es la estimacion de la transformacion en el espacio ambiente
en relaciéon con forma general de la proyeccién. Esta cuestidn afecta a las transformaciones que se
realizan sobre el espacio y a la realimentacion entre aspectos proyectivo y métricos a partir de la
estimaciéon de parametros. En términos de invariantes, la inclusién de la geometria euclidea en la
Proyectiva se realiza seleccionando las transformaciones proyectivas que dejan invariante la cuadrica
absoluta.

Sintesis basica de imagen mediante interpolacion

Aproximacion ingenua a la fusion de imdgenes para TV3D: Camaras fijas idénticas en r localizaciones
(no zoom):

1. Inputs:

» Mapas de color c(uy,vy) y profundidad d(ug,vy) en cada pixel py = (ug, vy)

» Pardmetros extrinsecos para cada camara: K(¢) = (Rj,tj)para2<j<r
» Matriz de proyeccion M; = Kﬁ.l)[Rj |t;]
2. Interpolacién simultanea entre valores ”inicial” 0 y “final” 1 para cada par de camaras

» Lineal para el Vector traslacion: ty = (1—))tg + Aty

» Esférica (sobre SO(2;R) para rotaciones: Ry = (1-;)Rg + AR;

» Pseudo-lineal para calibracion externa: K(f) = (I—A)Kg) + /\K(le)
3. Unificacion mediante cuaterniones — robustez

4. Reproyeccion del color interpolado atendiendo a ¢, (uy, vg) y profundidad d, (uy, vy) para los pi-
xeles py = (1, vk) cuyos homoélogos estén bien identificados en = imagenes (programacién dina-
mica) y propagacién muy rapida entre datos robustos verificados..

Movimiento controlado. Algoritmo de Tsai

El algoritmo de Tsai estima los parametros de una camara a partir de informaciéon contenida en
objetos planares (como las parrillas de calibracién) y no-planares (asociados a objetos rigidos). Para
ello, desarrolla una estrategia en dos pasos que combina técnicas lineales y no-lineales. En el método
propuesto por Tsai para evitar problemas numéricos sélo se reconocen las distorsiones radiales de
tipo cuadratico (prescindiendo de las distorsiones tangenciales)

La idea intuitiva consiste en usar una traslacién en Laboratorio, adaptando el procedimiento de
calibracion utilizando la linea base que ha sido descrito mas arriba. La mayor ventaja de esta aproxi-
macion es la rapidez en la convergencia del procedimiento pues no depende de bisquedas no-lineales
a diferencia de otros métodos utilizados en la Calibracién Fotogramétrica “clasicas”
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Figure 1. Pin-hole model and the Radial Alignment Constraint hypothesis.

Figura 1.26: Hipoétesis sobre restricciones de alineamiento radial aplicadas sobre un modelo de ca-
mara pinhole

1.3. Auto-calibracion

La autocalibracién consiste en la calibracién a partir de vistas tomadas por camaras no-calibradas
sin uso de dianas/parrillas o red fotogramétrica, es decir utilizando solamente informacién sobre
una escena o un objeto rigido procedente de las proyecciones. La auto-calibracion es un area en la
que se maximiza el solapamiento entre la Fotogrametria y la Visién Computacional; los métodos
proyectivos de ajuste de haces utilizan objetos 1D (en lugar de vértices de una parrilla) y permiten
incorporar informacién relativa a puntos de fuga para direcciones ortogonales.

El ajuste de haces es un topico de la Geometria Proyectiva que proporciona soporte a la Fotogra-
metria y a la Reconstruccién 3D; de una manera intuitiva, el ajuste de haces minimiza el error de
reproyeccion correspondiente a calcular las intersecciones de las rectas homoélogas (llamadas epipo-
lar a partir del capitulo 3) contenidas en diferentes vistas. Estas rectas deberian cortarse en un tnico
punto; al no hacerlo, es necesario minimizar las distancias entre ellas >4. Este enfoque extiende algu-
nos principios basicos de la Geometria Epipolar que se presentan en el capitulo 3 (reconstruccién a
partir de dos o mas vistas). Dos cuestiones importantes afectan a

= Modelado: La auto-calibracion consiste en la estimaciéon de la métrica euclidea que es un in-
variante de un subgrupo H del grupo proyectivo. Dicho subgrupo estd caracterizado por la
condicién de dejar invariante la cuadrica Q,, del hiperplano del infinito H,. Por ello, basta con
mostrar un procedimiento para estimar dicha cuadrica; el resultado clave es la expresion de Q,,
en términos de la matriz de calibracién K y de su traspuesta.

24La seleccion de un punto medio sobre el segmento perpendicular coman no es una buena estrategia, pues esta condicién
no es invariante desde el punto de vista proyectivo; es preferible utilizar triangulaciones, pero esta eleccién conduce a resolver
polinomios de grado 6, tarea que tiene un elevado coste computacional; una discusién de este topico se presenta en el apéndice
al capitulo 3
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= Estimacion: En el caso mas sencillo, la estimacién de la cénica absoluta x(z) + x% + x% = 0 sdlo
requiere un punto, pues los puntos {I,J} =[1: +i : 0] pertenecen a esta conica del plano x3 = 0.
Sin embargo, para objetos con una geometria complicada es necesario estimar distancias entre
un gran namero de puntos. lo cual afecta a distribuciones de probabilidad definidas sobre un
objeto.

En todo este médulo se supone que las imagenes son digitales y que estan sometidas a distorsiones
mucho mayores que las procedentes de las camaras métricas utilizadas en Fotogrametria profesional.
La recuperacién de la informacién métrica se realiza en Fotogrametria utilizando plantillas cuyas
medidas son conocidas a priori; las distorsiones observadas en la cuadricula proporcionan la clave
para una calibracién fotogramétrica previa; esta operacién se puede llevar a cabo en el Laboratorio
antes de realizar la toma de datos en campo o bien realizarse a posteriori para corregir los datos
obtenidos. Las distorsiones geométricas mas comunes producidas por la 6ptica de la camara son de
tipo radial o tangencial y se expresan en términos de series infinitas con elementos no-lineales con
elementos significativos hasta grado 4; para simplificar y acotar los problemas numéricos, frecuen-
temente se consideran sé6lo los elementos de orden < 2; el algoritmo de Tsai estd basado en uno de
los métodos mas simples y prescinde de las distorsiones tangenciales y s6lo considera las radiales
de orden cuadratico. En presencia de movimiento o de cara a la calibraciéon simultanea de maltiples
camaras resulta mas apropiado utilizar el algoritmo de Zhang.

En el caso no-calibrado inicialmente (calibraciéon en campo, fuera del Laboratorio) se dispone de
imagenes tomadas por camaras cuyas caracteristicas se desconocen, los dispositivos de captura han
podido sufrir modificaciones (traslado bajo condiciones inapropiadas, alunizaje) o bien proceden de
diferentes dispositivos con calibracidon desconocida. La Gnica informacién disponible estd dada por
una coleccién de puntos 3Dcon coordenadas capturas mediante algin tipo de dispositivos (desde
los teodolitos hasta dispositivos laser 3D). En todos estos casos, se requiere una calibracién que per-
mita fusionar la informacion procedente de una camara moévil o diferentes dispositivos de captura
recurriendo a la "verdad del objeto”; en términos geométricos, dicha condicién se traduce en la con-
servacion de distancias/angulos entre puntos/lineas de las componentes de cada objeto rigido B().

El desarrollo de este enfoque requiere plantear el problema en el marco proyectivo y suponer que,
al menos, se cuenta con una reconstruccién proyectiva aproximada que conlleva informacién sobre
los “elementos del infinito”, es decir, un hiperplano del infinito H,, (complementario del espacio
afin ambiente) y una forma cuadratica no-degenerada contenida en dicho plano que es invariante
por transformaciones rigidas. En particular, el elemento geométrico clave para la Reconstrucciéon
euclidea es la conica absoluta g, (en el plano proyectivo de imagen) o la cuédrica absoluta Q,, (en la
comparacion del espacio ambiente asociada a anadir los puntos del infinito). La imagen 7(g,,) de la
conica absoluta g, “codifica” la calibracion interna K de la camara.

Alo largo de los anos noventa se desarrollaron diferentes métodos para la autocalibracién a partir
de vistas tomadas por una Unica cdmara; entre las diferentes aproximaciones cabe destacar:

= Invariancia de la condicién de tangencia: Los planos que pasan por cada centro de la camara y
son tangentes a la conica absoluta deben ser tangentes a las imagenes de la cénica absoluta. Las
ecuaciones de Kruppa proporcionan la restriccién adicional para la estimacién de la autocali-
bracién [Fau92a], [Fau92a]

» Simplificacion de la matriz fundamental basada en en SVD y ecuaciones de Kruppa [Har92]

» Utilizacion de la cuddrica absoluta Q,, como envolvente de planos tangentes a la conica absoluta
que se proyecta sobre la la dual (envolvente por planos tangentes) de la imagen de la cénica
absoluta g, [Tri97]
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» Restriccion del modulo: Si los parametros intrinsecos son constantes, entonces la homografia
infinita H,, es conjugada de una matriz de rotaciéon A € SO(3;R), lo cual permite estimar la
cénica absoluta [Pol99]

El marco experimental inicial para la autocalibracion consiste en una camara con calibracién in-
trinseca desconocida pero fija a lo largo de las diferentes imagenes que se toman como inputs. La
auto-calibracién utiliza la “rigidez” de la escena sin ningtn objeto auxiliar °

= [nputs: N > 3 imagenes tomadas por una misma camara bajo condiciones de calibracién intrin-
seca fijas.

Sélo requiere correspondencias entre puntos.

Estrategia: Realizar pequenos movimientos controlados de camara.

Resolucion basada en métodos lineales frente a los no-lineales.

El modelo geométrico inicial para la Reconstruccién 3D esta dado por el embebimiento del marco
euclideo en el marco proyectivo que se realiza a partir de las trasformaciones proyectivas que dejan
invariante la cuadrica absoluta Q. :={X € IP" | X +... + X,, = 0} Valoracién:

= Inconvenientes: Precision menor que la calibraciéon en Laboratorio. No permite incorporar ima-
genes procedentes de otras fuentes (disponibles en Internet, p.e.)

= Ventaja: Proporciona resultados aceptables para una camara convencional. Es la Gnica opciéon
en algunos casos (exploracién remota, reconstrucciéon a partir de peliculas antiguas)

El esquema de la seccién es como sigue:

1. Coénica absoluta y parametros intrinsecos
2. Estimacion del plano del infinito
3. Estimacion de la restriccién epipolar

4. Algunas aplicaciones seleccionadas

El método no-lineal sélo requiere siete puntos para estimar la restriccion estructural; sin embargo
este método es inestable. El método lineal utiliza ocho puntos y, por consiguiente, es redundante pero
converge mas rapidamente y es mas robusto. La mayor parte de los resultados presentados en esta
seccion fueron obtenidos a lo largo delos afios noventa y estan asociados a la reconstruccion a partir
de una Ginica camara situada en diferentes localizaciones a poder ser proximas entre si (pequena linea
base b).

La extension de la metodologia presentada al caso de linea base b mas amplia o la reconstruccion
a partir de multiples vistas ¢ tomadas con cdmaras arbitrarias de calibracién desconocida ha sido
desarrollada desde finales de los noventa. Algunos de los hitos méas conocidos de esta Gltima corres-
ponden a la reconstruccién 3D virtual de las estatuas de Buda en Bamiyahn o bien la reconstruccién
del la Plaza Mayor de Praga a partir de imagenes extraidas de Internet.

25Para un desarrollo detallado de cuestiones relacionadas con calibracién se recomienda el tutorial de Marc Pollefeys
http://www.cs.unc.edu/ marc/tutorial/node3.html
26Ver apéndice al Cap.3 del médulo 2 para mas detalles
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Figura 1.27: Reconstrucciones 3D de la estatua de Buda y la Plaza Mayor de Praga

Conica absoluta y Parametros intrinsecos

Calibracion a partir de rotacion y zoom

En este apartado se adopta el enfoque desarrollado por R.Hartley (1997)
Laimagen J; obtenida tras rotacion y zoom esta relacionada con la original J, por una homografia
H;
1. Laimagen w; de la conica absoluta (ICA) esta dada por w; = H;Ta)Oijl

2. SiK es la matriz de calibracién con K1, =0 = w =K TK™:

a, 0 xp 1/0(,% 0 —XO/OC%
K=| 0 a, p |= 0= 0 Vaj ~yo/a
0 0 1 —xo/a? —yo/a§ 1+xo/a2 + yo/af

3. Problema: Estimar w;;: 5 parametros salvo escala. Casos particulares
» Casogeneral: s=K;5;=0 = w1, =0
» Pixeles cuadrados: s=0y a, = ay, = w1 = wa)
» Punto principal conocido:
*5=0,x=0=> w;3=0
*s5=0,190=0= wy3=0

» Cada caso da lugar a sistema lineal en w;;. Habitualmente se requieren 5 imagenes para Jo

El caso general

En presencia de traslaciones, no 3 homografia entre vistas
» Estrategia general para autocalibracion [Har99]

1. Estimar una reconstruccion proyectiva tosca de la escena

2. Identificar el "verdadero” plano del infinito V =11, en la ref. de la Rec3D
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3. Aplicar una transformacién proyectiva G que lleve V =11, a X3 = 0 (recuperar paralelis-
mo)

. Actualizar la Rec3D proyectiva a una Rec3D afin: P; — GP; y Il; — l_IJ»G_1

4

5. Identificar las "homografias infinitas”

6. Estimar la calibracién de la cdAmara mediante wj
7

. Realizar la Rec3D euclidea de la escena

Calculo de la homografia del infinito
La Homografia del infinito para las camaras i, j se define como la homografia entre J;,J; que rela-
ciona las proyecciones respectivas de puntos que estan sobre el plano del infinito X3 =0

1. Matriz transformada por G de la j-ésima camara [M; | t;] =P; =P;G

2. X=(x",0)e{X3=0}seaplicaenMx€]; y M}x €J;

3. Ambas imagenes estan relacionadas por la homografia del infinito: H;; = M’jM’i_1
4. Como w C {X3 = 0} = sus proyecciones estan relacionadas por H,

5. Elegimos coordenadas para camara de referencia t.q. P’y = [I | 0] (no necesariamente una cama-
ra fisica). Entonces:

» H,, parael par (0,j) es H; = Hp; que reescribimos como M]'-

» LaICA wq en imagen 0 se transforma en w; = M’;Ta)OM’;1

» La matriz de calibracion K; se calcula por la factorizacion de Cholesky.

Estimando el plano del infinito
El esquema que se desarrolla en esta subseccion incluye los apartados siguientes:
1. Estimacién del plano del infinito
2. Métodos no-lineales: Algoritmo de 7 puntos

3. Métodos lineales: Algoritmo de 8 puntos

Estimacion del plano del infinito

El objetivo de este apartado es construir una transformacién casi-afin mediante programacion
lineal a partir identificar de datos visible extraidos mediante técnicas de Analisis de Imagen basadas
en el agrupamiento de puntos y linea. Los pasos a dar son los siguientes:

1. Orientacion: Multiplicar las matrices de proyecciéon proyectivas Mf[j y X; por +1 de modo que
PX; = (#,v,w)" con w > 0 para inducir las dos orientaciones posibles en la imagen real.

2. Introducir coordenadas de Grassmann para representar las matrices de proyeccion :
M« CM = (cp,cp,c3,c4)T con ¢ =(~1) det(MF)

es el determinantes que resulta de suprimir la columna k de M,
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3. Analizar los semiespacios asociados a las diferentes orientaciones: Para ¢ = +1 construir X V >0
y eCMiTv >0

4. Introducir la técnica de Programacion Lineal con ¢ = +1 para resolver las dos desigualdades
anteriores asociadas a los subespacios

5. Discutir las soluciones segin la Orientacion en transformaciones Elegir una matriz de transfor-
macion G con r4(G) =V y sign(det(G)) = ¢

6. Llevar a cabo la Reconstruccion casi-afin reemplazando X; — GX; y M; — M]-G‘1

Una vez realizadas las transformaciones anteriores, hay que trasladar la reconstruccién casi-afin
al origen de coordenadas y realizar un escalado anisétropo

Estimacion de la matriz fundamental

La matriz fundamental proporciona una representacion de la relacion bilineal entre puntos homo-
logos asociados a dos vistas. Por ello, es la restriccién estructural para la puesta en correspondencia
entre datos homologos correspondientes a dos vistas. Existen diferentes algoritmos para estimar la
matriz fundamental. Si atendemos al minimo nimero de puntos necesarios bastan 7 puntos (bajo
ciertas condiciones, incluso 5 pares de puntos homdlogos permiten estimar F), lo cual proporciona
una algoritmo no-lineal. Debido al caracter no-lineal de este algoritmo, la convergencia es mas lenta
y la inestabilidad mayor que con métodos lineales.

Por ello, el método mas eficiente desde el punto de vista computacional esta basado en 8 puntos
y es lineal. Este método utiliza informacién redundante y por ello puede dar lugar a sistemas que
resultan incompatibles. Para evitar este problema, es necesario combinarlo con procedimientos de
optimizacion. Nuevamente, el método mas robusto y eficiente viene dado por la metodologia RanSaC
(P.Torr, 1997).

Métodos no-lineales
Minimizar distancia entre puntos homoélogos y lineas epipolares — Algoritmo de 7 puntos

1. Funcional a minimizar

Y [d%((p})"E(pi) + > (p] F(p))]
i=1

2. Caracter no-lineal: procede de la parametrizacion elegida para F
3. Se requieren 7 puntos como minimo.

4. Valoracion: Resultados mejores que Algoritmo de 8 puntos, pero convergencia mas lenta.

Métodos lineales

El método lineal considerado mas efectivo es el algoritmo de 8 puntos para dos imagenes. En este
apartado, se muestra de una forma muy esquematica la estrategia de Hartley desarrollada para resolver
este problema:

1. Transformar coordenadas de imagen usando traslacién T(p;) = p; y escalado T'(p;) = p;
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Figura 1.28: Estimacion de la matriz fundamental mediante deteccién de puntos homologos y lineas
epipolares extraidas a partir de un par estéreo

2. Utilizar LSM lineal para calcular F minimizando Y/, [(p))TFp;]?
3. Reforzar rk(F) = 2 usando SVD para F=USVT con S = diag(r,s,t)
« La matriz fundamental F que minimiza la norma de Frobenius es F = Udiag(r,s,0)VT

4. Estimacién final de F = (T')TF'T



