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4 INDICE GENERAL

0.1. Introduction

En esta seccién se desarrolla una primera aproximacién a los objetivos, herra-
mientas y métodos de la Geometria Algebraica. En una primera aproximacién,
la Geometria Algebraica trata del estudio de “objetos geométricos” no-lineales
mediante técnicas algebraicas 6 trascendentes. Esta descripcion tan vaga permi-
te diferenciarla del Algebra Geométrica que, de una manera muy tosca, puede
ser descrita como el estudio de “objetos algebraicos” multilineales mediante
técnicas geométricas. La extensiéon de la Geometria Conforme proporciona un
soporte comin a ambas materiales.

En términos mas precisos, la Geometria Algebraica trata inicialmente de
estudiar los lugares definidos por la anulacién de un nimero finito de polinomios
fi € klz1,...,z,] para 1 <i < p, donde k es el cuerpo de coeficientes y x; son
variables independientes (también llamadas indeterminadas) para 1 < j < n.
Diferentes generadores pueden dar el mismo soporte como lugar de anulacion.
El ejemplo més simple estd dado por un punto, en particular, el origen de
coordenadas. Por ello, es conveniente dar una representacién intrinseca del lugar
geomeétrico, es decir, que sea minimal e independiente- La independencia es tanto
con respecto al sistema de coordenadas como a los polinomios cuya anulacién
define el lugar geométrico.

La representacién intrinseca estd dada por el ideal (f1,..., f,) generado por
los polinomios f; en el anillo de polinomios k[z1, ..., x,] en n variables. Al lugar
definido por dicha anulacion se le llama una variedad algebraica que denotaremos
mediante X con ideal denotado mediante Ix o I(X). En el module Ayy se
desarrolla un enfoque complementario en términos de la aplicacién F' : K* — K?
cuyas componentes son fi,..., fp. Esta simple observacién favorece el transvase
entre Geometria Algebraica y Topologia Diferencial.

El soporte geométrico inicial para estudiar este tipo de variedades es el espa-
cio afin n-dimensional sobre el cuerpo £ que denotamos mediante A} con espacio
vectorial subyacente V = k"*1. Por ello, a las variedades definidas como el lugar
de ceros de familias finitas de polinomios se les llama Variedades Algebraicas Afi-
nes. La situacion més simple corresponde a variedades irreducibles y reducidas
correspondiente a ideales primos sin componentes inmersas.

Sid; := deg(f;) > 1: denota el grado de f; (exponente del término de mayor
orden con coeficiente no nulo), interesa estudiar las caracteristicas del conjunto
de soluciones NY_; del sistema f; = ... = f, = 0. El caso d = 1 se ha estudiado
en Geometria Basica con métodos del Algebra Lineal usando el Teorema de
Rouché-Frobenius. La extension de este resultado a grados d; > 2 es altamente
no trivial.

Los objetos mas sencillos de los que se ocupa la Geometria Algebraica tienen
grado bajo d = 2 (cénicas, cuddricas, etc), d = 3 (cibicas), d = 4 (cuérticas), etc.
En particular, la Geometria Algebraica incluye el estudio de todos los objetos
dados por polinomios de grado bajo tanto racionales (snakes, B-splines, p.e.)
como no-racionales (incluyendo funciones trigonométricas o la exponencial, p.e.,
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asi como sus inversas). Incluso para el caso racional, la interseccién puede ser
muy complicada. Un ejemplo relativamente simple estd dado por la interseccion
de dos cuddricas (superficies racionales) que da una curva eliptica.

Sobre C (o con mds generalidad cualquier cuerpo algebraicamente cerrado
k), el Teorema de Bezout proporciona una primera solucién: El grado es el
producto de los grados, es decir,

deg(M?_,V(f:)) = II¥_,d; = IIY_,deg(V;) donde d; = deg(V;) = degV (f;)

La “demostracion” original se basaba en el principio de degeneracion y céalcu-
lo de parametros para las colecciones de rectas en las que degenera cada curva.
Obviamente, este argumento no es aceptable como demostracion rigurosa, pero
los intentos de justificacién (inicialmente dentro de la Geometria Enumerativa
Ass) han dado lugar a la moderna Teorfa de Interseccién [Ful84] !, una de las
cumbres de la Geometria Algebraica. La formulacién correcta de la multiplici-
dad de interseccién (formalizacién del grado de interseccion) llevada a cabo por
J.P.Serre ha requerido més de cien afios para su correcta formulacién 2

Los intentos de formalizacién del “principio de degeneracion” dan lugar a la
Teoria de Ciclos. La necesidad de poner los ciclos en “posicion general” lleva
al estudio de transformaciones (lineales, racionales, algebraicas, diferenciales,
analiticas, topolégicas) que actiian sobre los ciclos (Moving’s Lemma de Chow
para equivalen cia racional). De este emodo, los diferentes grupos de transfor-
maciones proporcionan la clave inicial para estudiar los objetos geométricos de
forma intrinseca vs extrinseca (dependiente de la inmersién).

En particular, la accién de las transformaciones lineales més simples (coli-
neaciones o transformaciones proyectivas) dan lugar a la Geometria Algebraica
Proyectiva que se extiende de forma natural a otros Grupos Clésicos. Permiten
relacionar objetos con apariencia muy diferente; un ejemplo tipico bien conoci-
do estd dado por la clasificacién (real vs compleja) de las cénicas en el plano
Euclideo E2, Afin A% é Proyectivo P2, tanto para el caso real como el complejo.
La extensién de este enfoque a grupos més generales en el contexto de la Geo-
metria Algebraica da lugar a la Teorfa de Grupos Algebraicos [Spr98] ® y a la
Teoria Geométrica de Invariantes que se comenta més abajo.

Los comentarios precedentes muestran el interés de la resolucién de (sistemas
de) ecuaciones de grado bajo para el estudio de propiedades de variedades alge-
braicas. Desde un punto de vista algebraico, los primeros estudios sistematicos
se inician en el Renacimiento con métodos basados en resoluciéon por radicales
(Cardano). Si se atiende al grado, la clasificacién de las conicas (secciones de un
cono) era conocida por los mateméticos griegos; las cibicas fueron clasificadas
por Newton a principios del siglo XVIII. El problema empieza a complicarse
a partir de grado 4 (ultimo caso resoluclbe por radicales). La utilizacién de

LW .Fluton: Intersection Theory, Springer-Verlag, 1984
2Ver el capitulo 1 de Azs para una aproximacién histérica.
3T.A.Springer: Linear Algebraic Groups (2nd ed), Birkhauser, 1998
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un cuerpo algebraicamente cerrado como C es crucial para reducir la casuisti-
ca creciente que aparece en las primeras aproximaciones a la clasificacién; esta
reduccioén se lleva a cabo usando el Teorema Fundamental del Algebra.

El grado es un invariante por transformaciones lineales y por las operacio-
nes bésicas (secciones y proyecciones) en Geometria Proyectiva. Sin embargo,
no es un invariante por transformaciones (bi)racionales que afectan a (los cuer-
pos de) funciones definidas sobre curvas o variedades algebraicas de dimensién
superior. No obstante, los ejemplos basicos correspondinentes a polinomios de
grado bajo se utilizan en multitud de aplicaciones entre las que se puede des-
tacar Ingenieria Mecéanica, Informatica Grafica o en representaciones de formas
complicadas utilizadas en Arquitectura o en Ingenieria Civil, p.e.; més abajo se
presentan algunas aplicaciones de forma maés detallada.

La Geometria Algebraica se ocupa del estudio de propiedades “intrinsecas”
del conjunto de soluciones de ecuaciones algebraicas, es decir, de propiedades
que no dependen del sistema de coordenadas elegido o, méas recientemente, del
cuerpo elegido. La descripcién de variedades en términios de ideales es el primer
paso del enfoque intrinseco. En el caso cldsico (cuerpos de caracterfstica cero
como los reales o los complejos), la introduccién de morfismos entre variedades
o conjuntos algebraicos (que incluyen el caso correspondiente a una misma va-
riedad sometida a una transformacién) proporciona el lenguaje apropiado para
el estudio de propiedades intrinsecas y su relacién con propiedades sencillas de
otras variedades conocidas.

Para curvas planas, algunas propiedades extrinsecas se expresan en términos
del grado d (que corresponde geométricamente al numero de puntos de intersec-
ci6én de una curva con rectas genéricas), o la clase d¥ (ntimero de rectas tangentes
que se pueden trazar desde un punto exterior). En general, la clase es el grado
de la variedad dual (definnida como la envolvente de hiperplanos tangentes para
hi‘persuperficies). El grado y la clase son caracteres proyectivos, pues correspon-
den a “secciones” de la curva plana que se visualizan en términos de secantes o
de tangente (como limites de secantes). De forma complementaria, la proyeccién
de una curva alabeada sobre un plano da lugar a caracteres (puntos dobles o
cuspidales, en correspondencia con secantes o tangentes multiples).

Todos estos datos son caracteres proyectivos “extrinsecos”, es decir, depen-
den de la inmersién de la curva en el plano o en el espacio, en relaciéon con
el observador. Desde mediados del siglo XIX se hizo patente la necesidad de
desarrollar un enfoque intrinseco, es decir, independiente de la localizacién del
observador. Las relaciones entre aspectos intrinsecos y extrinsecos (férmulas de
Pluecker para el caso de curvas) juegan un papel fundamental en las aplicacio-
nes clasicas y, mas recientemente, en Visién Computacional By en relaciéon con
el reconocimiento de objetos Bay.

Para fijar ideas, en los parrafos siguientes nos restringimos inicialmente a
variedades afines que resultan més faciles de visualizar. La comparacién entre
variedades algebraicas se lleva a cabo mediante morfismos f : X — Y con sus
correspondientes aplicaciones induciadas f* : k(Y) — k(X) dadas por f*(g) :=
go f. Como las variedades se caracterizan en términos de cuerpos de funciones,
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dichos morfismos f deben ser racionales, es decir, estdn bien definidos en el
complementario de un cerrado (lugar de anulacién del denominador).

Por ello, se habla de morfismos racionales, es decir, dados localmente por
cocientes de polinomios. Esta simple observacién da lugar a que los objetos a
clasificar no sean sélo variedades, sino morfismos entre variedades. Dependiendo
de las propiedades algebraicas a estudiar tendremos diferentes “categorias” que
corresponden a estructuras adicionales superpuestas a las variedades.

Las estructuras que se superponen a variedades algebraicas afines o pro-
yectivas pueden ser de tipos muy diferentes, pero siempre responden a varios
tipos basicos extendiendo de diferentes formas la nocién de trivialidad local
7-Y(U) ~ U x F que aparece en fibrados vectoriales, siendo F la fibra genérica.
La nocién de fibrado vectorial ha sido introducida en Geometria Diferencial de
Variedades A;. 4

De acuerdo con esta idea se tienen fibrados vectoriales £ 6 principales P so-
bre X, o con més generalidad, prehaces 6 haces H o fibraciones o foliaciones F,
por citar sélo algunas de las més usuales. La consideracién de estas estructuras
superpuestas facilita los problemas de caracterizacién y clasificacién, proporcio-
nando un lenguaje muy potente para la obtencién de invariantes basados en la
cohomologia.

0.1.1. Caracterizando la Geometria Algebraica

Segun el programa de Erlangen (F.Klein, 1873), cualquier Geometria se ca-
racteriza por el estudio de propiedades invariantes por la accién de un grupo
G. Las Geometrias Lineales estdn asociadas a un grupo estructural G que es un
subgrupo cldsico del grupo lineal general GL(n; K); dicho grupo estructural deja
invariante una forma bilineal B o bien una forma cuadrdtica @ (representacién
coordenadas de la métrica).

Este enfoque se extiende tanto a la topologia general que estudia propiedades
invariantes por la accién del grupo infinito-dimensional de los homeomorfismos,
como a las geometrias no-lineales asociadas a difeomorfismos (Geometria Dife-
rencial), transformaciones bianaliticas (Geometria Analitica) 6 transformaciones
birracionales (Geometria Algebraica).

La estructura de los C"-grupos de dimensién infinita asociados a la Topologia
o las Geometrias No-Lineales es muy complicada. Las relaciones entre los dife-
rentes tipos de estructura (diferencial, algebraica, analitica) sobre una variedad
topoldgica X son un tépico importante de investigacién. Para empezar, salvo
casos muy sencillos, una variedad topolégica no tiene por qué tener ninguno de
los tipos de estructura mencionados. La caracterizacién de condiciones de com-
patibilidad entre diferentes C"-estructuras se aborda en Topologia Diferencial
Ay

4Un desarrollo més detallado incluyendo invariantes se lleva a cabo en Topologfa Diferencial
Ay
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En esta subseccién se comentan los objetivos generales y especificos de la
Geometria Algebraica, tanto en su versién de variedades como de esquemas.
Para ello, se adopta inicialmente una extension del enfoque de Klein, es decir,
la Geometria Algebraica aparece como el estudio de las propiedades que resul-
tan invariantes por la accién del grupo de transformaciones birracionales. Como
las transformaciones birracionales estdn dadas por cocientes de polinomios del
mismo grado, ello implica que dos variedades birracionalmente equivalentes son
isomorfas fuera de un “subconjunto” correspondiente al lugar de ceros del nu-
merador o del denominador.

Objetivos generales

El objetivo general de la Geometria Algebraica es proporcionar herramien-
tas para resolver los problemas de caracterizacion y clasificacion de variedades
o, con mas generalidad, estructuras algebraicas sobre variedades X. Como la
clasificacién se lleva a cabo médulo equivalencia birracional y las funciones ra-
cionales definidas sobre X forman un cuerpo k(X), la equivalencia birracional
entre X e Y estd dada por un isomorfismo k(X) ~ k(Y) entre los cuerpos de
funciones racionales.

El caso mas simple corresponde a las curvas racionales, es decir, birracio-
nalmente equivalentes a la recta proyectiva compleja CP'. Es facil comprobar
que la circunferencia, el nodo simple, la cispide ordinaria o la lemniscata de
Bernouilli son curvas racionales. Sin embargo, dada una curva plana arbitraria,
encontrar un procedimiento (computacionalmente implementable) para verificar
si es racional o no, es un problema no-trivial. Debido a esta dificultad en las
técnicas de modelado By para Informatica Grafica By, se parte directamente
de curvas racionales (snakes, tipicamente) para construir variedades racionales
(B-spines, T-splines) como producto de dos o tres curvas racionales-

La caracterizacién tan simple de la equivalencia birracional da entrada a los
métodos de Algebra Basica correspondiente al estudio de las extensiones del
cuerpo base k correspondientes a los diferentes tipos de “objetos geométricos”
(curvas inicialmente). A diferencia de las transformaciones lineales que apare-
cen en los grupos clasicos, las transformaciones birracionales pueden contraer
o expandir elementos correspondientes al lugar de ceros de los polinomios que
aparecen. Uno de los ejemplos mas simples e ilustrativos esta dado por las trans-
formaciones de Cremona que son transformaciones cuadréticas dadas por

P2 —P? | [xo:x1,20] = [m120 ¢ ToTo : ToT1]

cuyo “lugar fundamental” estd dado por la referencia estdndar dada por los
puntos [1:0:0],[0:1:0],[0:0:1] (y sudual). La extensién de este enfoque
a variedades de dimensién superior presenta serios problemas salvo para el caso
mas simple de cuadricas que son birracionalmente equivalentes al plano via la
proyeccion estereografica. Sin embargo, el plano y la cuddrica no son isomorfas.
Dejan de serlo en el lugar de tangencia de la proyeccion, lo cual da entrada
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al estudio del Lugar Discriminante (terminologia comun a Algebra Bésica y a
Geometria Algebraica) para entender las relaciones entre los diferentes tipos de
equivalencia.

Para abordar el problema de la clasificacién se desarrollan diferentes méto-
dos relacionados con el estudio de morfismos birracionales f : X — Y (definidos
fuera de un cerrado) sobre las variedades X descritas como conjuntos de pun-
tos. La nocion de punto en Geometria Algebraica tiene un significado diferente
dependiendo del marco elegido:

= Marco afin (o con mds generalidad casi-proyectivo) en el que las variedades
se construyen mediante el “pegado” de abiertos que son birracionalmente
equivalentes a abiertos de A}. Dichos abiertos son los complementarios de
cerrados definidos por la anulacién de una cantidad finita de polinomios
que generan un ideal I. En este caso, un punto es un ideal maximal m,,
generado localmente por un sistema de pardametros (f1,..., fn) (que re-
presentan hipersuperficies cortdndose transversalmente en el punto) que
se toman como coordenadas locales y se denotan mediante (z1,...,2y,).
Esta nocién es la utilizada a lo largo del module As;.

= Marco de esquemas en el que los puntos estdn dados por un ideal pri-
mo ‘B de un anillo A. Al conjunto de ideales primos de A se le denota
mediante Spec(A); en este caso, un punto es un elemento P € Spec(A).
Con esta nocién, un “punto esquematico” puede representar un “punto
ordinario” (dado por un ideal maximal), una curva, una superficie, etc; es
decir, la dimensién topoldgica del soporte puede ser estrictamente mayor
que uno. Asimismo, la descomposicién primaria irredundante de un ideal
primo P = P ...P,* en sus componentes primarias PB; que aparecen
con multiplicidad r; permite tratar puntos con componentes inmersas co-
rrespondientes a subvariedades no-reducidas, algo que no puede aparecer
en el marco afin.

A la topologia cuyos cerrados estan definidos localmente por la anulacién de
una cantidad finita de polinomios se le llama la topologia de Zariski. Aunque fue
introducida inicialmente para variedades algebraicas afines o casi-proyectivas, la
topologia de Zariski se extiende de forma natural al caso analitico, asi como a la
Teoria de Esquemas, si bien la utilizacion en este ultimo caso es mas complicada
y requiere un mayor conocimiento de herramientas de Algebra Local.

Objetivos especificos

Los objetivos especificos afectan al estudio de propiedades de los objetos
algebraicos bésicos (solucién de sistemas de ecuaciones algebraicas) que estdn
dados por variedades (curvas, superficies, sélidos, etc) 6 con més generalidad
esquemas X, y las relaciones entre dichos objetos. Dichas relaciones se expresan
en términos de morfismos que, en general, son aplicaciones racionales. Para ello,
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se utilizan estructuras superpuestas (fibrados, fibraciones o con méas generalidad
haces).

En general, los morfismos utilizados para comparar objetos en Geometria
Algebraica son racionales, es decir, estan dados localmente por cocientes de
polinomios; por ello, estdn definidas en el complementario de un cerrado corres-
pondiente al “lugar de ceros del denominador”. En particular, las aplicaciones
regulares estan dadas localmente por polinomios que se pueden interpretar co-
mo cocientes f/g con g € K. La Geometria Algebraica Clésica define objetos
modulo equivalencia birracional, mienstras que la Teoria de Esquemas define
objetos mddulo equivalencia birregular. El anélisis médulo equivalence (birra-
cional o birregular) de objetos (variedades o esquemas) mediante morfismos se
etiqueta como un estudio relativo, es decir, con respecto a un morfismo cuyo
espacio de partida o de llegada es la variedad/esquema X.

La caracterizacion de una variedad algebraica X médulo equivalencia birra-
cional tiene como invariante fundamental el cuerpo de fracciones k(X). Por ello,
los invariantes algebraicos son invariantes de k(X), médulo transformaciones
birracionales. Ademas de estos invariantes algebraicos, se tienen caracteres pro-
yectivos, invariantes diferenciales o invariantes analiticos. Todos ellos juegan un
papel muy importante para distinguir propiedades relativas a un embebimiento
de la variedad en el espacio proyectivo (supuesto que exista dicho embebimiento)
o bien relativas a propiedades de estructuras adicionales superpuestas (diferen-
ciales o analiticas, tipicamente).

Los problemas de caracterizacion y de clasificacidn de objetos algebraicos (va-
riedades y morfismos) son, en general, muy dificiles. La caracterizacién intrinse-
ca del espacio proyectivo fue realizada por Fraenkel en los 1980s; ni siguiera se
conoce una caracterizacion intrinseca de variedades homogéneas como las va-
riedades de Grassamn o las de banderas, p.e.. Por ello, en esta materia no se
aborda el problema de la caracterizacién. La clasificacién sigue estrategias simi-
lares a las presentadas en Geometria Diferencial A; 6 en Topologia Algebraica
o Geométrica As.

Una idea béasica para abordar el problema de la clasificacién consiste en su-
perponer estructuras (diferenciales, algebraicas, analiticas) con invariantes mds
facilmente calculables, y comparar los resultados correspondientes a cada ti-
po de estructura. Las estructuras superpuestas pueden ser fibrados vectoriales
¢, (pre)haces H, fibraciones, distribuciones de campos D o sistemas de formas
P (con sus correspondientes soluciones (dadas por foliaciones F), p.e. De una
forma muy simplificada, las condiciones de trivialidad topoldgica local de las
estructuras superpuestas facilita el calculo de invariantes sobre el espacio total
que, al contraer la fibra, proporcionan invariantes sobre la base.

Para variedades regulares (no singulares), la Topologia (Algebraica, Geométri-
ca, Diferencial) proporciona herramientas generales que son utiles para abordar
los dos problemas centrales (caracterizacién y clasificacién) en las categorias
diferencial, algebraica y analitica. Sin embargo, en presencia de singularidades
o variacién del haz estructural Ox , de funciones regulares dependiendo del
punto base x € X, el enfoque basado en calcular la cohomologia a valores en
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un haz constante no proporciona resultados apropiados. Es necesario incorporar
la posibilidad de variacién del dominio en el que toman valores las funciones
que puede soportar diferentes estructuras algebraicas (grupo, anillo, médulo,
cuerpo, p.e.) que dependen del punto base elegido.

Por ello, se adopta la cohomologia ﬁ(X, H) de Cech a valores en un haz
‘H que representa los sistemas de tensores (funciones, distribuciones, sistemas
diferenciales) a resolver. Este formalismo incluye la variacién de la estructura
algebraica bdsica (cuerpo, anillo, médulo, grupo) que asociamos en cada pun-
to. Las relaciones entre las diferentes cohomologias proporcionan criterios para
calcular invariantes que permiten discriminar entre propiedades topoldgicas, di-
ferenciales, algebraicas o analiticas. El ejemplo mds simple estd dado por la
sucesion exacta

0—+2Z—0x,s—0x,—0

asociads a la aplicacién exponencial exp : Ox , — O% , que permite relacionar
;

aspectos topoldgicos (a coeficientes en Z) con los relativos a las estructuras

compleja y analitica, respectivamente.

El desarrollo de herramientas para alcanzar los objetivos especificos estan
relacionados con otras areas tales como el Algebra Conmutativa y Homoldgica,
la Topologia Algebraica y Diferencial o el Anélisis de Funciones de Una y Varias
Variables, especialmente en el caso complejo. Estas herramientas se aplican a los
diferentes médulos que se describen en la tercera seccién de esta introduccion.
Afectan a la construccion de estructuras superpuestas y el célculo de invariantes
asociados a dichas estructuras.

0.1.2. Meétodos y Modelos

El estudio de propiedades relativas al soporte o bien a las funciones (o campos
mds generales) definidos sobre el soporte da lugar a la dualidad entre el enfoque
morfolégico y el funcional. Esta dualidad se ha desarrollado tanto en Geometria
Diferencial A;, como en Topologia Algebraica y Geométrica A,. La dualidad
entre Homologia y Cohomologia desarrollada en A, se traduce en una dualidad
entre ciclos (racionales, algebraicos, homoldgicos, numéricos) y cociclos (duales
de los ciclos) en Geometria Algebraica.

Desde un punto de vista formal (o con més precisién formal), el enfoque
funcional asociado a cociclos tiene “mejhores propiedades” que el enfoque mor-
folégico basado en ciclos. Ello motiva que se priorize el enfoque cohomolégico
para el cédlculo de invariantes asociados tanto al espacio base, como a las es-
tructuras superpuestas (fibrados, haces, fibraciones). Como contrapartida, la
interpretacién de los invariantes es mas dificil.

No obstante, la idea intuitiva consiste en interpretar el cociclo como una
representacion funcional de la solucién de un sistema de ecuaciones. Cuando el
cociclo es no-nulo, ello se traduce en la existencia de “algin tipo de obstruccion”
a la resolucién del problema (incluyendo la prolongacién de soluciones en el
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caso analitico). La justificacién rigurosa y general de estas afirmaciones requiere
elementos de Teoria de Interseccién cuyo tratamiento sistemético se lleva ca abo
en el médulo Aszs.

En relacién con posibles apllicaciones, una distincién bésica en Ingenieria y
otras Ciencias Aplicadas considera dos tipos de modelos a los que se etiqueta co-
mo top-down (de arriba hacia abajo) y bottom-up (de abajo hacia arriba). Estos
tipos de modelos responden a una concepcién platénica (la investigaciéon como
descubrimiento 6 iluminacién de algo pre-existente) o por el contrario experi-
mental (la investigacién como emergencia de patrones cada vez méas abstractos
a partir de “ejemplos significativos”) que es comiin a todas las ramas del saber
vy que da lugar a una mutua fertilizacion en casi todas las areas.

Lamentablemente, esta realimentacién es dificil de detectar en Geometria
y muy especialmente en Geometria Algebraica, aunque no quiere decir que no
exista, como se mostrara més abajo. Como siempre, el desarrollo de aplicaciones
que incluyen herramientas cada vez mas avanzadas va por delante de las mu-
tuas descalificaciones entre los experimentalisitas y los tedricos puros. La clave
para la mutua interaccién radica en la aprioximacién basada en “campos” (re-
presentantes de cociclos) y su discretizacién. Este enfoque es similar al que se
pressenta en Fisica y en otras dreas cientificas o tecnolégicas.

lamentablemente, algunas de las figuras mds sobresalientes en Geometria
Algebraica en los anos sesenta y setenta proclamaron la falta de aplicabilidad
de la Geometria Algebraica a otras dreas del conocimiento como una de sus
mayores “virtudes”, llegando a afirmar que, aunque las hubiera, no debian ser
mostradas. Segun esta ideologia el enfoque debe ser siempre lo mas general posi-
ble, desarrollando las herramientas algebraicas necesarias para ello e ignorando
cualquier tipo de aplicacién.

El paradigma de esta aproximacién es el desarrollo de los Eléments de
Géométrie Algébrique (EGA) y los Séminaires de Géométrie Algébrique (SGA)
llevados a cabo por A.Grothendieck y sus discipulos a lo largo de los anos se-
senta, cuya influencia llega hasta la actualidad. Una espléndida introduccién
a este enfoque y bastante mas legible que los escritos originales es el libro de
R.Hartshorne, publicado por primera vez en 1977.

La aproximacion basada en esquemas proporciona la primera fundamenta-
cién rigurosa de la Geometria Algebraica y la Teoria Algebraica de Numeros,
en un marco unificado. Sin embargo, carece de utilidad para la mayor parte
del conocimiento en otras areas. Para evitar que se converrta en una activi-
dad parasitaria es necesario llevar a cabo una reformulaciéon conectando con la
actualizacién de los problemas que dieron lugar al desarrollo de la Geometria
Algebraica y que ha sido relegado en los manuales de la segunda mitad del siglo
XX-

Por ello, en estas notas se desarrolla un enfoque diferente para la materia
As. Las herramientas procedentes del Algebra Local, la Topologia Algebraica
y Diferencial, o el Andlisis en varias variables complejas proporcionan el len-
guaje apropiado para formular y resolver problemas que aparecen no sélo en
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Matematicas, sino en otras areas cientificas o tecnolégicas. Este objetivo lleva a
una reformulacién del problema méas bésico como el modelado tanto morfoldgi-
cocomo funcional. Para fijar ideas, inicialmente suponemos que cuierpo base es

C.

Tipos de modelado

En el modelado top-down, se parte de conceptos muy generales que no re-
quiere motivacién o justificacién y se desarrolla la Teoria que en algunos casos
se ilustra mediante “ejemplos” que aparecen como casos particulares de dicha
Teoria. El paradigma de este enfoque que aspira a la “totalidad” (versién om-
nicomprensiva de toda la Geometria Algebraica y Analitica en la Teoria de
Esquemas) estd dado por los EGA y los SGA, mencionados mas arriba.

En el modelado bottom-up se parte de una coleccion de “ejemplos signifi-
cativos” en baja dimension, se construyen los conceptos y se demuestran los
resultados bésicos de la forma més elemental posible. Una vez comprendidos, se
intentan motivar las extensiones conceptuales a dimensién superior o problemas
cada vez més sofisticados mediante la introduccién de herramientas mas avanza-
das. Las mejores referencias para este enfoque son los libros de I.R.Shafarevich
[Sha74] y el de P.Griffiths and J.Harris [Gri78] que desarrollan una aproximacién
algebraica y trascendente, respectivamente (ver més abajo).

En el modelado hibrido se trata de desarrollar una realimentacion entre los
dos modelos descritos. La mejor referencia para este enfoque hibrido es [Har77],
donde se alternan de forma muy h&bil capitulos relativos a los dos tipos de
modelado, intercalando ejemplos y, en algunos casos, motivaciones que son muy
dificiles de rastrear en los trabajos de Grothendieck y su escuela.

Métodos algebraicos

Una diferencia importante con respecto a la Geometria Diferencial aparece
en relacién con la existencia de singularidades para las variedades mas sim-
ples(como p.e. xzy = 0 en el plano que es unién de los dos ejes coordenados que
es una variedades algebraica, pero no diferenciable.

Si X es una variedad afin irreducible definida por una coleccién finita de
polinomios f1,..., f., se dice que x € X es un punto regular si la matriz jaco-
biana Jac(F')(x) tiene rango méaximo donde F' = (f1,..., fr); en caso contrario,
se dice que = es un punto singular. Al conjunto de puntos regulares de X se le
denota mediante Reg(X) 6 bien X°. Al conjunto de puntos singulares de X se
le denota mediante Sing(X) o en ocasiones mediante Xy = X\ X"

Métodos trascendentes

Los métodos trascendentes son los que dependen de la topologia del cuerpo
base, en particular, de los complejos. El desarrollo del Anélisis de Funciones
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de Varias Variables Complejas desde finales del s.XIX hasta mediados del s.XX
proporciona una ingente cantidad de resultados que permiten relacionar las pro-
piedades topoldgicas de las integrales de formas diferenciales con las propiedades
de los ciclos algebraicos sobre los que se realiza la integraciéon. Aunque las moti-
vaciones méas importantes proceden del estudio de las soluciones de operadores
diferenciales sobre variedades (diferenciales, algebraicas, analiticas), desde el
punto de vista algebraico el ntcleo central estd dado por la Teoria de Inter-
seccién que inicialmente se formula para el caso regular complejo (Lefschetz,
Hodge) y mds adelante se extiende a esquemas (SGAG; Fulton, 1984).

Lefschetz extiende la dualidad de Poincaré al caso complejo y demuestra
importantes propiedades relativas a la iteracion del célculo con secciones hi-
perplanas (tipico de la Geometria Proyectiva). La naturaleza topolégica de las
herramientas utilizadas pone de manifiesto la necesidad de extender el marco
conceptual (anticipando las nociones de amplitud introducidas en los sesenta)
de manera que sea compatible con ciertas deformaciones, asi como la necesi-
dad de una representacion algebraica intrinseca de este tipo de propiedades (en
términos de diferentes tipos de adjuncién).

La rigidez del caso algebraico con respecto a deformaciones y la necesidad
de contar con parametrizaciones locales en el entorno de singularidades motivan
una extensién al caso analitico. En el caso regular, esta cuestion afecta al es-
tudio de las soluciones de operadores diferenciales sobre variedades algebraicas
no-singulares. Los desarrollos sobre Teoria de Hodge (medalla Field en 1954)
llevados a cabo inicialmente por K.Kodaira en su tesis (1949) y a principios de
los cincuenta plantean un nuevo escenario cohomolégico para resolver problemas
que afectan a las soluciones de operadores definidos sobre variedades algebraicas
(medalla Field en 1966).

A lo largo de los anos siguientes, K.Kodaira y D.C.Spencer llevan a cabo
un estudio de las deformaciones de estructuras complejas sobre variedades. Su
enfoque se puede reformular actualmente en términos de (clases de) morfismos
sobre variedades asociados a diferentes tipos de campos (secciones del fibrado
tangente holomorfo). Este enfoque permite conectar ficilmente con cuestiones
de moduli ®

= La descripcién de las deformaciones “permitidas” se lleva a cabo en térmi-
nos de la obstruccién a pertenecer a una misma clase en términos de grupos
de cohomologia para haces (en el sentido de J.P.Serre).

= Dos estrategias tipicas para identificar clases de equivalencia en los espa-
cios de moduli consisten en utilizar “espacios clasificantes” para variedades
(estrategia similar a la utilizada en Topologia Diferencial) o bien introducir
relaciones entre invariantes de las estructuras superpuestas (clases carac-
teristicas asociadas a fibrados, p.e.) que permitan garantizar algin tipo de
“estabilidad” para las estructuras “genéricas”.

5Grosso modo, un espacio de moduli es el conjunto de clases de equivalencia de objetos por
una relacién ~; en el contexto de esta materia, los objetos seran habitualmente “variedades”
(con més generalidad, esquemas) o estructuras (fibrados o haces) sobre dichos objetos.
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La Teorfa de Deformaciones (asociadas a distribuciones tensoriales, p.e.) Dp
y la de los Espacios de Moduli M (procedentes de la introduccién de diferentes
relaciones de equivalencia), desempenan un papel fundamental en la elaboracién
por parte de A.Grothendieck y su escuela de la Teoria de Esquemas. Interesa do-
tar al espacio de moduli de una estructura tratable en términos de la Geometria
Algebraica. El enfoque basado en Variedades Regulares no proporciona buenos
resultados, pues por “especializacién” (via deformaciones o morfismos més ge-
nerales), adquieren singularidades o componentes inmersas. A continuacién se
introducen algunas observaciones minimas sobre la topologia correspondiente al
caso singular.

A pesar de la resolucién de singularidades en caracteristica cero (Hironaka,
1963), persisten las dificultades para la prolongacién analitica en presencia de
singularidades y el estudio de integrales sobre ciclos evanescentes (que “colap-
san” a un punto) y que dan lugar a las Teorfas Mixtas de Hodge. Las obstruccio-
nes a la deformacién de ciclos se evaliian en términos de la cohomologia a valores
en haces de campos vectoriales que describen dichas deformaciones (Kurahishi).

La demostraciéon por Hironaka (1963) de la existencia de una desingula-
rizacion para cualquier variedad n-dimensional compleja permite extender los
métodos topoldgicos tanto relativos a la topologia global de variedades (Lefs-
chetz, Hodge) en términos de la moderna Teoria de Interseccién (Fulton), como
los relativos a la topologia local de las deformaciones (Kodaira-Spencer) y las
obstrucciones a la deformacién (Kuranishi).

La aplicacion explicita de estos principios a los diferentes tipos de superfi-
cies (clasificadas inicialmente por Castelnuovo y Enriques) o de threefolds (con
multitud de problemas abiertos) son dreas de investigacién en la actualidad. El
estudio de clases de estructuras superpuestas (fibrados, fibraciones, haces) sobre
variedades 6 con méas generalidad de baja dimensién requieren la combinacién
de diferentes estrategias y esta ain en sus comienzos.

Métodos hibridos

Los métodos topoldgicos en Geometria Algebraica 6 Analitica (GAGA) son
hibridos porque presentan un solapamiento de propiedades algebraicas y tras-
cendentes. Los métodos topoldgicos en GAGA fueron disefiados inicialmente
utilizando la topologia real o compleja. El desarrollo de la topologia conjun-
tista en el segundo cuarto del siglo XX da lugar a un enfoque independiente
del cuerpo base con propiedades formales relativas a colecciones de abiertos o
cerrados. La topologia més natural para la Geometria Algebraica estd definida
por cerrados que son el lugar de anulacién de una familia finita de polinomios
(Zariski). En este caso, la unién finita de cerrados es un cerrado y la interseccién
arbitraria de cerrados es un cerrado.

Las propiedades topoldgicas bdsicas como la conexividad o la compacidad,
juegan un papel importante, tanto desde el punto de vista del estudio de compo-
nentes como del comportamiento de especializacién de propiedades entre puntos
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genéricos y puntos “especiales” (eventualmente singulares). Para controlar estas
propiedades es necesario adoptar el enfoque relativo, es decir, en relacién con el
comportamiento de estas propiedades por morfismos entre variedades algebrai-
cas. Estas propiedades son importantes para el estudio de clases de variedades
(moduli) o de sistemas de ecuaciones definidos sobre las mismas (fibrados o, con
més generalidad, haces).

En la primera mitad del s.XX tienen lugar un gigantesco desarrollo de la
Topologia Algebraica y Geométrica que permite abordar el estudio topoldgico
de las variedades reales o complejas, conectando los enfoque local y global, asi
como las estructuras definidas (recubrimientos, fibrados vectoriales o principales,
fibraciones) sobre ellas ©.

La potencia de las técnicas topoldgicas y el alcance de los resultados, asi
como el desarrollo paralelo del Algebra Conmutativa (Van der Waerden, Che-
valley, Samuel, Zariski) a mediados del s.XX, proporcionan diferentes motiva-
ciones para el lanzamiento de un programa de investigacién a largo plazo por
A .WEeil a principios de los cincuenta orientado hacia la algebrizacion de la To-
pologia de Variedades. El programa de Weil (algebrizacién de la Topologia de
Variedades) es impulsado sobre todo por J.P.Serre (medalla Fields en 1954) y
A.Grothendieck (medalla Fields en 1966) y su escuela, a lo largo de los anos
sesenta y culmina en la demostracién de la versién algebraica de los teoremas
de Lefschetz por P.Deligne (medalla Fields en 1978).

Desde una perspectiva topoldgica més clasica, la introduccién de métodos
homoldgicos y cohomoldgicos sigue diferentes trayectorias que afectan al sopor-
te (complejos celulares As3) o a los operadores (complejos de haces definidos
sobre el soporte Asz). De forma complementaria, la adaptacién de métodos ho-
moldgicos a los grupos de homotopia de orden superior 7, (X) (realizada en la
década de los cincuenta) proporciona el soporte para la topologia de los grupos
clésicos (Bott). Este tipo de resultados juega un papel fundamental en la Teorfa
de Espacios Clasificantes y su interrelacién con las teorias de (co)bordismo Asgy.

El célculo explicito de la cohomologia de espacios homogéneos en los casos
real (Stiefe-Whiteny) y complejo (Chern) proporciona invariantes para (clases
modulo isomorfismo de) fibrados sobre variedades de baja dimensién (curvas
y superficies sobre todo). La introduccién de los espacios clasificantes en Geo-
metria Algebraica (variedades de Grassmann y de banderas) permite reformular
la Geoometria Enumerative Ass en un contexto hibrido donde se desarrolla una
mutua interrelacién entre la Geometria Algebraica y la Topologia Diferencial
(Kleiman y su escuela).

La extension de los métodos tpoldgicos al caso singular presenta serias di-
ficultades. Algunos de los precedentes mas relevantes aparece en relacién con
las degeneraciones que puede presentar la matriz de periodos (Riemann) que
se puede resolver usando la variedad de cuddricas completas “. En dimensién

SPara més detalles ver los correspondientes médulos de Topologfa Algebraica A y A4o
(Fibrados) de Topologia Diferencial
"La equivalencia entre diferentes estrategias se puede ver en la parte I de la tesis de JF
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arbitraria el método de los ciclos evanescentes (Lefschetz) es clave para enten-
der degeneracién o regeneraciéon de ciclos en el entorno de singularidades; las
aplicaciones a fenémenos con una dindmica fluctuante se abordan en el médulo
Bi5 (Computational Dynamics).

El primer tratamiento sisteméatico para abordar los cambios en la topologia
de variedades (utilizados frecuentemente en la Geometria Algebraica Italiana)
surge inicialmente como una extensién de la Teoria de Morse. Si M es una va-
riedad compacta y f : M — R una funcién de Morse (puntos criticos aislados
no-degenerados), la topologia de M se construye mediante adjuncién de célu-
las e, 0e*) ~ (DF,SF~1 cuya dimensién depende de la signatura de la matriz
Hessiana Hess(f)(z) en cada punto critico &€ M de f.

En el caso singular, en lugar de adjuntar células, se adjuntan datos tangencia-
les y normales de Morse que se construyen usando estratificaciones con “buenas
propiedades” geométricas. Esta teoria fue desarrollada inicialmente por Goresky
y MacPherson en los ochenta [Gor87]; algunos aspects bdsicos se presentan en
Ass (Enumerative Geometry) y otros méas avanzados en Ays (Stratifications).
Algunas conexiones con aspectos combinatorios (Geometria Térica, Geometria
Tropical) se comentan més abajo.

La geometria de las singularidades se aplica de forma casi inmediata a cues-
tiones centrales de Fisica Tedrica utilizando la dualidad clasica particula-onda
en términos de la creacién vs aniquilacién de particulas, 6 de la contraccién vs
expansion de campos. Estos principios responden a la dualidad entre aspectos
morfolégicos y funcionales que se ha desarrollado en varios médulos de Topologia
Algebraica Ay y que reaparece en Topologia Diferencial A, como una extension
Local vs Global del Anélisis Diferencial vs Integral.

Esta estrategia juega asimismo un papel fundamental en la parte II de estas
notas (Mathemtical Engineering) en relacién con modelos para la interrleacién
entre aspectos discretos y continuos. El enfoque clasico superpone PL-modelos a
nubes discretas. Las técnicas de Modelado basadas en la Geometria Algebraica
de variedades racioanles (snakes, B-splines, T-splines) permiten extender los PL-
modelos a PA-modelos (PA: Piecewise Algebraic) con una mayor flexibilidad y
mejor adaptacién a objetos curvados.

El enfoque basado en el pegado de variedades algebraicas de grado bajo
se desarrolla en el médulo By; de Computer Graphics By, donde se incorpora
herramientas de captura (image- or range-based information), Deformaciones
de Variedades Algebraicas Bys (Computational Dynamics) e interaccién con el
medio Bss4 (Robot Dynamics). Una estrategia similar se aplica a la generacién
de escenas cambiantes o deformables de utilidad para la industria de conteni-
dos multimedia 6 para iméagenes biomédicas, p.e.. Desde el punto de vista de
la Geometria Algebraica, los restantes médulos de By se pueden entender como
una superposicién de diferentes estructuras (fibrados, fibraciones, haces) de pro-
piedades (radiométricas, cinemédticas, dindmicas) que culminan en la generacién
semi-automatica de contenidos para videojuegos Ayg.

(1983)
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0.1.3. Herramientas

En esta subseccién se comentan algunos de los métodos algebraicos, diferen-
ciales o topoldgicos de uso més comin en Geometria Algebraica.

Herramientas algebraicas

Para abordar el estudio de las variedades algebraicas afines se utilizan he-
rramientas de fflgebm Conmutativa que son la extensién natural de las herra-
mientas de Algebra Lineal mencionadas mas arriba. El desarrollo de esta idea
da lugar a un diccionario entre propiedades del Algebra Conmutativa y un gran
numero de propiedades locales de las variedades algebraicas afines.

La complecién de las variedades algebraicas afines (aniadiendo “elementos
del infinito”) se realiza en el espacio proyectivo P} que es el proyectivizado
de V = k"t es decir, P} = P(V) := (V — {0})/k* donde k* es el grupo
multiplicativo de las unidades k& — {0}. La complecién de una variedad afin
en A} da lugar a una variedad proyectiva en P}. La (des)homogeneizacién es
compatible con las estructuras diferencial y analitica del espacio

En principio se utiliza una nocién topolégica de dimension basada en el
“computo de parametros”; mas adelante se muestra una version intrinseca co-
mo el grado de trascendencia del cuerpo de fracciones sobre el cuerpo base.
En particular y para valores crecientes de D = dim(X) se tienen curvas, su-
perficies, sélidos o threefolds, y con mas generalidad variedades algebraicas D-
dimensionales X. La reformulacién intrinseca de la Geometria Algebraica en
términos de ideales motiva una tercera definicién de la dimensién en términos
de cadenas ascendentes (Noether) vs descendentes (Artin) de ideales.

Como una extensién de aditividad de dimensiones en espacios producto, in-
teresa dar criterios para saber cuando X es una subvariedad de Y 6 cudndo Y
esta “fibrada” por subvariedades X (estructura localmente producto), p.e. La
existencia de descomposiciones producto permite reducir la dimensionalidad de
variedades y simplificar el problema de clasificaciéon que ocupa un lugar central
en cualquier Geometria o Topologia. De forma complementaria, es importante
detectar la obstruccion a que descomposiciones localmente producto se puedan
extender a descomposiciones globales, incluso en el caso racional (hiperboloide
de una hoja vs cilindro, p.e.). Un tratamiento més sistematico de la descompo-
nibilidad en Teoria Algebraica de la Informacién se presenta en el médulo Bis
(Computational Algebraic Topology).

Como los objetos que definen las variedades son polinomios y (salvo ca-
sos triviales), los polinomios no son inversibles, las transformaciones natura-
les entre variedades son las aplicaciones racionales de la forma ¢/¢ donde
@, € k[xq,...,x,] son polinomios. Ello justifica la nocién de equivalencia bi-
rracional para la clasificacion de variedades en términos del cuerpo de funciones
racionales k(X) (llamados fracciones para simplificar) definidos sobre X.

Se dice que f : X — Y es una aplicacion birracional, si es racional con
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inversa racional. Como el lugar de ceros del denominador ds lugar a un conjunto
de puntos en los que la transformacién no esté bien definida, se tienen que una
aplicacién birracional no estd siempre bien definida, es decir, no estd definida en
un subconjunto algebraico de la variedad X. Los problemas centrales a resolver
son:

= Caracterizacion: Estudiar y caracterizar a las variedades de forma intrinse-
ca, es decir, de forma independiente con respecto al sistema de coordenadas
elegido, mdédulo las transformaciones birracionales. El primer invariante
algebraico significativo de una variedad algebraica afin X es el cuerpo de
funciones racionales que denotamos mediante k(X ). Por ello, se dice que
dos variedades X e Y son birracionalmente equivalentes si k(X) ~ k(Y)

= Clasificacion: Proporcionar una coleccién finita de invariantes numéricos
que permitan identificar las clases de variedades mdédulo la equivalencia
birracional. Este problema es facil en dimension 1, pues esencialmente hay
un Unico invariante birracional que es el género aritmético que denotamos
mediante p,. El problema es méas complicado en dimensién 2, pero ain
es tratable y bien conocido desde finales del s.XIX; cabe destacar los tra-
bajos de G.Castelnuovo y F.Enriques que culminan en la descripcion de
los 5 tipos para superficies algebraicas complejas . Este problema resulta
realmente dificil para variedades algebraicas o analiticas en dimensién 3 y
se aborda siguiendo la estrategia propuesta por S.Mori a principios de los
ochenta ?.

En todos los casos, el invariante geométrico bdsico con el que se empieza
a trabajar es la “clase del divisor canénico” Kx que, en el caso regular, es la
méxima potencia del fibrado cotangente T*X 0. Un representante del divisor
candnico Kx se puede visualizar en térmionos del “flujo de volumen” en el espa-
cio abstracto de todas las diferenciales w € 2% definidas sobre X. Una ventaja
obvia de este enfoque consiste en que el divisor canénico es un fibrado lineal
sobre X, aunque la informacién que contiene presenta una elevada complejidad.

El caso 1-dimensional es el mds sencillo. Como rk(Kx) = 1, basta con
calcular el nimero de diferenciales relativas linealmente independientes, que
se visualizan f4cilmente sobre la superficie de Riemann compacta M (modelo
2-dimensional de la curva compleja) como duales de los caminos no-triviales
que generan el grupo fundamental 71 (X). En dimensién mayor o igual que
2 es necesario considerar potencias K;’?m del divisor canénico que se denotan
en notacién aditiva como mKx. Intuitivamente, se pueden interpretar como
“auto-intersecciones sucesivas” del flujo de volumen inicial usando deformacio-
nes transversales.

8Esta clasificacién fue extendida por K.Kodaira a superficies analiticas complejas a media-
dos de los sesenta, obteniendo otros dos tipos adicionales no algebraicos

9Ver el médulo 6 (Algebraic Threefolds) para més detalles

10En el caso singular, como el fibrado tangente no est4 bien definido, es necesario reemplazar
el fibrado cotangente por el haz Qk de las 1-formas
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En el caso de variedades complejas no-singulares estos datos se controlan de
forma simultdnea en términos del anillo pluricandénico

R(X,Kx) = @®p>0H"(X,nKx) = ®noH (X, KY")

donde H°(X,nKx) es el médulo de secciones de X a valores en K" para
cualquier m > 0. Los plurigéneros P, son las dimensiones de los mdédulos de
secciones, es decir,

P, = dim(H°(X,K%"))

La generacion finita del anillo canénico fue demostrada para superficies por
Zariski. El modelo proyectivo asociado al anillo candnico se llama el mode-
lo candnico (Kodaira) y es la pieza central en la clasificacién de superficies
(Kodaira-Spencer) o de threefolds (Mort).

Por ello, las nociones relacionadas con el anillo pluricanénico R(X) propor-
cionan el punto de partida para los problemas de caracterizacién y clasificacion
en dimensién arbitraria. Las propiedades bésicas se presentan en Asy (Quasi-
projective varieties). Esta inclusién se justifica por la existencia de la n-ésima
aplicacion candnica asociada al sistema de divisores correspondiente al n-ési-
mo divisor pluricanénico K% que da un embebimiento en el espacio proyectivo
P, — 1-dimensional P(H"(X; K%) siendo P, = dim(H°(X; K%)).

La conjetura fundamental de la Geometria Birracional (ahora Teorema)
postula que el anillo pluricandnico estd finitamente generado. Este resultado
(central en el programa de Mori) fue demostrado por C.Birkar, P.Cascini y
C.D.Hacon (2010). En estas notas no se aborda el problema de clasificacién con
toda su generalidad. S6lo se abordan los casos unidimensional A;; (Algebraic
Curves), 2-dimensional en Asy (Surfaces) y 3-dimensional en Asg (Threefolds)
para el caso complejo.

Salvo en el médulo Ass (Sheaves, Cohomology, Schemes) la mayor parte del
enfoque desarrollado en estas notas para Geometria Algebraica se realiza sobre
el cuerpo C de los nuiimeros complejos La extensién a cuerpos algebraicamen-
te cerrados es inmediata). en este contexto, el estudio de una variedad X es
el estudio de los puntos con coordenadas complejas que verifican sistemas de
ecuaciones f;(x1,...,2,) = 0 para 1 < ¢ < r. La extensién de este enfoque al
caso real presenta una dificultad bastante mayor y ha dado lugar a la Geometria
Algebraica Real que no se aborda en esta materia. Algunos aspectos basicos se
presentan en el médulo Ays (Stratifications) de A4 (Differential Topology).

Otra extensién muy importante concierne al estudio de soluciones de sis-
temas de ecuaciones algebraicas con coeficientes en el cuerpo Q de nimeros
racionales o bien en otros cuerpos de nimeros que dan lugar a la Geometria
Aritmética de gran interés en relacién con sus aplicaciones a Criptografia. Estos
tépicos tampoco se abordan en este Curso.
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Herramientas diferenciales

La aplicacién de las herramientas del Anélisis o la Geometria Diferencial a
objetos algebraicos tiene una vertiente diferencial y otra integral. Para ello, se
adaptan argumentos de linealizacién similares a los presentado en Geometria
Diferencial de Variedades A;. Recordemos que la linealizacién de una aplicacion
f : X — Y entre dos variedades no-singulares se lleva a cabo en cada punto
mediante la aplicacion tangente T, f : T, X — Ty,)Y en cada punto s € X,
donde T, X (resp. Ty(,)Y representa el espacio tangente a X (resp. Y en el
punto z € X (en f(z € Y). El pegado de estos datos locales da lugar al fibrado
tangente 7x = (T'X, 7, X) (andlogamente para Y.

El caracter curvado, la existencia un operador de anti-conjugacion en el caso
complejo y, sobre todo, la posible apariciéon de singularidades da lugar a que
la extensién de los métodos diferenciales a integrales al caso complejo no sea
inmediata. En este paragraph se esbozan algunas ideas basicas

» Aspectos diferenciales: El espacio tangente no estd definido geométrica-
mente en el lugar singular. En este caso, el objeto inicial a estudiar es la
diferencial dy f : f*Q, ;) — QY ,, donde Q% , es el dlgebra de las dife-
renciales sobre el anillo local base Ox ;. Por dualidad, se tiene la definicién
algebraica del espacio tangente © x , como &lgebra de las derivaciones so-
bre el anillo local base Ox ,, que es la fibra del haz tangente O x.

= Aspectos integrales: La extension del Calculo Integral a variedades comple-
jas presenta aspectos no triviales incluso para el caso de curvas algebraicas
complejas (o su versién topoldgica como superficies), la presencia de ciclos
no contractibles a un punto da lugar a calculos definidos médulo periodos
(Cauchy, 1826) o bien a expresiones que no son calculables de forma exac-
ta con relaciones internas caracteristicas (matrices de periodos). Ello se
debe a que los dominios de integracién no son simplemente conexos (Abel,
1823).

El primer estudio sistemético de las funciones multivaloradas que requieren
una modificacién del Analisis Diferencial e Integral para el caso complejo fue
llevado a cabo por B.Riemann (1856) quien introdujo la nocién de variedad con
“multiples capas” (Mannigfaltigkeiten) asociadas a diferentes “determinaciones”
para proporcionar un soporte a este estudio. La introduccién de una coleccién de
“cortes” que convierten a la variedad en un objeto simplemente conexo permite
reducir el estudio de funcionales (diferenciales e integrales) sobre una variedad
arbitraria al caso clésico.

El formalismo del Célculo Exterior (Grassmann) desarrollado para varie-
dades suaves M en el médulo Ay se extiende de forma inmediata al dlgebra
exterior graduada

A*QX = @mzo [AmQ}X]
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que proporciona el marco para el estudio de sistemas de formas diferenciales
sobre una variedad algebraica, con los correspondientes problemas de integra-
bilidad (tipo Frobenius) para sistemas S de formas diferenciales sobre X. La
integracién efectiva se lleva a cabo adaptando el Teorema de Stokes A;5. Para
gestionar la “indeterminacién” (médulo formas exactas) se adopta un enfoque
cohomoldgico, donde las integrales estdn definidas moédulo las formas exactas,
tanto para el caso real (Cartan) como el complejo (Hodge), con sus correspon-
dientes cohomologia real (DeRham) vs compleja (Hodge, Dolbeault). En todos
los casos, la combinatoria del dlgebra de Grassmann y su interpretacién dual en
términos de ciclos soporte (Schubert) juega un importante papel.

La parte basica de este estudio se realizé para curvas a lo largo del s.XIX
utilizando herramientas del Andlisis Complejo y tiene miltiples aplicaciones
en diferentes dreas de la Fisica e Ingenieria. La nocién clave del Anélisis de
Funciones Analiticas de Una o Varias Variables Complejas es la condicion de
holomorfia para funciones que, en el caso complejo, equivale a la condicién de
analiticidad (desarrollo en serie convergente para cada punto).

La condicién de holomorfia se expresa mediante igualdades entre las deriva-
das parciales cruzadas (con los signos apropiados) que presenta una semejanza
formal con las ecuaciones de Hamilton-Jacobi para la Mecanica conservativa. Es-
ta semejanza formal se explota en la Geometria Diferencial Compleja, donde el
grupo estructural para las variedades Kaehler es la interseccion del grupo lineal
general complejo, el ortogonal y el simpléctico, correspondiente al solapamien-
to de las estructuras compleja, Riemanniana y simpléctica. Este solapamiento
explica las aplicaciones inmediatas a la Mecéanica Cléasica y desarrollos mas re-
cientes en Fisica Tedrica.

Desde el punto de vista geométrico, la compatibilidad local de las relaciones
de integrabilidad se interpreta como la verificacién simultdnea de restricciones
estructurales a verificar sobre el fibrado tangente (en el caso regular) o sobre
las diferenciales holomorfas (en el caso singular) y sus potencias tensoriales.
De forma complementaria, la no-integrabilidad de sistemasd S de formas o de
distribuciones D de campos se expressa en términos de la no-anulacion de la
correspondiente cohomologia (DeRham-Hodge vs Spencer).

Los dos aspectos anteriores relativos al cédlculo diferencial e integral ponen
de manifiesto la importancia de estudiar las (integrales de las) formas diferen-
ciales holomorfas definidas sobre una variedad X. Este estudio fu iniciado por
Abel en el primer cuarto del s.XIX en términos inicialmente de integrales elipti-
cas extendida a hiperelipticas; ambas se etiquetan actualmente como integrales
abelianas.

El problema tiene una componente diferencial que afecta a la descomposicién
en diferenciales independientes (secciones de un fibrado) y su integracién. La-
mentablemente, la integracién efectiva rara vez es posible y tan sélo se dispone
de relaciones entre las integrales de formas diferenciales. El primer resultado se
debe a Cauchy (Teorema de los residuos). Estas relaciones han sido estudiadas
desde Riemann (1857) hast P.A.Griffiths en la segunda mitad del siglo XX.



0.1. INTRODUCTION 23

En el marco diferencial, el calculo del rango del fibrado de formas diferencia-
les holomorfas da lugar a los Teoremas tipo Riemann-Roch sobre variedades que
constituyen un tépico central dentro de la Geometria Algebraica. Si X es una va-
riedad no-singular n-dimensional entonces el fibrado canénico Kx := Q% juega
un papel fundamental para los problemas de clasificaciéon y caracterizacion.

En el caso diferenciable real, este objeto es el fibrado de Euler A™7x y su clase
de cohomologia es la clase de Euler e(X) que desempena un papel fundamental
en relacién con cuestiones de clasificacién de fibrados e integracion de formas
diferenciales. El enfoque integral requiere elementos adicionales de cohomologia
que se presentan en el médulo Az (Sheaves, Cohomology, Schemes). La versién
diferencial tiene una interpretacién mucho més sencilla '

En Geometria Diferencial los criterios mas simples de comparacion entre
variedades se basan en el fibrado tangente 7y = (T'M, 7, M,R™) o su dual 73;.
La presencia de singularidades para variedades algebraicas o analiticas X da
lugar a que no exista el fibrado tangente. En su lugar se utlliza el cotangente
QL , pues tiene mejores propiedades funtoriales. Si X es una variedad algebraica
o analitica n-dimensional, el haz canénico Q% := A"Q% es un fibrado de rango
1. En Geometria Diferencial(variedades suaves) el haz candnico es el fibrado
determinante que es de rango 1 '2.

La comparacion entre variedades algebraicas o analiticas se lleva a cabo
en términos de las secciones de las potencias K% del divisor canénico que se
describen también en la notacion aditiva para divisores mK x . En el caso singular
es necesario reemplazar el fibrado tangente 7x por el haz cotangente Q% y el
fibrado canénico K x por el haz dualizante wy, obteniéndose resultados basicos
similares cuando se recurre a la desingularizacién de X 3

Las propiedades de las potencias del divisor candnico y sus productos con
otras estructuras superpuestas (fibrados o haces localmente libres en el caso més
simple) es clave para la clasificacién de superficies. De hecho, la clasificacién de
superficies de Castelnuovo-Enriques utiliza estas propiedades'*. Este estudio ha
extendido asimismo al caso de dimensién arbitraria, aunque no se tenga una
descripcién tan completa y compacta como para el caso de superficies que se
aborda en el médulo A4 (Superficies). El tépico relacionado més importante es
la clasificacién de variedades complejas de dimension tres, dentro del programa
de S.Mori (1988). Para una presentacién reciente ver [Mat02]

MVer capitulo 4 de A4a (Topologia de Fibrados) en A4 (topologia Diferencial).

121 ,as funcioines de transicién del fibrado determinante del fibrado tangente son los deter-
minantes de las funciones de transicién del fibrado tangente 77, es decir, el determinante de
la matriz Jacobiana.

13La existencia de una desingularizacién para dimensién arbitraria sobre cuerpos algebrai-
camente cerrados de caracteristica cero fue demostrada por Hironaka (1963). El caso corres-
pondiente a caracteristica arbitraria para dimensién > 2 ain sigue abierto.

14M4ss detalles en Shafarevich (1968), Beauville (1973), Hartshorne (1977), Griffiths and
Harris (1978) 6 Barth, Peters and Van de Ven (1985).

15K Matsuki: Introduction to the Mori program, Universitext, Springer-Verlag, 2002.
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Herramientas analiticas

De una forma muy esquematica se pueden distinguir herramientas basadas en
Algebra Local, Deformaciones 6 en Cohomologia. Algunos de los problemas que
han motivado el desarrollo de estas técnicas estan relacionados con la resolucién
de singularidades, las relaciones entre los diferentes tipos de clasificacion y la
identificacién de invariantes.

La existencia de una singularidad = € Sing(X) se manifiesta geométrica-
mente en términos de un nuimero finito de ramas de X irreducibles a través
de dicho punto. El Teorema Preparatorio de Weierstrass permite construir pa-
rametrizaciones locales para cada una de las ramas que estdn representadas
por desarrollos en serie convergentes. En el caso mas simple, se trata de una
coleccion finita de arcos 1D que satisfacen las ecuaciones f; = ... f. = 0.

Los métodos de Algebra Local se aplican tanto para variedades algebraicas
como analfticas 16, gracias a las propiedades de finitud (Noether, Artin) de los
modulos considerados. Sin embargo, la extensién de estos métodos a los espacios
de arcos usando argumentos asociados a la topologia de los coeficientes (nimero
infinito de indeterminadas) ain presenta una gran cantidad de problemas abier-
tos relacionados con la no disponibilidad de teoremas de desingularizacién en
caracteristica arbitraria.

La extensién de la resolucién de singularidades al caso de caracteristica po-
sitiva es bien conocida para el caso 1D (versién algebraica de los desarrollos en
serie de Puiseux), pero su extensién a casos de dimensién mayor D > 1 pre-
senta una dificultad bastante mayor; en particular, sélo es conocida para tipos
particulares de singularidades. En esta materia,, salvo para el caso de curvas,
no se abordan las cuestiones relacionadas con la Resolucién de Singularidades
en dimension superior > 2. Una presentacién de estos resultados se puede ver
en [Aro18] 7

Como es habitual en cualquier Geometria, el caso de curvas es el mejor co-
nocido desde diferentes puntos de vista. A lo largo de los siglos XIX y XX se
han demostrado una gran cantidad de resultados que relacionan los enfoques
trascendente, algebraico, diferencial e infinitesimal (atendiendo al orden histéri-
co de aparicién). El estudio de las deformaciones juega un papel fundamental
para relacionar diferentes estrategias. Este estudio permita identificar propie-
dades de los espacios de moduli (clases de equivalencia) y relacionar diferentes
clasificaciones.

El enfoque local usual utiliza herramientas de tipo analitico basadas en cam-
pos “regulares”. Este enfoque permite “trasladarse” a lo largo de singularidades
con caracteristicas similares tales como “equimultiplicidad” en el caso més sim-
ple o equisingularidad para un analisis mas fino. Sin embargo, es incapaz de
representar transiciones entre diferentes tipos de singularidades, tales como di-
ferente multiplicidad o tipo de equisingularidad.

16Ver S.Abhyankar: Local Analytic Geometry, Academic Press
17J.M.Aroca, H.Hironaka, and J.L. Vicente: Complex Analytic Desingularization, Erg. der
Math und iherer Grenzgeb. 450, Springer-Verlag, 2018.
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Para incluir estas “transiciones”, en el médulo A4z (Singular function-germs)
introducimos dlgebras de operadores nilpotentes que estan asociados a la conser-
vacién de la R-6rbita de una singularidad simple aislada por la accién del grupo
de los difemorfismos que conservan la R-6rbita. La traslacién al caso analitico
es obvia, pero la adaptacién a gérmenes de aplicaciones singulares A 4 a sin-
gularidades no-aisladas en dimensién superior en variedades estratificadas Ays
presentan una mayor complejidad que requiere herramientas computacionales
aun por desarrollar B3 (Computational Differential Topology).

La cohomologia de DeRham es bien conocida para variedades suaves reales o
complejas (Poincaré, Cartan. DeRham.Hodge, Dolbeault), para variedades alge-
braicas (Grothendieck, 1968) y para Espacio Analiticas (Bloom y Herrera, 1969).
La homologia de Borel-Moore (1950) y la cohomologia de haces (Serre, Grot-
hendieck) proporcionan el soporte inicial para un tratamiento unificado; el libro
de Godement proporciona una buena introduccién para aspects topolégicos y el
de Bredon para cuestiones més avanzadas que incluyendo aspectos analiticos.

Sin embargo, ninguna de las referencias anteriores aporta detalles significa-
tivos en relacién con las deformaciones y sus propiedades topolégicas (Kodaira-
Spencer). Los desarrollos analiticos presentan una mayor complejidad en rela-
cién con aspectos formales (vinculados a la complecién de series en el anillo
local), la posibilidad o no de prolongacién analitica, la representacién de las
acciones (algebraicas, infinitesimales, analiticas), la relacién con los operadores
integrales asociados (invariantes o no por la accién de un grupo), las restricciones
impuestas por la topologia global del soporte.

A diferencia del enfoque global dado habitualmente en variedades suaves,
la cohomologia de espacios analiticos estéa enfocada hacia el marco local. En
particular, la imposibilidad en la prolongacién de soluciones analiticas se traduce
en la no-anulaciéon de la cohomologia analitica. La cohomologia analitica local
proporciona herramientas para la gestién de deformaciones asociadas a las clases
de cohomologia de diferentes tipos de campos vectorlales (Spencer). En esta
materia consideramos sobre todo deformaciones dadas por campos algebraicos
Ass y analiticos Ass. En Ay3 v Agy se consideran campos suaves.

Una ventaja de la cohomologia analitica local consiste en la ausencia de ho-
lonomfa (Mebkhout, 1976). Esta ventaja sélo es aparente, pues hay multitud
de fenémenos en Mecéncia (y sus aplicaciones a Robdtica) donde la holonomia
se presenta de forma natural. Por ello, la cohomologia analitica local no puede
explicar estos fenémenos. No obstante, las aplicaciones que tiene para el estu-
dio de deformaciones de (gérmenes de) curvas y superfricies, justifican que la
atencién que se les presta en los médulos Az (para cuestioens formales) y Aszqy
(para aplicaciones a superficies).

Herramientas topolégicas

Las herramientas topoldgicas se aplican inicialmente para construir varieda-
des casi-proyectivas mediante el “pegado” de variedades afines, es decir, conte-
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nidas en A}. Con maés generalidad, una variedad n-dimensional casi-proyectiva
X se describe como una coleccién de pares (U, ¢n)aca donde los abiertos U,
recubren X son birracionalmente equivalentes a abiertos de A} y la aplicacién
0B ° Pa |p,(U.nU,) €8 birracional.

La definicién anterior es similar a la que se presenta en Geometria Diferencial,
con la tUnica salvedad de reemplazar la nocién de C"-equivalencia con respecto
a abiertos de K", por la de equivalencia birracional. Por ello, de una forma un
tanto vaga, se puede decir que una variedad casi-proyectiva compleja se obtiene
“pegando” trozos que son localmente equivalentes a abiertos de A}.

La Geometria Algebraica de Variedades Casi-proyectivas Asso se puede con-
siderar como una prolongacién natural de la Geometria Proyectiva Algebraica.
Los métodos basicos de la Geometria Proyectiva utilizan operaciones de pro-
yectar y cortar; por ello, si una variedad algebraica estd inmersa en el espacio
proyectivo P} parece légico extender las operaciones de proyectar y cortar, pero
de manera compatible con el contexto birracional. El grado es un invariante
proyectivo, pero no es un invariante birracional.

Por ello, es necesario extender las nociones bésicas asociadas a proyecciones
(que en el caso diferencial son la expresién local de submersiones) y secciones
(que en el caso diferencial regular proporcionan la expresién local de inmersiones
y, en algunos casos, de embebimientos). Esta observacién sugiere extender los
métodos proyectivos clasicos al estudio de morfismos propios y de inmersiones,
que se controlan en términos de familias de funciones (prehaces) verificando
condiciones de compatibilidad. Las diferentes nociones de amplitud permiten
formalizar la idea de inmersion atendiendo a diferentes propiedades algebraicas.

Si M es una variedad diferenciable m-dimensional, en Geometria Diferen-
cial se construye el complejo de DeRham Hj ,(M;R) asociado a las k-formas
diferenciales cerradas (es decir, tales que su diferencial es nula) médulo las k-
formas diferenciales exactas (es decir, que son imégenes de una (k — 1)-forma);
esta construccién esta justificada porque las formas diferenciales exactas tienen
integral nula, por lo que su introduccién no altera el valor de los operadores
integrales a considerar.

La construccién del complejo de DeRham Hj, ,(M;R) se extiende formal-
mente a variedades algebraicas mas generales y permite obtener una gran can-
tidad de invariantes topoldgicos (de la clase de homotopia de la variedad M),
como son los nimeros de Betti 3;(M) = dimg(HEz(M;R)), cuya suma al-
ternada proporciona la caracteristica de Euler-Poincaré y (M) de la variedad
M.

X(M) = Y (=1)'Bi(M) = Y (=1)'dime(Hpr(M;R))
i=1 i=1
Si X es una variedad algebraica compleja no-singular se puede construir un
complejo diferencial similar usando el operador 9 al que se llama el complejo
de Dolbeault Hj (X;C). El célculo de la cohomologia con respecto al operador
d = 9+ 0 o con respecto al operador de Laplace A = 99 + 9O proporciona
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una descomposiciéon de la cohomologia a valores complejos, incluyendo repre-
sentantes armoénicos para la segunda. Los rangos de los grupos de cohomologia
asociados a dichas descomposiciones proporcionan los invariantes topoldgicos
mas importantes. El primero en estudiar estas descomposiciones de una forma
sistematica fue W.Hodge; por ello, la descomposicién de la cohomologia com-
pleja lleva su nombre.

Estas construcciones topoldgicas eran esencialmente conocidas a mediados
de los cincuenta. Entre otras cosas, proporcionan un soporte topoldgico para
el célculo de nimeros de interseccién asociados a bases de ciclos en variedades
algebraicas, formalizando los resultados de la Escuela de Geometria Algebraica
Ttaliana (liderada por F.Severi y sus colaboradores). Sin embargo, nada garan-
tiza que los representantes elegidos sean algebraicos, ni tampoco que las defor-
maciones a realizar para relacionar ciclos se realicen en la categoria algebraica.

El programa de A.Weil consiste en extender el enfoque topoldgico 6 dife-
rencial al marco algebraico. Las contribuciones mds importantes tienen lugar
a finales de los cincuenta por parte de J.P.Serre y A.Grothendieck con la in-
troduccion de los haces algebraicos coherentes, la cohomologia a valores en un
haz coherente y el desarrollo de una dualidad que extiende las cohomologias
con coeficientes constantes anteriores (DeRham, Dolbeault, Hodge). Estas cues-
tiones se abordan con més detalle en la introduccién s los médulos 3 (haces
y cohomologia) y 4 (Superficies y Ciclos Algebraicos), por lo que se remite a
dichos médulos para mas detalles.

Sobre una variedad algebraica o analitica, existen diferentes tipos de pun-
tos. Una primera distincién concierne a puntos regulares vs puntos singulares;
otras distinciones mas finas conciernen a puntos con coordenadas complejas,
reales, racionales o a valores en otro cuerpo. Por otro lado, los puntos singu-
lares pueden aparecer con elevada multiplicidad, que se representa como una
informaciéon “embebida” dentro de fibras especiales a las que puede degenerar
la fibra genérica.

Si cada uno de estos objetos algebraicos lo representamos como una “fibra”
(stack), la variacién que puede aparecer en la fibra presenta un comportamien-
to mucho méas variado que en el caso de fibrados vectoriales, pudiendo incluir
singularidades a lo largo de la “evolucién” del sistema. Por ello, es necesario “de-
bilitar” la estructura inicial de fibrado, permitiendo “saltos” en las estructuras
algebraicas (anillos, cuerpos o mdédulos) asociadas a cada punto.

Las nociones clave para formalizar este punto de vista estdn dadas por preha-
ces y haces. La resolucién de ecuaciones en A-médulos (dependientes de cada
punto) o la obstruccién a dicha resolucién se lleva a cabo en términos de la
cohomologia a valores en un haz. En particular, la introduccién de haces F aso-
ciados a diferentes tipos de estructuras superpuestas a la variedad X permite
definir formalmente la cohomologia H*(X,F) a valores en un haz e introducir
la caracteristica de Euler-Poincaré del haz F como
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m m
XF) = SUB(F) = S (~1)rank(H'(X; F))
i=1 i=1
Estos tépicos se desarrollan de una forma sistemaética a partir del tercer médulo.
El fenémeno de la especializacion incluyendo cambios de multiplicidad y po-
sibles degeneraciones ya era conocido en la Geometria Enumerativa del iltimo
cuarto del s.XIX, pero su formalizacién se habia revelado como un problema
bastante dificil 1. A lo largo de los afios treinta se desarrollan diferentes versio-
nes de la nocién de especializacién (algebraica, topoldgica, diferencial), si bien
las relaciones entre las diferentes nociones son bastante complicadas de describir
19
Asi, p.e. la “especializaciéon” de un punto genérico a un punto singular cambia
el comportamiento de los datos més importantes relacionados con el anillo local
k[z]/I (donde I es un ideal) y los objetos asociados como el cuerpo de fracciones,
los médulos de derivaciones o los de diferenciales, o con mas generalidad los
diferentes tipos de tensores (productos de derivaciones y diferenciales, p.e.) que
podemos considerar sobre cada punto.

La informacién embebida que pueden contener puntos o, con méas genera-
lidad, “ciclos” en variedades 2°, se formaliza en términos de esquemas que se
presentan en el médulo Ass y se desarrollan con més profundidad en el médulo
Ass. Intujitivamente, un ciclo puro k-dimensional es una combinacién lineal de
(clases de equivalencia de) subvariedades k-dimensionales.

Asi, la nocién de ciclo proporciona un marco general para abordar el estudio
de variedades o, con mas generalidad, espacios algebraicos o bien analiticos X,
incluyendo eventualmente componentes singulares o inmersas (con multiplicidad
arbitraria). Asimismo, facilitan un soporte para el cdlculo de invariantes que se
describen en términos de la cohomologia a valores en un haz H. Las primeras
dificultades para la manipulacién formal de los ciclos (mediante operaciones
aritméticas) surgen en relacién con la diversidad de nociones de equivalencia
(racional, algebraica, homoldgica, numérica) para los ciclos y la presencia de
torsién.

Desde un punto de vista formal, es més sencillo desarrollar el enfoque fun-
cional, es decir, basado en estructuras superpuestas, de forma similar a como
se habia realizado en Geometria Diferencial en términos de dsitribuciones de
campos tensoriales. A la vista de las limitaciones formales que presentan los
fibrados 2! | el lenguaje de haces facilita la reformulacién de las propiedades
formales (J.P.Serre, FAC, 1956)..

Existen muchos tipos de haces que representan diferentes estructuras (dadas
localmente por sistemas de ecuaciones, distribuciones, sistemas de formas, etc)

18Fsta cuestién fue planteada por D.Hilbert como Problema Decimoquinto en su conferencia,
de Paris (1900) y dio lugar al desarrollo de la Teorfa de Interseccién a lo largo del s.XX

9Estas cuestiones se desarrollan en el médulo Azs (Geometria Enumerativa) de esta materia

20Intuitivamente, un ciclo k-dimensional Z es una combinacién formal Y, naVa de varie-
dades k-dimensional V.

21E] niicleo o el conticleo de un morfismo entre fibrados no tiene por qué ser un fibrado, p.e.
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superpuestas a X . La cohomologfa de Cech proporciona un método general para
calcular sus invariantes. La no anulacién de la cohomologia H(X; F) a valores
en un haz F representa la imposibilidad (obstruccién) de resolver el sistema de
ecuaciones de forma global.

La clase dual de esta cohomologia esta soportada por ciclos con topologia no-
trivial sobre las variedades o espacios. Por ello, las relaciones entre las clases de
cohomologia se traducen (por dualidad) en relaciones entre los ciclos. Como es
habitual, existen diferentes tipos de dualidad (Poincaré, Lefschetz, Pontrjiagine,
Hodge, p.e.). La cohomologia de haces desarrollada inicialmente por J.P.Serre
(1956) proporciona el punto de partida para todas ellas 22.

Desde el punto de vista dual, las cuestiones relacionadas con ciclos (como
combinaciones lineales formales de subvariedades) proporcionan una extensién
natural del estudio de subvariedades en Geometria Diferencial A;. Por ello, son
ubicuas en cualquier Geometria. En el caso de la Geometria Algebraica, los ciclos
cruzan transversalmente todos los médulos de esta materia Ag, apareciendo en
diferentes contextos tales como

1. La GA de curvas As; en relacién con los teoremas de Bézout, AF + BG
de Noether, o propiedades de series lineales (Castelnuovo, Severi), p.e.;

2. la GA de variedades algebraicas casi-proyectivas Az, en relacién con di-
ferentes bases de ciclos extendiendo (Hodge) el enfoque inicial de Picard-
Lefschetz, p.e.;

3. la cohomologia de haces Ass proporcionando el soporte para la dualidad de
Serre-Grothendieck en resultados centrales como el Teorema de Riemann-
Roch-Hirzebruch, p.e.;

4. GA de superficies Asy en relacién con cuestiones de clasificaciéon (Enri-
ques) o de deformaciones de divisores (Kodaira, Spencer) contenidas en la
superficie.

5. La Geometria Enumerativa Ass vinculados a los diferentes tipos de equi-
valencia, el cdlculo de nimeros de interseccion, o las propiedades de ad-
juncién, p.e.

6. Variedades de dimension tres Asg en relacién con propiedades del divisor
canénico (haz dualizante en el caso singular) o la clasificacién en términos
de los diferentes anillos de interseccién, p.e..

Ademss, la geometria de los ciclos estd presente en aplicaciones a la Fisi-
ca Tedrica como las relacionadas con el nimero de “cuerdas” (curvas raciona-
les) que proporcionan soluciones minimales en as Teorfas de Gran Unificacién
(GUT). En la parte IT de estas notas se introducen algunas aplicaciones bésicas
vinculadas a la gestién de “redes pesadas” en la Mecanica Computacional de

22Esta dualidad aparece por primera vez con toda su generalidad en la conferencia dada
por A.Grothendieck en el ICM de Edimburgo (1958) para haces coherentes
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Medios Continuos Bi, el seguimiento simultdneo en secuencias de video Bs, la

) )
gestién de la Navegacién Automatica en Robdtica B3 6 la “interaccion pesada”
entre diferentes agentes para Simulacién y Animacién en Informéatica Grafica
By.

0.1.4. Relaciones con otras areas matematicas

Las variedades algebraicas son ubicuas en todas las areas de Matemadticas y
sus aplicaciones. Ello se debe a que localmente estdn descritas por la anulacién de
polinomios que son las funciones més simples no-lineales que se pueden describir.
Por ello, aparecen de forma explicita o implicita en relacién con la simplificacion
de modelos inicialmente no-lineales que se formulan en el marco diferencial o
analitico. En particular, las expresiones polinomiales se pueden interpretar como
una “truncacién” del desarrollo de Taylor de dichas expresiones 23

El solapamiento con el Algebra Local (Conmutativa y Homoldgica) o la
Teoria Algebraica de Numeros es tan grande que a veces resulta imposible dis-
tinguir si se estd hablando de estas dreas o de Geometria Algebraica. De hecho,
para una gran cantidad de resultados hay un diccionario que permite transvasar
resultados entre dichas areas, como una cuestiéon de lenguaje. En esta subseccion
s6lo se consideran las dreas cercanas pero disjuntas (por razones de método o
de objetivos) con respecto a a la Geometria Algebraica.

No obstante y a pesar del empeno en borrar pistas o motivaciones proce-
dentes de otras areas, buena parte de los desarrollos se pueden rastrear en otras
areas. En particular, los haces de Partes Principales (Grothendieck) proporcio-
nan la version GAGA de los desarrollos que habian tenido lugar a finales de los
cincuenta y principios de los sesenta en relacién con la topologia de los espacios
de k-jets (Thom, Mather). La utilizacién de los Haces de Partes Principales para
cuestiones de contacto apenas alcanza a tratar la clasificacién de gérmenes de
funciones A43 y de aplicaciones A44 que se desarrolla en Topologia Diferencial
Ay

Algunas conexiones con la Topologia

La Topologia General o conjuntista se ocupa de problemas de caracterizacién
y clasificacion de espacios topoldgicos médulo homeomorfismos. La dificultad pa-
ra describir criterios efectivos de homeomorfismos motiva la introduccién de pro-
piedades (conexién, compacidad, etc) y la superposicién de PL- 6 PS-estructuras
asociadas a la Topologia Algebraica o la Diferencial, respectivamente.

Las condiciones de conexividad son cruciales para controlar el comporta-
miento de propiedades o caracteres por deformacién, incluyendo argumentos de
degeneracién. Las condiciones de compacidad son cruciales tanto desde el punto
de vista local (convergencia de sucesiones, p.e.) como global (mantenimiento de

23La equivalencia (modulo difeomorfismos o transformaciones bianaliticas locales) del k-jet
j*f con f € C"(n,p) es un tépico central en Topologfa Diferencial Ay
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propiedades por morfismos, construccion de subvariedades, finitud para morfis-
mos, p.e.).

De forma complementaria, la necesidad de mantener el marco algebraico,
motiva la introduccién de relaciones de equivalencia mas estrictas que permitan
garantizar que la deformacién de una variedad algebraica (resp. racional) siga
siendo algebraica (resp. racional). Este enfoque tiene aplicaciones inmediatas
al modelado 3D de objetos B4y 6 a la simulaciéon y animaciéon de objetos en
movimientos By, p.e.

Aunque una variedad algebraica sea un espacio topoldgico, una aplicacién
birracional no es, en general, un homeomorfismo (no estd siempre definida).
Sin embargo, en el complementario de un cerrado las propiedades topoldgicas
bésicas se pueden recuperar y resultan de gran utilidad para analizar componen-
tes conexas o morfismos propios, en relacién con la conexién o la compacidad,
respectivamente.

A mayores, la condicién de ser propio se mantiene para la composicién de
morfismos y cambios de base (incluyendo productos cartesianos). La condicién
de ser propio para morfismos birracionales juega un papel similar a las con-
diciones de compacidad en Topologia General. Estas condiciones justifican la
importancia del Teorema de Conexividad de Zariski o la ubicuidad de morfis-
mos propios en todo tipo de aplicaciones entre variedades.

Por otro lado, para variedades algebraicas que admitan un embebimiento
en un espacio afin o en un espacio proyectivo P}, es posible construir des-
composiciones (simpliciales, singulares o celulares) que facilitan el estudio de
propiedades extrinsecas (dependientes del embebimiento) de la variedad. La
aplicacién de Weingarten (extensién de la indicatriz de Dupin para curvas) es
clave en la Geometria Diferencial de Superficies para “controlar” la variacién
de la informacién normal. Las relaciones entre la Primera y la Segunda Forma
Fundamentales para Superficies en R? proporciona la clave para relacionar las
geometrias intrinseca y extrinseca de superficies.

El desarrollo de un anélisis similar en Geometria Algebraica para Variedades
eventualmente singulares es un poco mas complicado. Es necesario reemplazar
fibrado normal Ny,y de una subvariedad Y de X por el haz conormal. El
soporte del haz conormal proporciona los invariantes (clases de cohomologia)
que relacionan aspectos intrinsecos -asociados al fibrado tangente 7x (o el haz
cotangente Q2% en el caso singular) con aspectos extrinsecos relativos a cada
inmersién f : X — Y. Para ello, se sigue uan estrategia similar a la presentada
en Geometria Diferencial.

En Topologia Diferencial se muestran diferentes procedimientos para cons-
truir subvariedades usando embebimientos o submersiones verificando condi-
ciones adicionales de transversalidad. Estas estrategias se trasladan de forma
natural a la Geometria Algebraica. Esta reformulacién incluye el papel dual
jugado por el nicleo y el conticleo de morfismos entre variedades.

En particular, el estudio de inmersiones y embebimientos se describen usando
condiciones de “amplitud”; de forma similar, una extensién al caso singular de
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las submersiones a las fibraciones topolégicas Aoy permite desarrollar un estudio
de “familias” de variedades algebraicas o analiticas introducidas originalmente
de una manera mas informal en la Geometria Algebraica Italiana de la primera
mitad del siglo XX.

Desde un punto de vista global, la cohomologia ordinaria a valores en un
haz constante (singular, DeRham, Dolbeault) se extiende de forma natural a la
cohomologia a valores en un haz. Esta extension (que se desarrolla en el médulo
3) proporciona el marco para identificar cudndo un sistema de ecuaciones tiene
solucion o bien existen “obstrucciones” a la resolucion. Las obstrucciones pueden
estar asociadas al soporte topolégico de la variedad (agujeros, en el caso mds
sencillo de las superficies de Riemann asociadas a las curvas algebraicas) o bien
a las posibles deformaciones (dadas por sistema de ecuaciones, distribuciones o
sistemas de formas diferenciales dados sobre la variedad).

Sin embargo, de la misma forma que en Geometria Diferencial, las distribu-
ciones o los sistemas no proporcionan informacién intrinseca. Para obtenerla de-
bemos restringirla a (potencia de) el divisor canénico. El “control en la variacién
de la forma” se lleva a cabo usando el elemento de volumen dado por el divi-
sor canénico Ky := A"Q% y sus potencias K§™ (denotado cldsicamente como
mKx en la Geometria Algebraica Italiana). Intuitivamente, se puede interpre-
tar como “autointersecciones sucesivas”. El anillo canénico @,>0H°(X, mKx)
estd finitamente generado (Zariski)

Desde un punto de vista mas clasico y como extension de los métodos proyec-
tivos, la recuperacion de la geometria de variedades se llevé a cabo inicialmente
usando proyecciones y secciones hiperplanas. Ambos métodos forman parte del
nicleo de la Geometria Descriptiva desarrollada inicialmente por G.Monge a
principios del s.XIX.

= Los métodos basados en proyecciones se reformulan algebraicamente en
términos del lugar de ramificacién de un morfismo propio, cuya primera
version se debe a Riemann-Hurwitz para curvas algebraicas complejas. Las
relaciones entre invariantes birracionales y caracteres proyectivos estan
dados en el caso de curvas por las férmulas de Pluecker y en el caso de
sueprficies por las de Cayley, Salmon, Zeuthen y Pieri.

= Los métodos basados en secciones hiperplanas reducen la dimensionaloi-
dad y se extienden al estudio de sistemas completos asociados a secciones
mediante secciones por hipersuperficies de grado suficientemente alto. El
problema de Castelnuovo consiste en identificar el grado minimo de las
hipersuperficies que cortan un “sistema lineal completo”.

Todas estas cuestiones se reformulan en términos de propiedades de potencias
de los divisores candnicos que corresponden a propiedades de auto-interseccion
del “flujo de volumen” (visualizable como conjunto de restricciones simultdneas
de cara a las aplicaciones). En el caso cldsico se describen en términos de diferen-
tes tipos de “adjuntas” que verifican condiciones de “incidencia” con respecto
al lugar singular y que “describen completamente” una variedad X a partir de
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las secciones por sistemas lineales de hipersuperficies con condiciones prefijadas
24

El célculo de la “dimensién de las adjuntas” (extensién de condiciones de
incidencia y adyacencia de la Geometria Algebraica Proyectiva) se reformula en
términos del rango de fibrado vectoriales (o haces localmente libres) que repre-
sentan la generalizacién de las condiciones proyectivas (incidencia y tangencia)
“restricciones estructurales”. Los teoremas tipo Riemann-Roch que aparecen en
diferentes médulos de esta materia proporcionan herramientas para el calculo
de dicha dimensién. Un tratamiento méas detallado de las “adjuntas” se presenta
en el capitulo 5 del médulo Ass; (Geometria Enumerativa).

Paralelismo con la Geometria Analitica

El Algebra Local proporciona un lenguaje comun para las Geometrias Alge-
braica y Analitica, pues permite construir el anillo local en un punto y construir
el haz estructural Ox , de las funciones regulares en el punto. En ambos ca-
sos se trata de un anillo noetheriano y ello facilita la formulaciéon conjunta de
resultados para ambos casos.

En un punto singular z € X de una hipersuperficie X ¢ K**+! la existencia
de k soluciones para la forma local z,11 = f(z1,...,2,) de la hipersuperficie
X da lugar a n “hojas”. En el caso analitico, cada “hoja” estd dada por un
funcién que converge para un pequeno entorno U de x € X. En el caso de
curvas, el grupo de monodromia actia intercambiando las hojas a las que se
llama “ramas”; los aspectos topoldgicos de este caso se han presentado en el
médulo Az4 (Topologia Geométrica).

El caso mas sencillo corresponde a singularidades aisladas de hipersuperficies
complejas, que fue estudiado por Milnor (1965) usando métodos topolégicos 2°.
Este andlisis fue extendido a (gérmenes de) singularidades de intersecciones
completas por Looijenga (1985) y a singularidades Gorenstein (haz dualizante
inversible) por varios autores a lo largo de los 1980s en mutua interaccién con
las Singularidades de Gérmenes de Apllicacioines A44 en Topologia Diferencial.

Ni siquiera este andlsiis es suficiente para abordar singularidades relativa-
mente sencillas como las que proceden de proyecciones genéricas. Un ejemplo
no trivial estd dado por los puntos estacionarios de una threefold compleja con
singularidades ordinarias X C CP*. Los puntos estacionarios proceden de la
interseccién de la curva de puntos triples cuyo punto genérico tiene anillo lo-
cal completado C[[z,y, z,t]]/(zyz) con la curva de puntos pinzados cuyo punto
genérico tiene anillo completado dado por C[[z,y,x,t]]/(y* — 22%2).

El ejemplo de los puntos estacionarios muestra que, aunque X sea una hiper-
superficie (por ello interseccién completa y a mayores Gorenstein), sin embargo,

24 Algunas aplicaciones bésicas para el caso racional proporcionan la clave en el médulo By
( Modelado Geométrico) de la materia By (Computer Graphics).

25Ver médulo A43 (Singular Function germs) de A4 (Differential Topology) para méis deta-
lles.
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las ramas de puntos singulares pueden presentar comportamientos algebraica-
mente complicado (en el caso anterior tipo Cohen-Macaulay). Afortunadamente,
en el caso mencionado la normalizacién de la transformada de Nash es la cla-
ve para la resolucién de singularidades (JF, 1987), sin necesidad de utilizar la
estrategia general de desingularizacién de Hironaka (1963)

Estas observaciones muestran la profunda imbricacién entre métodos alge-
braicos, diferenciales y analiticos para resolver tanto cuestiones globales relativas
a hipersuperficies X C CP*. Desde un punto de vista global, el pegado de los
anillos locales y la consideracién de estructuras algebraicas superpuestas se for-
mula en términos de haces. Este lenguaje proporciona el soporte para extender
los resultados de anulacién de la cohomologia de recubrimientos ciclicos (Es-
nault y Vieweg, 1985) a recubrimientos ramificados donde varias ramas pueden
solaparse (puntos fijos para la accién del grupo de monodromia generalizado).

Un caso particularmente importante concierne a los haces coherentes. Los
resultados para la cohomologia de haces coherentes son los mismos en las ca-
tegorias algebraica y analitica (FAC, J.P.Serre, 1955). El desarrollo conjunto
de ambas Geometrias en términos de Haces se debe sobre todo a J.P.Serre y
A.Grothedieck; en el médulo 3 se presenta una introduccion a dicho desarrollo.

Intuitivamente, los haces (casi-)coherentes estdn vinculados a la geometria
de la variedad base (de forma andloga que los fibrados vectoriales con respec-
to a la variedad base M). En particular, pueden ser descritos en términos de
“resoluciones proyectivas cortas” que extienden la nocién de submersién pa-
ra aplicaciones entre variedades suaves. En la mayor parte de los desarrollos
presentados en esta materia, los haces son (casi-)coherentes.

Sin embargo, en las aplicaciones a Ingenieria que aparecen en la parte II esta
condicién no tiene por qué verificarse. En un lenguaje més a ras de tierra, hay
fenémenos que aparecen en la Cinematica o en la Dindmica que “no descienden”
al espacio base. Este tipo de fenémenos son bien conocidos clasicamente:

= Los ejemplos cinemdticos mas sencillos corresponden a la falta de holo-
nomia de una conexién que se ha comentado ya en Geometria Riemanniana
A1s (de utilidad para control de vehiculos en presencia de deslizamiento,

p.e.).

= Otros mas sofisticados aparecen ligados a fenémenos dinamicos no-lineales
que no pueden ser aproximados por modelos tensoriales Ai3. Estas cues-
tiones més avanzadas se desarrollan en el médulo By; (Computational
Dynamics) de la materia By (Computational Mechanics of Continuous
Media).

Estos problemas son més tratables en presencia de simetrias asociadas a la
representacién de un grupo G. Los casos mds relevantes para Mecdnica (como
extensién de la Geometria) corresponden a grupos finitos discretos (subgru-
pos de los grupos simétrico y alternado), grupos continuos finito-dimensionales
(como los grupos cldsicos, p.e.) o grupos infinito-dimensionales (subgrupos del
psudo-grupo de las C"-equivalencias). Esta jerarquia algebraica entre grupos (y
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sus correspondientes dlgebras) aparece en esta materia y todas las siguientes (in-
cluidas las de la parte II). Por ello, es conveniente introducir algunos rudimentos
desde el punto de vista de Grupos Algebraicos.

Grupos e invariantes

En una primera aproximacién, un grupo algebraico es un grupo definido por
polinomios sobre un cuerpo k. El grupo lineal general GL(n; k) es un grupo alge-
braico. Otros grupos algebraicos son el grupo grupo especial lineal SL(n; k), el
grupo ortogonal O(n; k) y la interseccién SO(n; k) de ambos. De hecho cualquier
subgrupo cerrado del grupo lineal general GL(n; k) es un subgrupo algebraico.
Los problemas generales a resolver son la generacién finita del anillo de fun-
ciones G-invariantes y, en el caso afirmativo, la identificacién de un sistema de
generadores.

El objetivo inicial de la Teoria Algebraica de Invariantes (Cayley, Sylvester,
Gordan, Hilbert) en la segunda mitad del s.XIX era la identificacién de las
funciones f que permanecen G-invariantes por la accién de un grupo clésico.
Posteriormente, la restriccién de este enfoque a polinomios, funciones analiticas
o diferenciables da lugar en el ultimo tercio del s.XX al desdoblamiento de
la Teor{a de Invariantes en sus vertientes geométrica (D.Mumford), analitica
(H.Cartan) o diferencial (P.J.Olver). La extensién de este enfoque a estructuras
superpuestas (fibrados, haces, distribuciones) da lugar a toda clase de problemas
en su mayor parte ain abiertos.

En esta materia Ag, s6lo se aborda la extension del enfoque original a la
Teoria Geométrica de Invariantes; esta extensién concierne inicialmente al anillo
k[V]€ de funciones G-invariantes (por la accién de un grupo reductivo G) que
estdn definidas sobre una variedad casi-proyectiva V. Este estudio fue llevado a
cabo por D.Mumford (medalla Fields en 1974) a partir de mediados de los 60
(la primera edicién del libro de D.Mumford es de 1965).

El desarrollo de esta teoria, pone en escena la necesidad de estudiar los
invariantes sobre clases de equivalencia de variedades o, con mas generalidad,
esquemas (moduli), asi como las clases de equivalencia de las estructuras cons-
truidas sobre dichos espacios (fibrados, fibraciones, haces). Una buena referencia
es [Mum94] 26

Por ello, la Moderna Teoria Geométrica de Invariantes trata del estudio de
espacios de moduli para variedades y estructuras locales (stacks) mediante la
accién de grupos (no necesariamente reductivos) o grupoides (no necesariamen-
te definidos sobre toda la variedad). Este enfoque ampliado da lugar a nuevos
conceptos relativos a cocientes de variedades (de forma similar a las orbifolds
de Topologfa Geométrica, p.e.) as{ como clases de estructuras superpuestas lo-
calmente G-invariantes (moduli de fibrados o de haces).

26D.Mumford, J. Fogarty, and F.Kirwan: Geometric Invariant Theory (3rd ed), Springer-
Verlag, 1994.
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Las estrategias hibridas para este estudio utilizan una combinacién de he-
rramientas algebraicas (representacién de grupos y algebras no necesariamente
reductivas, p.e.), diferenciales (extensién de las variedades localmente simétricas
utilizadas en Geometria Diferencial a cocientes geométricos, p.e.), topoligicas
(estabilizacién de elementos inestables, p.e.) y analiticas (parametrizacién local
de espacios de moduli, p.e.). Como el problema inicial es bastante dificil, se
introducen restricciones relativas al soporte (para obtener una estructura como
cociente geométrico, p.e.), a las estructuras (diferentes tipos de estabilidad pa-
ra los fibrados, p.e.) 6 a los grupos (tipo gauge en relacién las aplicaciones a
las GUT en Fisica Tedrica, p.e.). Estos tépicos exceden el cardcter introducto-
rio de estas notas; por ello, para terminar, se comentan algunos aspectos mas
“sencillos”:

Desde el punto de vista topoldgico, se pueden distinguir (al menos) dos lineas
clésicas de desarrollo que conciernen a

= la extensién del grupo fundamental a recubrimientos de variedades alge-
braicas o analiticas (grupo fundamental para revestimientos étales, grupo
de monodromia para estudiar el comportamiento de las ramas en entorno
de singularidades aisladas);

= la extensién de los métodos basados en (co)homologia sobre todo para
el caso de soporte compacto que proporciona métodos efectivos para el
calculo de la cohomologia de Cech.

En el médulo Asz (Sheaves, Cohomology and Schemes) se introducen las
herramientas topolégicas bésicas para abordar este tipo de problemas. Otra
linea de investigacion que sélo se comenta tangencialmente concierne al estu-
dio topoldgico de las G-estructuras (iniciado por D.C.Spencer) sobre variedades
no necesariamente complejas que se presenta en el médulo 3 (en el contexto
de haces), mostrando algunas aplicaciones en el médulo 4 (Superficies) de esta
materia. Un reto dificil es la extensién de estos métodos a variedades tridimen-
sionales (eventualmente analiticas) cuyos aspectos bdsicos se presentan en el
médulo 6 (Threefolds).

Para describir la Geometria de las Subvariedades de una Variedad Algebraica
se introducen diferentes tipos de relaciones sobre ciclos (combinaciones lineales
formales de variedades) que permiten abordar y reformular de forma rigurosa
la Teoria de Interseccién, asi como la identificacién de los ciclos que soportan la
obstruccién a problemas de resolucién de sistemas de ecuaciones (algebraicas,
analiticas, diferenciales)o de prolongacién 27. Una vez identificada la estructura
multiplicativa, el calculo del rango o de las dimensiones de los objetos algebraicos
asociados (grupos, anillos, mdédulos) a las clases de ciclos proporciona invariantes
que son fundamentales para los problemas de clasificacién. Estos tépicos son
ubicuos en Geometria Algebraica y se abordan en diferentes capitulos de los
modulos 3 y siguientes del curso.

27En este curso, no se abordan las aplicaciones relacionadas con Teorfa de Niimeros
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Elementos de Geometria Algebraica Computacional

La Geometria Computacional proporciona un esquema muy simple que se
basa en modelos geométricos, algoritmos y diferentes sistemas de bases de datos.
La sencillez de este esquema y la potencia de calculo para cientos de miles de
datos ha potenciado la utilizacién de estas herramientas y sus aplicaciones a
areas tan diferentes como los Sistemas de Informacién Geograficos, la Robética,
la Informética Grafica o la Visién Computacional 28.

El marco computacional para el desarrollo de estas herramientas es la Pro-
gramacion Orientada a Objetos (OOP). Los diferentes lenguajes tipo C (inclu-
yendo C++, C#, etc) y variantes de Java, proporcionan un soporte para la
Programacion y un tratamiento modular que facilita el transvase de informa-
cién y la reutilizacion del software en areas interconectadas. La incorporacion de
herramientas para el reconocimiento semi-automatico ha permitido desarrollar
sistemas capaces de adaptarse en tiempo real a requerimientos cambiantes.

De una forma maés especifica, esto ha sido posible por el desarrollo de dife-
rentes tipos de Sistemas Expertos que proporcionan patrones para fenémenos
que pueden evolucionar dependiendo de las condiciones iniciales o las condicio-
nes frontera (como en las EDP o, en términos més intrinsecos, para campos
que actian sobre variedades). Por ello, estdn especialmente bien adaptadas a
sistemas dindmicos con coeficientes variables, algo que es tipico de estructuras
deformables como las que aparecen en cualquier Geometria.

Lamentablemente, aiin no existe una herramienta tan compacta en el te-
rreno de la Geometria Algebraica Computacional 2°. De entrada, las ecuaciones
deben ser introducidas a mano, lo cual ralentiza las aplicaciones e imposibilita
cualquier respuesta on-line (el tiempo real es una entelequia en este contexto).
En el caso de familias de ecuaciones dependientes de pardmetros, la modifica-
cion en los parametros también se lleva a cabo de forma manual, aunque la
respuesta es habitualmente muy rapida. Ello permite realizar experimentos off-
line que permitan detectar cambios morfolégicos asociados a valores criticos de
los pardmetros de los que depende un sistema.

Béasicamente, a finales de los noventa, habia dos aproximaciones de tipo
procedural basadas en herramientas de calculo simbdlico y anélisis numérico:

= Las herramientas mds significativas para el Cdlculo Simbdlico son Maple,
Singular,

= Las herramientas mas significativas para el Cdlculo Numérico aplicado a
Variedades son Mathematica, Matlab, Scilab

Desde principios del s.XXI, la actividad en este terreno presenta un caracter
exponencial y resulta muy dificil dar una panoramica global. La mejor referencia

28Para més detalles sobre dichas aplicaciones ver los apéndices a mis apuntes del Curso de
Geometria Computacional

29Ver no obstante http://www.scipy.org/topical-software.html el mayor repositorio que co-
nozco relacionado con herramientas software para el desarrollo computacional de métodos
geométricos y sus aplicaciones



38 INDICE GENERAL

para las lineas mas relevantes se encuentran en los enlaces que aparecen relacio-
nados con el Curso 2006-07 que el IMA organiz6 en torno a las aplicaciones de
la Geometria Algebraica 3°

30ver http://www.ima.umn.edu/2006-2007/ para detalles y enlaces
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0.2. Antecedentes y evolucién

La motivacién méas inmediata procede de la descripciéon de la Geometria
Algebraica como la asociada a la resolucién de ecuaciones algebraicas sobre un
cuerpo F. Este problema presenta diferentes aproximaciones que etiquetamos
como

= aritmética relacionada con la Teoria (Algebraica o Analitica de Niumeros);

= geométrica relacionada con la representacién de los lugares de ceros de
polinomios;

= topoldgica relacionada con la conservacién de las propiedades aritméticas
o geométricas por diferentes tipos de deformacion;

= analitica relacionada con la convergencia o la prolongacién de las solucio-
nes encontradas.

Cada una de estas aproximaciones da lugar a diferentes dreas de las ma-
tematicas que se “intersecan” sobre los objetos geométricos comunes de referen-
cia (variedades y morfismos entre variedades). Para mantener estos apuntes en
una extension razonable, es necesario acotar los problemas que se van a abordar.
A pesar de su importancia, no se van a abordar las cuestiones de tipo aritmético,
pues hay otras materias donde se desarrollan con mas detalle las herramientas
correspondientes.

Ademis, sélo se consideraan los aspectos analiticos que admiten una formu-
lacién algebraica comtun con el enfoque geométrioc clasico. La restriccion a los
aspectos geométricos (reformulados en términos de Algebra Local) y topoldgicos
(reformulados en términos de estructuras superpuestas como haces y su coho-
mologia), extiende de forma natural la distincién cldsica entre Geometria Local
y Global .

Otra distincién béasica complementaria de la anterior es la que procede de
la Geometria Intrinseca (independiente de cualquier sistema de coordenadas
locales) y Geometria Extrinseca (asociada a un embebimiento o, con més ge-
neralidad, una inmersién). El Algebra Local y sus extensiones (en el marco de
esquemas) proporciona el lenguaje natural para abordar las cuestiones relacio-
nadas con la Geometria Intrinseca. La Geometria Diferencial y sus extensiones
(en el marco de fibrados normales y haces conormales) proporciona el lenguaje
natural para abordar las cuestiones relacionadas con la Geometria Extrinseca.

La mayor parte de los desarrollos llevados a cabo entre los afios cincuenta
y setenta del siglo XX tienen lugar en el marco intrinseco. Las relaciones del
enfoque intrinseco con el extrinseco (bien conocidas en Geometria Diferencial)
se desarrollan en Geometria Algebraica a lo largo del dltimo cuarto del siglo
XX. Los Teoremas tipo Riemann-Roch y los resultados asociados al lugar de
ramificaciéon de morfismos proporcionan paradigmas para las relaciones entre
aspectos intrinsecos y extrinsecos. La cohomologia a valores en un haz propor-
ciona el lenguaje natural para la formulacién de este tipo de resultados.
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La Teoria de Esquemas de Grothendieck proporciona un marco general pa-
ra conectar los enfoques intrinseco y extrinseco, incluyendo la independencia
con respecto al cuerpo base, el caso singular, el analisis de componentes inmer-
sas, las aplicaciones a la Teoria de Numeros o las conexiones con la Topologia
Algebraica. De forma complementaria, la cohomologia de haces definidos sobre
variedades (o, con més generalidad, esquemas o espacios analiticos) proporciona
el lenguaje natural para conectar los aspectos locales y globales.

El formalismo de esquemas y de cohomologia de haces no es elemental vy,
por ello, no se desarrolla hasta el module As3. En los dos primeros modules se
desarrollan enfoques maés clasicos para curvas algebraicas Az, 6 variedades casi-
proyectivas Ass . Los invariantes y las relaciones se calculan mediante procedi-
mientos clasicos mas sencillos e intuitivos. Con ello, se pretende no sélo motivar
este enfoque mas abstracto, sino mostrar las conexiones con otras Geometrias
(Diferencial o Analitica, sobre todo) y las herramientas topoldgicas utilizadas
en dichos contextos.

En otras palabras y contrariamente a lo que los EGAs y SGAs parecen
sugerir, la Teoria de Esquemas no surge de la mente privilegiada de Grothendieck
como Minerva con su armadura cuando nace de la cabeza de Zeus: Hay una gran
cantidad de Geometria y de Topologia desarrollada previamente que motivan el
marco de esquemas, por un lado, y otra gran cantidad de resultados que no se
han formulado ni compensa intentarlo en el lenguaje de esquemas. Una mayor
generalidad no aporta nada y, en ocasiones, contribuye a oscurecer el significado
de los resultados. Por ello, en los modules A3; y Ass se desarrolla un enfoque
clasico para formalizar la intuicién y hacer mas accesible el contenido.

Para facilitar la comprension de contenidos, es muy importante disponer de
un bagaje conceptual y de resultados procedentes de las diferentes aproxima-
ciones a la Geometria Algebraica que se han desarrollado desde mediados del
siglo XIX. De acuerdo con esta idea, se han organizado los materiales de es-
ta seccién en cuatro subsecciones relacionadas con las motivaciones histéricas,
desde diferentes puntos de vista que etiquetamos como trascendente (estudio de
integrales sobre formas con soporte una curva compleja), analitico (en relacién
con problemas de convergencia y prolongacién) y topolégico (que proporciona
el marco para conectar los aspectos locales con aspectos globales).

0.2.1. Algunas motivaciones historicas

Una de las mejores referencias para entender la Geometria Algebraica en su
contexto histérico son los dos libritos de J.Dieudonné publicados en P.U.F. 3!,
Una presentacién mas exhaustiva con elementos graficos muy cuidados se puede
ver en Easton (2010) 32. Desde un punto de vista algebraico, una aproximacién

31En https : / /www.maa.org/sites/default/ files/pdf /uploadiibrary/22/Ford/Dieudonne.pdf
se puede ver una versiéon reducida muy util
32http : / Jwww.robertweaston.com/wp—content /uploads/documents/presentations/ History, f algebraicgeometrs
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més completa se puede ver en Abhyankar (1976) 33

Los precursores

J.Dieudonné analiza en su excelente exposicién sobre la Historia de este
area, identifica dos perfodos iniciales que califica como Prehistoria (hasta 1630)
y exploracién (1630-1795) que no se comentan aqui. A continuacién etiqueta
como edad de oro de la Geometria Proyectiva (1795-1850) que van desde la
Fundacién de ’Ecole Polytechnique y la ENS por parte de Napoleén Bonaparte,
asi como su extension a otros paises europeos a principios del s.XIX.

El primer tratado sobre Geometria Proyectiva se debe a J.V.Poncelet 3%.
Algunas de las contribuciones mas relevantes aparecen ligadas a la introduccién
de los principios de continuidad y de dualidad, la extension de la razén doble
(como invariante fundamental de la Geometria Proyectiva) a configuraciones
geométricas o el tratamiento sistematico de propiedades de objetos geométricos
utilizando secciones y proyecciones como extension de los métodos de Geometria
Descriptiva desarrollados por G.Monge.

El tratado de Poncelet proporciona una de las lineas méds relevantes para la
extension de los métodos proyectivos para el estudio geométrico de figuras en
el espacio. El desarrollo de técnicas algebraicas y topoldgicas permite extender
este estudio a lo largo de los siglos XIX y XX a sistemas lineales de variedades
(incluyendo posteriormente nociones de amplitud) y morfismos propios en la
terminologia de mediados del s.XX. 3°

Una aproximacion trascendente: Abel, Cauchy

A lo largo del primer tercio del s.XIX se desarrollan métodos geométricos
basados en Geometrias Descriptiva (Monge) y Proyectiva (Poncelet) y el desa-
rrollo incipiente de la Geometria Diferencial intrinseca (Gauss) y Extrinseca
(Weingarten). De forma paralela a estos desarrollos geométricos, otras lineas de
investigacién que surgen en la misma época desde el marco del Andlisis Complejo
proceden de

= el estudio de las integrales elipticas de formas diferenciales (aditividad
demostrada por Euler)

= la extension del célculo integral a la integracién de formas diferenciales
sobre curvas algebraicas complejas (iniciada por H.N.Abel, 1826-29);

= el Anélisis de Funciones de Una Variable Compleja (Cauchy, 1829).

33http://poncelet.math.nthu.edu.tw/disk5 /js/biography /abhyankar.pdf

34Traité des propriétés projectives des figures. Paris (1822)

35En http : //www.cis.upenn.edu/ jean/gma — v2 — chap5.pdf se puede ver una excelente
aproximacién a la Geometria Algebraica (realizada por J.Tate) desde el punto de vista de la
Geometria Proyectiva.
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La existencia de funciones continuas que no son derivables en un punto (casi
obvio en el marco lineal a trozos) marca una ruptura entre los métodos geométri-
cos y los analiticos que va a ser una constante a partir de la primera mitad del
s. XIX.

La dicotomia entre métodos algebraicos y trascendentes para el estudio de
objetos geométricos se mantiene hasta la actualidad, a pesar del desarrollo del
programa de A.Weil (1952) cuyo objetivo tltimo es la algebrizacién de los méto-
dos trascendentes desarrollados en Topologia Algebraica y Diferencial. La recu-
peracion de la convergencia entre métodos algebraicos y analiticos se lleva a cabo
por J.P.Serre a partir de mediados del s.XX usando una extensién de métodos
del Algebra Local en el marco de la Teoria de Haces Asz.

El enfoque analitico: Riemann, Hurwitz, Weierstrass

Las dificultades ligadas al tratamiento de las propiedades analiticas de las
funciones multivaloradas definidas sobre superficies reales y sus integrales, die-
ron lugar a un enfoque mas cualitativo. El primer tratamiento del problema
se debe a N.H.Abel (1802-1829) en relacién con la imposibilidad de calcular de
forma exacta las integrales de formas diferenciales relevantes para la longitud de
arco en curvas sencillas (la elipse que da lugar a las llamadas integrales elipticas,
p.e.). En el primer cuarto del s.XIX no se conocfan las propiedades de formas
diferenciales sobre curvas algebraicas complejas, ni el cédlculo de residuos, ni
tampoco existia el formalismo apropiado para las propiedades de periodicidad
mas simples de las funciones elipticas. Hay que esperar a los primeros traba-
jos de A.L.Cauchy y, sobre todo, de B.Riemann para disponer de un aparato
conceptual apropiado.

El enfoque trascendente estd centrado en propiedades que se puedan defi-
nir més facilmente en términos de ciclos no topoldgicamente triviales (curvas
no contractibles con las propiedades mas sencillas desde el punto de vista del
operador borde) y cociclos (funcionales sencillos definidos sobre ciclos). En un
lenguaje mas moderno se podria decir que los primeros desarrollos estaban mo-
tivados inicialmente por las dificultades para trabajar con diferenciales definidas
sobre curvas y los operadores integrales asociados para los cuales sé6lo se disponia
de propiedades de periodicidad (Cauchy).

La conexién entre los enfoques trascendente y analitico resuelven estas difi-
cultades y son posibles gracias a varios trabajos de B.Riemann desarrollados a
mediados del s.XIX. Para comprender la relevancia de estos trabajos es nece-
sario utilizar métodos topoldgicos sobre las variedades (inicialmente, superficies
de Riemann) desarrollados por B.Riemann; en cierto modo, son la continuacién
natural de algunas de las ideas esbozadas por N.H.Abel. La idea intuitiva de
Riemann para el estudio de funciones multivaloradas sobre una curva algebraica
C consiste en realizar una coleccién de cortes sobre la superficie real S(C) que
la representa hasta conseguir que el dominio sea simplemente conexo.

Por ello, la clave para reducir los diferentes problemas (prolongacién analiti-
ca, extensién de formas diferenciales, integracién) es topoldgica: reduccién a
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espacios que topolégicamente se comporten como el espacio ordinario (aunque
originalmente estén curvados y puedan tener agujeros), en cuyo caso la funcién
se convierte en univalorada. El Teorema de la aplicaciéon de Riemann muestra
que dicho dominio es bi-holomérficamente equivalente a C 6 al interior del disco
unidad. 36

El enfoque topolégico: Riemann, Picard, Poincaré

Las contribuciones mds importantes de B.Riemann (1826-1866) a la Topo-
logia se suceden a lo largo de casi 20 memorias que escribe tras su disertacion
de 1856. Conciernen a aspectos tales como:

= El orden de conexién para convertir en simplemente conexa, con el andlisis
del comportamiento de las diferenciales algebraicas (Abel) y las propieda-
des de sus integrales, como precedente del andlisis de periodicidad que se
desarrolla sobre todo a partir de mediados del s.XX.

= Las transformaciones topolégicas (para “controlar” el tamano y las apa-
riencias) y algebraicas (de tipo birracional) que muestran las profundas
interconexiones entre las Geometrias Analitica y Algebraica (desarrollo
sistemé&tico conjunto a partir de mediados del s.XX)

= Un primer esbozo de la clasificaciéon de superficies compactas y orientables
que sera completado por H.Poincaré a finales del s.XIX.

= Un inicio del estudio de variedades n-dimensionales (precedente de la Geo-
metria Diferencial o la Analitica de Variedades), junto con posibles inva-
riantes para dichas variedades.

Dos elementos importantes que se extienden a dimensién arbitraria proce-
den de la nocién de “carta” y de la nocién de “corte” para convertir un dominio
arbitrario en otro simplemente conexo. La nocién de carta actualmente se in-
terpreta en términos puramente topolégicos, pero que inicialmente procede del
estudio de condiciones para garantizar la prolongacion analitica

La coleccién de “cortes” que convierten la variedad original en una simple-
mente conexa (cada lazo es contractible a un punto) proporciona uno de los
puntos de partida para el desarrollo de los métodos topoldgicos llevados a cabo
por Poincaré y Picard. Esta operacion transforma las funciones multivaloradas
definidas sobre el espacio topolégico original en funciones univaloradas sobre
un dominio, lo cual simplifica el tratamiento analitico de los problemas antes
mencionados.

C.Picard (1856-1941) es el primero en llevar a cabo un estudio sistemé&tico
de los diferentes tipos de formas diferenciales sobre una curva algebraica (o so-
bre la superficie de Riemann asociada). La relacién con el enfoque dual (basado
en divisores) da lugar a la obtencién de invariantes asociados a la estructura

36Este Teorema fue extendido a superficies de Riemann arbitrarias por F.Klein y H.Poincaré
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diferencial compleja de la curva. La introduccién de relaciones de equivalencia
algebraica entre divisores sobre una variedad permite extender el enfoque origi-
nal a dimensién arbitraria con el grupo de Picard como invariante algebraico.

La descripcién moderna del grupo de Picard como H'(X, O%) es analitica.
Sin embargo, pone de manifiesto la profunda unidad que hay entre los aspectos
vinculados a la topologia vinculada a las integrales de formas (médulo periodos),
como duales de (clases de equivalencia algebraica de) divisores, por un lado, y
las cuestiones de prolongacién analitica (enfoque local) por otro, en la que los
periodos no juegan ningun papel.

Desde un enfoque puramente topoldgico para el caso real, Betti continia
la linea iniciada por J.B.Listing y B.Riemann en relacién con el nidmero de
cortes que es posible realizar sin desconectar la variedad (orden de conexién)
para tratar de calcular el nimero By de componentes conexas, el nimero 31 de
agujeros, el nimero §; de agujeros tridimensionales ... y asi sucesivamente.

En términos més formales, H.Poincaré introduce los numeros de Betti como
el rango de los grupos de homologia; por ello, son invariantes topolégicos o, con
mas precision, de la clase de homotopia. En virtud del teorema de coeficientes
universales, es indiferente el cuerpo sobre el que tomemos coeficientes; en otras
palabras, sélo depende de la combinatoria subyacente a la PL-estructura 37. El
calculo de los numeros de Betti permite asociar el polinomio de Poincaré

P(X,t) == Bo+ Pt + Bot®> + ... + Bat?

donde d = dim(X). La extension y formalizacién de este enfoque al caso alge-
braico da lugar a la funcién de Hilbert-Samuel que juega un papel fundamental
en la moderna Teorfa de Interseccién 38

En un marco puramente topolégico para el caso diferenciable (variedades
suaves 6 “lisas”) el célculo de los niimeros de Betti es bastante sencillo; en este
caso, por la dualidad de Poincaré se tiene que 3; = B4_;, por lo que el polinomio
de Poincaré “codifica” la informacién topoldgica global relevante para cualquier
variedad. En el caso algebraico complejo, los primeros resultados importantes
se deben a S.Lefschetz y W.Hodge a lo largo de la primera mitad del s.XX 39

0.2.2. El problema de la clasificacién

El problema de las clasificacion es el problema més importante en Geometria
Algebraica. Como siempre, se aborda en términos de variedades regulares o sin-
gulares. La resolucién de singularidades en caracteristica cero (Hironaka, 1963)
permite reducirse al caso regular. La dificultad del problema de clasificaciéon cre-
ce de forma exponencial con la dimensién (polinomio de Hilbert-Samuel). Por
ello, nos limitamos a variedades de dimensién < 3.

37Ver el Curso de Topologia Algebraica para detalles y complementos
38Ver médulo 5 para més detalles
39Para més detalles ver los médulos 2 y 4 de la asignatura
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La nocién de °emphmodelo minimal juega un papel fundamental en la Cla-
sificacién de Variedades Proyectivas Complejas 0. Intuitivamente un modelo
minimal es un model birracional de cualquier variedad proyectiva compleja, tan
simple como sea posible. La descripcién de modelos minimales adquire una com-
plejidad creciente en funcién de la dimensiéon D:

1. Para D = 1 la solucién (curvas racionales, elipticas e hiperelipticas) se
desarrolla en la segunda mitad del s-XIX. Riemann (1857) resuelve el
primer caso correspondiente al Teorema de Uniformizacién. Este resultado
proporciona el punto de partida para la Geometria Conforme. Ver A3 para
més detalles.

2. Para caso D = 2 la primera clasificacion de superficies algebraicas comple-
jas se realiza por Castelnuovo y, sobre todo, Enriques (1946). A principios
de los sesenta, esta clasificacion se extiende al caso analitico por Kodaira.
El seminario sobre Superficies Algebraicas de Shafarevich (1967) y el curso
de Beauville (1981) proporcionan las primeras revisiones auto-contenidas
de la clasificacién de Enriques-Kodaira (ver mdédulo As4 para una intro-

duccién). Un tratamiento mucho mdas complete se puede ver en [Bar8?]
41

3. El caso general es abordado por litaka [Iit82] 42 adaptando y aligerando
el lenguaje de esquemas. La especificacién de este enfoque al caso de th-
reefolds proyectivas complejas se lleva a cabo en el programa de Mori. La
construccién efectiva de transformaciones birracionales requiere un cuida-
doso estudio de los diferentes tipos de singularidades que pueden aparecer
(terminales vs candnicas) que M.Reid lleva a cabo en su tesis con Sha-
farevich y trabajos posteriores. El programa de Mori combina métodos
algebraicos, numéricos (procedentes de Teoria de Interseccién) diferen-
ciales (existencia de métricas) y analiticos (resolucién de singularidades)
disponibles en el caso complejo que se comentan en Asg.

Los items precedentes justifican el enfoque de este Curso hacia la Geometria
construida sobre C (o sobre cualquier cuerpo algebraicamente cerrado de carac-
teristica cero). Buena parte de los se extienden a la Geometria Algebraica Real,
pero sélo se mencionan de forma tangencial. Un tratamiento més detallado del
caso real aparece en relacion con las Estratificaciones en el médulo A5 donde
se utiliza la clasificacién (diferencial vs analitica) de singularidades de gérmenes
de aplicaciones f € C"(n,p) desarrollada en Agq

Para el caso de curvas algebraicas proyectivas complejas hay diferentes for-
mas de abordar el problema de clasificacién que han dado lugar a resultados de

40FE] caso general es actualmente inabordable debido a la no-disponibilidad de resolucién de
singularidades en caracteristica arbitraria.

41W Barth, C.Peters and A.Van de Ven: Caompact Complex Surfaces, Erg. der Math. un
ihrer Grenz. 3 Folge 2, Band 4, Springer-Verlag, 1984.

428 Titaka: Algebraic Geometry. An introduction to Birational Geometry of Algebraica Va-
rieties, GTMT76, Springer-Verlag, 1982.
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gran profundidad que permiten relacionar los aspectos algebraicos, analiticos y
diferenciales. El paradigma para este tipo de resultados estd dado por el Teo-
rema de Riemann-Roch, por un lado, y los Teoremas de Abel-Jacobi por otro,
que se corresponden con las aproximaciones algebraica y trascendente al estudio
de curvas algebraicas complejas (o si se prefiere superficies de Riemann) que se
aborda en el médulo As;. La Geometria Computacional Conforme proporciona
el soporte para las aplicaciones a la produccién de contenidos multimedia, entre
otras aplicaciones

El caso correspondiente a superficies algebraicas complejas es bastante mas
dificil que el caso de curvas algebraicas. No obstante, lo esencial de la clasifi-
cacion algebraica de las superficies algebraicas complejas fue demostrado por
G.Castelnuovo y F.Enriques a finales del s.XIX. Su estrategia hace un uso sis-
temético de propiedades de las potencias del divisor canénico Ky (dado por la
clase de la segunda potencia del haz de las diferenciales holomorfas en lenguaje
moderno) y de propiedades de interseccién de clases de divisores (enfoque de
Picard presentado al final de la subseccién anterior 43.

La utilizacién del divisor canénico resulta natural, no sélo porque proporcio-
na el ejemplo general mas simple sobre una variedad, sino porque representa el
“flujo de volumen” (curvatura total en el marco diferenciable) sobre una varie-
dad algebraica o analitica X. La clasificacion analitica de las superficies comple-
jas fue llevada a cabo por K.Kodaira en la década de los sesenta. La extension
a caracteristica arbitraria ha sido iniciada por E.Bombieri y D.Husemoller a
partir de los ochenta. 44

El caso correspondiente a variedades complejas tridimensionales (threefolds
en lo sucesivo) es mucho mds dificil y atin presenta una buena coleccién de
problemas abiertos. La idea inicial es la misma que para el caso de superficies
complejas, es decir, estudiar las potencias Kg?m del divisor candénico Kx (resp.,
el haz dualizante wx en el caso singular) y las propiedades de familias de (clases
de) ciclos sobre threefolds. En este caso, es necesario introducir diferentes tipos
de relaciones de equivalencia sobre ciclos y estudiar sus relaciones 4°.

Por analogia con el caso de superficies, la equivalencia numérica es inicial-
mente la mas interesante, pero habitualmente no contiene suficiente informacién
sobre el tipo de C"-deformaciones que se esta realizando; por ello, es necesario
considerar relaciones de equivalencia “mas finas”. De forma complementaria, la
construccién explicita de “resolucién parcial” de singularidades da lugar a mo-
delos minimales con singularidades mas sencillas. Una aproximacion sistemética
a este problema se ha desarrollado desde principios de los ochenta en el marco
del Programa de Mori 46

43Este enfoque se desarrolla en los médulos Age (versién cldsica) y Asg (versién moderna
en términos de haces)

44Estos tépicos se desarrollan con més detalle en el médulo Asy

45F] estudio de ciclos se aborda en el médulo 5 en relacién con el Curso sobre Teorfa de
Interseccién y sus aplicaciones a la Geometria Enumerativa impartido en 1983-84

46Estos tépicos se abordan en el médulo 6 en relacién con un curso impartido por M.Reid
en la Univ. de Valladolid en 1989
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Clasificacién de curvas algebraicas: Riemann, Fuchs y Poincaré

Segun una formulacién moderna, el Teorema de Uniformizacion de Riemann
dice que cualquier superficie de Riemann es equivalente a una de las tres formas
candnicas: la esfera unidad S?, el plano euclideo E? 6 el plano hiperbélico H?. La
forma de realizar esta equivalencia es mediante aplicaciones conformes. El caso
que presenta mayor dificultad concierne al plano hiperbélico H? y las transfor-
maciones asociadas dadas por PSL(2;R). La nocién de superficie de Riemann
es dificil de visualizar si no se dispone de modelos geométricos que faciliten una
“replicacion” de un patrén bésico que permita visualizar la curvatura. En el
caso hiperbdlico, la visualizacién de las transformaciones conformes requiere in-
troducir un “dominio fundamental” (paralelogramo, inicialmente) que se replica
de forma curvada sobre el objeto.

La teselacion resultante sobre la superficie curvada es la que proporciona
una visualizacién realista de la forma del objeto. Para poder llevar a cabo esta
replicacién, es necesario elegir un subgrupo discreto I' de PSL(2;R); el estudio
de estos subgrupos discretos fue iniciado por Fuchs; los grupos fuchsianos en
Geometria Hiperbdlica juegan el mismo papel que los grupos cristalogrificos
para la Geometria Euclidea. Algunos grabados de Escher proporcionan una re-
presentacién artistica excelente de teselaciones construidas sobre el modelo del
disco D? para el plano hiperbélico HZ.

En el lenguaje de la Topologia Algebraica, cualquier grupo fuchsiano I" es
el grupo fundamental de una superficie compacta hiperbdlica, es decir, de una
suma conexa de g toros; como espacio homogéneo, dicha superficie se expresa
como el cociente H?/T" que admite una métrica riemanniana. Por ello, es posible
calcular geodésicas 47. Si I es un subgrupo de T, la aplicacién inclusién indu-
ce un homomorfismo (aplicacién recubridora) H?/T” — H?/I" de modo que la
elevacién/proyeccién de geodésicas asociadas al subgrupo original I' a la accién
por I'" da lugar a desdoblamientos/contracciones de una belleza fascinante 48

Aparicion del Algebra Conmutativa: La escuela alemana

La clasificacion birracional de curvas X desde el punto de vista algebraico
comienza con la consideracion por parte de B.Riemann del cuerpo de funciones
racionales k(X) como el objeto que caracteriza a la variedad X mdédulo transfor-
maciones birracionales. El estudio algebraico de este objeto fue llevado a cabo
en la segunda mitad del siglo XIX por Kronecker, Dedekind y Weber quienes
introdujeron las nociones de ideales y divisores como una extensién natural de
propiedades bien conocidas en la época de la Teoria Algebraica de Numeros.

Dedekind y Weber desarrollaron una teoria aritmética de cuerpos de funcio-
nes algebraicas en una variable inspirada en la teoria clasica de ideales princi-
pales. A lo largo del s.XX, se extiende a cuerpos en un numero arbitrario de

47Dos geodésicas ortogonales y sus traslaciones proporcionan la visualizacién de un dominio
fundamental
48En http : //wn.com/ fuchsiangroup se puede ver una simulacién utilizando fractales.
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variables sobre ideales primos. Sin embargo, el paralelismo entre la teoria de
funcionales algebraicas en una variable para curvas algebraicas y la teoria de
numeros algebraicos, no se extiende de forma inmediata a dimensién superior.

La unificacién entre las aproximaciones basadas en ideales y en cuerpos de
numero algebraicos iniciada por Kronecker culmina con los desarrollos de la
Escuela Francesa a mediados del s.XX (Chevalley, Weil) y la sintesis de Grot-
hendieck y su escuela (llevada a cabo en los afios sesenta) que se comentan més
adelante. De forma simultdnea al enfoque de Kronecker, Dedekind lleva a cabo
una aproximacién que pretende aislar el Algebra de cualquier contaminacién
geométrica, un punto de vista muy bourbakista, avant la lettre. De una manera
muy simplificada, podria decirse que la versién de Dedekind es més aditiva que
multiplicativa. Desde un punto de vista geométrico (inadmisible para Dedekind,
obviamente), su enfoque se encuentra mas préxima al enfoque que los geéme-
tras italianos llevan a cabo en términos de divisores y més alejada de la versién
multiplicativa actualmente predominante en Geometria Algebraica y Analitica
(por la utilizacién de la Teorfa de Haces).

A lo largo de la primera mitad del siglo XX, tiene lugar el desarrollo de
herramientas de Algebra Conmutativa con la introduccién de anillos locales
(para el estudio de puntos), valoraciones (versién algebraica de las funciones
definidas inicialmente sobre superficies de Riemann), normalizacién (aplicable a
la resolucién de singularidades de curvas y algunos casos sencillos en dimension
superior) y teorfa de cuerpos (para representar extensiones o bien operaciones
relacionadas con el “cambio de punto base”).

El Algebra Local fue iniciada por Krull (1938), desarrolldndose muy répida-
mente de forma inmediata gracias a las aportaciones de expertos procedentes de
otras escuelas como C.Chevalley 6 I.Cohen, y la consolidacién que tiene lugar
a finales de los cuarenta y principios de los cincuenta. La obra de O.Zariski y
P.Samuel compendia e impulsa todos los conocimientos disponibles en el area a
mediados del s.XX 4°. Una pequeiia introduccién a estos tépicos se presenta en
el primer apartado de la subseccién siguiente.

Primeros pasos de la Teoria de Invariantes

La motivacion inicial para la Teoria de Invariantes procede de la resolucion de
las ecuaciones algebraicas asociadas a polinomios ménicos en una variable. Las
soluciones por radicales para grado < 4 ya eran conocidas a mediados del siglo
XVII. Aunque no sean solubles por radicales, la expresion en el caso complejo
de los coeficientes como funciones simétricas de las raices ya estaba implicita en
Newton y reaparece bajo multiples formas a lo largo de estas notas.

Esta idea tan simple juega un importante papel en el desarrollo de la Teoria
de Grupos (Galois) y en la Teoria de Representacién de grupos p: G — GL(V)
sobre un espacio vectorial V' de dimensiéon n. La visualizacién de las repre-
sentaciones en términos de matrices permite reinterpretar la accién del grupo

49Un resumen més ttil de cara a las aplicaciones en otras &reas se puede encontrar en
M.Atiyah E I.R.Macdonald
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simétrico como “intercambio” de raices que se interpretan en términos de gru-
pos de reflexién (inicialmente para el espacio Euclideo, luego para espacios de
Lobachevsky). Esta idea permite conectar con el Algebra Lineal més sencilla:

En el caso méas simple descomposicién de una matriz cuadrada arbitraria
en una simétrica y otra alternada introducida en Algebra Lineal se traslada
en términos de grupos al producto de una matriz ortogonal (resp. unitaria) y
otra simétrica en el caso real (resp. complejo). La descomposicién de Iwasawa
extiende este resultado a otros grupos clédsicos. Esta descomposicion afecta a las
relaciones entre grupos y algebras de li que s ha presentado en el module As,
y se utiliza para cuestiones de reduccion de la accién del grupo estructural de
fibrados principales.

Esta descomposicién da entrada al estudio de invariantes por la accién del
grupo simétrico vs alternado sobre dlgebras de polinomios y, por extension cam-
pos vectoriales o formas. Grosso modo, los invariantes por la accién del grupo
simétrico forman el ntcleo de la Teoria Geometria de Invariantes en Geometria
Algebraica ®°; andlogamente, los invariantes por la accién del grupo alternado
forman el niicleo de la Teoria Diferencial de Invariantes en Geometria Diferencial
cuyos fundamentos fueron desarrollados por E.Cartan (ver A4 para detalles).
La fusién de ambos enfoques se puede ver en [Olv95] 5. Para aplicaciones a
Mecénica ver [Mar99] 52.

Desde un punto de vista histérico, el camino ha sido bastante tortuoso, pues
afecta a multiples aspectos, incluso en el caso mas elemental de polinomios en
una variable. Asi, p.e. si se sustituye el grupo simétrico por el grupo de transfor-
maciones fraccionarias (grupo de Moebius) ubicuo en Funciones Analiticas de
una Variable Compleja, es facil comprobar que el discriminante de una ecuacién
resultante es el producto del discriminante original por el cuadrado del determi-
nante de la transformacién original (Boole, 1841). Este resultado fue extendido
por Cayley para grados 3 y 4 (a mediados del siglo XIX) y por Gordan (1868)
para cualquier grado del polinomio. Estas extensiones afectan al estudio de los
invariantes de polinomios de grado n. La extension de este tipo de resultados a
formas homogéneas binarias (en dos variables) fue inicialmente obra de la Es-
cuela Britdnica con la “trinidad invariante” (Cayley, Salmon, Sylvester) como
maximos representantes.

De forma complementaria, la Escuela Alemana de Invariantes (Aronhold,
Clebsch, Gordan) demuestra que los invariantes de formas binarias de grado su-
perior se pueden expresar como potencias de de formas lineales, con la hipétesis
implicita de que tratar a las formas binarias de grado n como potencias de
formas lineales. Esta hipétesis es similar a la del “principio de degeneracién”
no justificado en esa época. Este “método simbdlico” da lugar al desarrollo

50Las tres ediciones del Geometric Invariant Theory proporcionan la versién moderna més
completa con importantes adiciones y cambios de perspectiva para cada edicién

51p J.Olver: Equivalence, Invariantas and Symmetry, Cambridge Univ. Press, 1995.

52J.E.Marsden andT.S.Ratiu: Introduction to Mechanics and Symmetry (2nd ed), Springer-
Verlag, 1999.
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de métodos determinantales 53 para intentar resolver el problema de Gordan:
(Es posible expresar los invariantes bdsicos (ntimero finito) de formas binarias
para cualquier polinomio homogéneo?. El Teorema de la Base de Hilbert da
una respuesta afirmativa a esta cuestién, pero no proporciona ningtin método
constructivo para calcular los invariantes. Por ello, la afirmaciéon de Hilbert de
“haber terminado” con la Teoria de Invariantes, es tan sélo una declaraciéon de
intenciones.

La extension de las construcciones explicitas de las Escuelas Britanica y
Alemana a formas en tres o mas variables requiere herramientas adicionales fue
desarrollada inicialmente a mano en el primer tercio del s.XX. Un compendio de
las conexiones con el dlgebra multilineal y las propiedades geométricas aparece
en los libros de Turnbull (1928) y Room (1937), respectivamente. Lamentable-
mente ninguno de los dos ha sido reimpreso. Actualmente, estos topicos se abor-
dan en términos de la Teoria de Representacién del Grupo Simétrico [Knu78]
54 y de Variedades Determinantales (los libros de Eisenbud en Springer son la
mejor referencia).

La versién computacional de los métodos efectivos de calculo de invariantes
(Knuth) utiliza bi-tableros de Young para gestionar la complicada combinato-
ria de las funciones simétricas. Ademads de algunas aplicaciones a la Geometria
Algebraica Cldsica (célculo de la cohomologia de variedades de Grassmann o
de otros espacios universales, p.e.), permite calcular la complejidad espacial de
algoritmos y reducir los procedimientos de busqueda en Teoria de la Informa-
cién. Estas cuestiones se abordan en capitulos avanzados de los médulos Bip
(Computational Geometry) y By (Computational algebraic Topology). La ver-
sién combinatoria y sus conexiones con el Algebra Conmutativa Computacional
se puede ver en los trabajos de R.P.Stanley desde principios de los ochenta.

Clasificacién de superficies

Uno de los objetivos iniciales de la Teoria de Invariantes estaba relacionado
con la clasificacién de variedades en baja dimensién. Una vez resuelta la clasifica-
cién para curvas algebraicas (6 si se prefiere, superficies compactas de Riemann)
en términos del Teorema de Uniformizacién, el caso siguiente correspondia a su-
perficies. La enorme complejidad de los célculos explicitos para formas ternarias
comentada en el paragrafo precedente, asi como las buenas propiedades del divi-
sor canodnico (esencialmente introducido por Riemann) motivaron el desarrollo
de un enfoque alternativo.

La clasificaciéon de superficies algebraicas se debe sobre todo a la Escue-
la Italiana encabezada en este caso por Castelnuovo y Enriques. La geometria
subyacente a su enfoque fue compendiada y reformulada por Zariski, tras su
regreso a USA. El enfoque integral habia sido iniciado por E.Picard a instancias
de H.Poincaré, y se describe en términos de integrales de primera y segunda

53E] compendio cldsico mis completo es [R0037]
54D .E.Knuth: The Art of Computer Programming (vol.2), Addison-Wesley, 1978
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especie (en relacién con las condiciones de “adjuncién” de Castelnuovo) como
extension del enfoque de Abel basado en integrales a lo largo de ciclos. El tra-
tamiento de las “patologias” que pueden aparecer se desarrolla en términos de
ciclos evanescentes (Lefschetz, 1927).

La idea bésica para el enfoque diferencial consiste en estudiar el “comporta-
miento del flujo” asociado a la forma de volumen cambiante representada por el
divisor canénico K x. De una forma muy tosca, las potencias K}‘?m del divisor
canodnico se pueden interpretar como “auto-intersecciones sucesivas del divisor
canodnico cuyo soporte estd dado por subvariedades de dimensién decreciente.
En lenguaje moderno la tensorizacién de K{™ (o de w™ en el caso singular)
por las secciones de otros fibrados E o haces £ proporciona la herramienta para
analizar la restriccion de Kg?m a las restricciones asociadas a E 6 de w?}m por
£ en el caso singular.

De este modo, la clasificacién incorpora el estudio de subvariedades en térmi-
nos de la tensorizacién por fibrados E o por haces £ que representan restricciones
adicionales. Por ello, este enfoque abstracto de las “condiciones de adjuncién”
es la continuacién natural del enfoque primitivo de la Geometria Algebraica
Proyectiva Compleja a principios del s.XIX cuando se estudiaban las condicio-
nes de incidencia y tangencia a verificar por sistemas de curvas o superficies de
grado fijo. La clasificacién de superficies algebraicas de Enriques fue extendida
por Kodaira a superficies analiticas a finales de los cincuenta principios de los
sesenta (obtuvo la medalla Field por este y por otros trabajos relacionados con
deformaciones).

0.2.3. El enfoque local

Los paragrafos anteriores muestran la profunda imbricacion entre aspectos
locales y globales. Un ejemplo bésico estda dado por las condiciones de incidencia
y tangencia de las cénicas del plano proyectivo complejo P2con respecto a puntos
y lineas, respectivamente, en posicion general. Como el espacio de coénicas es
IP5, es necesario fijar 5 condiciones independientes. Como la condicién de ser
tangente es cuadratica, ello implica que 5 puntos determinan una unica coénica,
4 puntos y una recta determinan dos conicas, 3 puntos y 2 rectas determinan
cuatro cénicas (por dualidad se obtienen las otras tres soluciones del problema).
Estos “ntimeros caracteristicos” corresponden a resolver un problema local.

Sin embargo, el problema de calcular el niimero de cénicas tangentes a una
cénica dada es un problema global. Como la condicién para que una cénica dada
sea tangente a otra es de grado seis, una aplicacion inmediata del Teorema de
Bézout darfa 6° = 7776 soluciones. Este resultado da un nimero incorrecto,
pues la hipersuperficie V' que representa la condicién de ser tangente a una
recta doble se verifica para cualquier cénica, por lo que el niimero de soluciones
seria infinito. Este resultado también es incorrecto. La solucién correcta la dio
Chasles (1865) descontando las “soluciones degeneradas” que aparecen en la
auto-interseccién V° de 5 copias de la hipersuperficie V. Encontrar un marco
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general para la resolucion de este tipo de problemas llevé mas de cien anos.

El ejemplo anterior pone de manifiesto la necesidad de formular correctamen-
te nociones basicas que afectan a la nocién de punto, las “buenas condiciones”
para la interseccién de variedades (posicién general), la “multiplicidad” de inter-
seccion, y la nocién misma de variedad. Empezamos por la nocién més sencilla
a de punto:

La nocién de “punto” es bédsica para el enfoque local. En el marco de varie-
dades afines y desde el punto de vista del Algebra Local, se puede identificar
con un ideal maximal m del anillo coordenado local o,, (ésta es una consecuencia
del Teorema de los Ceros de Hilbert). Sin embargo, en el marco de esquemas un
punto es un ideal primo P € Spec(A) del anillo. Por ello, un punto en el caso
de esquemas puede ser un punto en el sentido afin (cualquier ideal maximal es
primo, pero no viceversa) o bien una subvariedad, no necesariamente reducida.

Por otro lado, cualquier ideal admite una descomposicién en componentes
primarias 3; que pueden aparecer con multiplicidad r; > 1. Esta idea permite
representar algebraicamente las diferentes ramas que confluyen en un punto
singular en sencillos términos algebraicos. Cuando se adopta la terminologia de
esquemas, la nocién de componente inmersas estd incluida desde el principio
en la nocién de punto, lo cual facilita asimismo un tratamiento conjunto de
propiedades tanto geométricas, como de teoria algebraica de nimeros (que no
se desarrolla en estos apuntes).

Contrariamente a una primera impresion procedente de la Escuela Francesa.
la Geometria Algebraica Local no es una ilustracién del Algebra Conmutativa
Local. Presenta componentes procedentes de la interaccién con Funciones de
una y varias Variables Complejas (diferenciales e integrales abelianas, Teoria de
Hodge y Célculo Variacional Local), Topologia Algebraica (inicialmente el gru-
po fundamental; més adelante teorfas de Homologd y Cohomologia). Topologia
Diferencial Local (Teoria del Grado, Ciclos evanescentes, Teoria de Morse), Gru-
pos Clasikcos (como extension de la Geometria Proyectiva Compleja), Grupos
Algebraicos y Teoria de Invariantes, entre otras areas de Geometria y Topologia

Un objetivo de estas notas es tratar de presentar conceptos y resultados
relevantes para las dreas mencionadas, incorporando el enfoque trascendente.
El precedente més reciente para este enfoque hibrido es [Gri78] °°.

Anillos locales

Krull introduce los anillos locales de forma natural en el contexto de curvas
X como anillos cocientes A := k[x,y]/I donde I es un ideal principal de la forma
(f) siendo f(x,y) = 0 la ecuacién de una curva. Cualquier homomorfismo o del
anillo A en un cuerpo k' se llama una “especializacién” de A que conserva los
elementos de k.

Pasando al cuerpo de fracciones k(X), se construye el anillo A’ de los elemen-
tos u/v del cuerpo de fracciones tales que u,v € Ay o(v) # 0. El homomorfismo

55p Griffiths and J.Jarris: Principles of Algebraic Geometry, J.Wiley, 1978.
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o se extiende a A’ haciendo o(u/v) := o(u)/o(v), obteniéndose que A’ es un
anillo de especializacién cuyo idea de no unidades en A’ es el ideal de especiali-
zacién (que es el nicleo de o).

El anillo A’ obtenido por el procedimiento de Krull es un anillo local y su
compleccién (Cohen) con respecto a las potencias del ideal de especializacién es
un anillo local completo Estas construcciones juegan un papel fundamental para
entender los procedimientos de especializacién de puntos o, con mas generalidad,
ciclos llevados a cabo por la Escuela Italiana en relacién con aspectos topologicos
de la Teoria de Interseccion.

Estos argumentos fueron desarrollados y formalizados por Chevalley. La re-
vision y aplicacién de estos argumentos al caso geométrico se debe inicialmente
a Van der Waerden y Zariski a finales de los cuarenta y principios de los cincuen-
ta; la supresién de las excepciones es consecuencia de la férmula de los Tor de
J.P.Serre tal y como se encuentra en la moderna Teorfa de Interseccién (Fulton,
1984) 56

En un contexto mas puramente algebraico correspondiente a la tradicién
de Krull, la nocién de normalidad (introducida mds tarde por Zariski) sugiere
restringirse a los anillos de especializacién que sean integramente cerrados. Asi,
la nocién de variedades normales pasa a ocupar un lugar central desde mediados
de siglo, asi como los procedimientos explicitos para calcular el cierre integro.
Hasta mediados de siglo, los morfismos o de especializacién se restringian a
estudiar aplicaciones que conservaran la caracteristica del cuerpo.

Por ello, como todos los anillos locales contienen el mismo cuerpo, su anillo
de clases residuales tiene siempre la misma caracteristica. Desde mediados de
los anos cincuenta, esta restriccién es innecesaria, lo cual facilita el estudio de
propiedades para cuerpos residuales de diferentes caracteristicas. Este hecho es
crucial para intentar demostrar un andlogo al Teorema de Hironaka (1963) pero
en caracteristica arbitraria (problema abierto).

Elementos de Teoria de Interseccién

El Teorema de Bézout es el primer resultado importante de la Teoria de
Interseccién Algebraica. La “demostracién” inicial utilizaba principios de “de-
generacién” y de “conservacién del niimero” que no estaban debidamente justi-
ficados. La necesidad de identificar su rango de validez y aplicabilidad da lugar
a multiples ramificaciones que van desde los primeros estudios de deformacio-
nes, las degeneraciones que pueden aparecer (con singularidades que es preciso
descontar o bien “contar apropiadamente”), la utilizacién de argumentos de “es-
pecializacién” en los ideales asociados, y los sucesivos intentos de enocntrar una
nocién correcta de multiplicidad de interseccién. 57

56Para un desarrollo histérico de la nocién de multiplicidad y una aplicacién de estos argu-
mentos a la Geometria Enumerativa ver el capitulo 1 del module Ass de este Curso

57En el capitulo 1 del module A35 (Geometria Enuemrativa) se puede leer una intrahistoria
de los sucesivos intentos y fracasos (contraejemplos) para establecer la “nocién correcta” de
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La solucién definitiva la da J.P.Serre en un curos impartido en el College
de France (1957-58), introduciendo la multiplicidad de interseccién en térmi-
nos de sumas aritméticas de longitudes de productos tensoriales de mddulos
(para incorporar la posible presencia de elementos inmersoso). Esta solucién es
“natural” una vez que se entiende cémo el producot de interseccién se expresa
algebraicamente en términos (de las longitudes) del producto tensorial de los
anilllos de funciones regulares construidos sobre las variedades [Ser65] 58

La idea de Serre ya estaba implicita en el enfoque topolégico de Lefschetz
para calcular los puntos fijos de una aplicacién f : X — X que se lleva a cabo
en términos de la interseccién del grafo I'y de una aplicacién con la diagonal
Ax C X x X. La informacién adicional de la férmula de los Tor de Serre consiste
en incorporar componentes inmersas y la posibilidad de “descontar” elementos
incluidos en componentes contadas previamente y de su validez para cualquier
contexto algebraico.

Tras la disponibilidad de una nocién correcta de multiplicidad de intersec-
cién, se procede a la revision y reformulacion del legado anterior, tanto en los
problemas de clasificacién de variedades como en la Geometria Enumerativa,
incluyendo las formulas puntos multiples para aplicaciones f : X — Y entre va-
riedades. Las relaciones entre las nociones algebraica, topoldgica, diferencial y
analitica dan lugar a una vasta literatura que se reformula de manera unificada
en [Ful84] 59

La irrupcion del Algebra Homolégica

De una forma un tanto vaga, se puede decir queel Algebra Homologica se
coupa de las proiedades formales que afectan a los (homo)morfismos de las
diferentes estructuras algebraicas (grupos, anillos, médulos, p.e.) que aparecen
en Algebra. Si “se anula” uno de los términos del morfismo (inicial o final)
en corrrespondencia con el la trivialidad del nicleo o del contcleo, se obtiene
una descripcidon completamente general correspondiente al estudio de cualquier
cojunto de soluciones o de restricciones relacionadas con los generadores de la
estructura algebraica. Esto da lugar a dos tipos de resoluciones etiquetadas como
inyectivas (cuyo primer elemento es nulo) vs proyectivas (cuyo tltimo elemento
es nulo).

La introduccién de resoluciones (inyectiva vs proyectiva) de médulos pro-
porciona herramientas para estudiar los homomorfismos entre médulos, como
una extensién natural del estudio de propiedades para el conjunto de soluciones
de sistemas de ecuaciones. En términos pedestres y de forma similar al enfoque
desarrollado en el Grupo Fundamentl , podemos pensar en este problem como la
especificacion de relaciones algebraicas entre generadores. Una extension de este
enfoque al estudio del desdoblamiento (deformaciones versales) para gérmenes

multiplicidad.
58] P.Serre: Algebre Locale. Multiplicités, LNM 4, Springer-Verlag, 1965.
59W .Fulton: Intersection Theory, Springer-Verlag, 1984.



0.2. ANTECEDENTES Y EVOLUCION 55

de aplicaciones versales fue llevado a cabo por J.Damon, T.Gaffney, y D.Mond
a lo largo de los noventa.5%

Interesa identificar estructuras libres (sin torsién) é bien planas (buen com-
portamiento con respecto al producto tensorial correspondiente al “cambio de
base” o “especializacién” en la antigua terminologia). La construccién recurren-
te de resoluciones libres o planas permite resolver problemas de resolucién de
sistemas de ecuacones de forma recurrente. Asimismo, si las resoluciones son
finitas (s6lo un numero finito de términos es distinto de cero) interesa que las
resoluciones tengen el nimero minimo deelementos. A estas resoluciones (puede
haber varias) se les llama resoluciones minimales.

La construccién de resoluciones inyectivas o proyectivas se extiende de forma
inmediata a estructuras graduados dadas inicialmente por médulos y algebras.
La adaptacién al caso global se lleva a cabo en términos de haces de modulos
o de &lgebras. Estas estructuras graduadas son de uso comun en Topologia
Algebraica en relacién con las toerfas de Homologia y Cohomologia Ass y los
complejos celulares As3. Los ejemplos correspondientes a espacios homogéneos
se han desarrollado en el médulo A,y (Topologia Geométrica). Su extensién
al andlisis rmdnico sobre espaios localmente simétricos atin presenta problemas
abiertos importantes.

Una de las aplicaciones mas relevantes de las resoluciones a la Geometria
Algebraica Clasica estd relacionada con el estudio de los Lugares Determinan-
tales, es decir, definidos por la anulacién de losdeterminantes de los menores de
un tamano prefijado dentro de una matriz. La extension del Algebra Lineal a
multitud de problemas que aparecen en otras areas cientificas y tecnoldgicas,
incluyendo aspectos cineméticos (relativos a la evolucién espacio-temporal) 6
dindmicos (vinculados a la interaccién consigo mismo o con el medio).

El compendio méas amplio de los resultados conocidos hasta el primer ter-
cio del siglo XX es [Roo37] %1, Las publicaciones de las escuelas britdnica y
norteamericana desde los anos setenta pavimentan el camino hacia una nueva
sintesis que aparece en el libro de Eisenbud. No obstante, atin hay una cantidad
considerable de materiales del libro de Room (1937) pendientes de revisar.

Algunas de las aplicaciones mas inmediatas en Ingenieria conciernen a la re-
solucién de los problems directo e inverso para la Cinematica y la Dinamica en
Robética Bs. La formulacién inicial de estos problemas se lleva a cabo en térmi-
nos de variedades determinantales sobre el fibrado tangente 7p al espacio de las
fases P sobre el que es necesairo desarrollar estrategias de control (funciones
algebraicas definidas sobre TP que deben ser reducidas a funciones sobre P).
Habitualmente, no se dispone de una “expresién compacta” para las soluciones
de los sistemas de ecuaciones matriciales correspondientes a ambas areas.

Las ecuaciones estructurales de tipo matricial para la cinemética 6 la Dinami-
ca se interpretan como aplicaciones entre los médulos diferenciales construidos
sobre el espacio de las fases asociado a cada uno de los soportes habituales dados

60Ver el capitulo 7 de A44 (Singular map-germs) para detalles y referencias.
617 .G.Room: The Geometry of Determinantal Loci, Cambridge Univ. Press, 1937.
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inicialmente por los espacios de juntas o de Configuraciones C y de trabajo W
62

Otra aplicacién de interés estd relacionada con el aprendizaje (supervisado
vs no-supervisado) basado en la modificacién de pesos en las neuronas o nodos
de una Red Neuronal Artificial (ANN). Cada nodo es el soporte de una funcién
de activacién/inhibicién segin un PS-modelo simillar al de las funciones meseta
utilizadas en particiones del aunidad en Geometria Diferencial para pegar datos
locales; un ejemplo tipico estd dado por la funcién tangente hiperbdlica tgh(6)
que depende esencialmente de un tnico pardmetro 6 (ReLU proporciona una
PL-aproximacién computacionalmente més eficiente)

Para una ANN “completamente conectada” cada neurona de la capa i-ésima
L; esta conectada con todas las neuronas de la capa (i 4+ 1)-ésima L;;1 (modelo
poco realista, pero ficil de imlementar). Si n; es el nimero de neuronas de la
capa L;, un modelo algebraico para el aprendizaje esta dado por aplicaciones

MNi—1 74 Mi+1
o= O =2 O = O — .

que se pueden interpretar en términos de resoluciones (inyectivas vs proyectivas)
dependiendo de condiciones iniciales o de restricciones.

En nuestro enfoque, la evolucién temporal (resp. adaptada a restricciones
cambiantes) se describe por los correspondientes modelos discretos para los
moédulos de derivaciones (resp. diferenciales). La modificacién de pesos se realiza
inicialmente de forma aleatoria y, en fases mas avanzadas, usando estrategias
de reforzamiento.

Lamentablemente, los elementos que aparecen en sucesiones exactas del tipo
anterior no tienen por que “ser proyectivos, incluso aunque sean localmente libre
o planos. Dos opciones alternativas consisten en construir los “funtores deri-
vados” o, alternativamente, analizar el comportamiento por “cambio de punto
base” (producto tensorial). Un estudio mas detallado de estas cuestiones requie-
re elementos adicionales que se introducen en el médulo Ass.

En el enfoque que desarrollamos en Bgy (Reconocimiento) de Bs (Visién
Computacional) y en todos los médulos de bs (Robotics) utilizamos propieda-
des basicas de distribuciones D de campos vectoriales y sistemas S de formas
diferenciales para controlar “multiples trayectorias” sometidas a restricciones
que suponemos inicialmente independientes. El modelo geométrico mas inme-
diato estda dado por pares de variedades de Grassmann.

Sin embargo, a la vista de las “degeneraciones” o “regeneraciones” que pue-
den aparecer, es preferible usar el espacio tangente a variedades de banderas.
Esta idea bdsica justifica la utilizacién de resoluciones (inyectivas vs proyec-
tivas) de pares de complejos de &lgebras graduadas. En las aplicaciones que
se desarroollan en la parte II de estas notas, suponemos que hay “suficientes
proyectivos” (resp. “inyectivos”).

62Este enfoque se especifica y se extiende en B3 a los espacios de Percepcién P yde Accién

A.
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Resolucién de singularidades

Sea X C P} una variedad proyectiva irreducible. Se dice ¥ C ]P’kN es una
resolucion de singularidades é una desingularizacion de X si existe un morfismo
algebraico regular 7 : Y — X tal que

= Y es no-singular;

= 7 es propia, es decir, universalmente cerrada para cualquier cambio de
base;

= 7 induce un isomorfismo entre Y — 771 (Sing X) y X — Sing(X)

La resolucién de singularidades para curvas era bien conocida a finales del
s.XIX; actualmente, se lleva a cabo mediante una composicién de normaliza-
ciones, para las que existen procedimientos explicitos que permiten calcular el
cierre integro en caracteristica arbitraria. La primera demostracién para super-
ficies algebraicas complejas aparece en la tesis de Walker dirigida por Lefschetz.
Una demostracién alternativa para este caso fue dada posteriormente por Za-
riski utilizando una composiciéon de explosiones de puntos y de normalizaciones
de forma alternativa.

El caso general para caracteristica cero fue resuelto por H.Hironaka (1963)
quien recibié la medalla Field por este trabajo; para una presentacién moder-
na ver [Arol8]%3. De una forma intuitiva, este resultado garantiza que para
cualquier funcién analitica h(w), existe una variedad n-dimensional X y una
aplicacién analitica g : X — W, tal que para cualquier abierto coordenado
U C X con coordenadas locales u = (uq,...,u,), tal que la funcién h(w) se
escribe en las nuevas coordenadas como

h(g(u)) = ubr .. b

n

donde ki, ... k, son enteros no-negativos 4. En lenguaje geométrico, el lugar de
ceros es un divisor con cruzamientos normales, donde cada componente puede
aparecer con multiplicidad k;. Ademds, existe una funcién ¢(u) > 0 y enteros
no-negativos aq, ..., a, tales que

plgw) | g'(w) [ = dw) [uf* .. ugr |,

donde | ¢'(u) | es el determinante de la matriz jacobiana Jac(g) = ¢'(u). Esta
ultima propiedad es crucial para garantizar “buenas propiedades” de la estrati-
ficacién analitica asociada a la resolucién de singularidades®

La resolucién de singularidades tiene interés no sélo para cuestiones de cla-
sificacion en dimensién arbitraria para variedades construidas sobre cuerpos

63J M.Aroca, H.Hironaka, J.L.Vicente: Complex Analytic Desingularization, Springer-
Verlag, 2018.

64Este resultado se extiende al caso real tomando 2k; como exponentes

65Este topico se desarrolla con més detalle en el médulo Ays (Estratificaciones) de la materia
Ay (Topologia Diferencial).
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(inicialmente algebraicamente cerrados), sino también para aplicaciones a otras
areas de conocimiento. Nétese que la descomposicion final a la que se llega des-
cribe un “desacoplamiento” con respecto a un nuevo sistema de coordenadas
para funciones que puedan presentar singularidades arbitrarias 6.

Una aplicacién reciente de la clasificacién de singularidades a cuestiones de
“aprendizaje de variedades” en el marco de la Inteligencia Artificial (donde
las coordenadas locales u estdn dadas por funciones de densidad de probabi-
lidad “privilegiadas” se puede ver en [Wat09] 67 Las cuestiones relacionadas
con aprendizaje basado en Redes Neuronales Artificiales (ANN) se abordan con
més detalle en los médulos Bas (Recognition) de la materia By (Computer Vi-
sion) y en varios médulos de la materia B3 (Robotics), donde se introducen las
herramientas necesarias para Deep Learning segin [Gool6]

grado

0.2.4. El enfoque global

Las ideas bésicas para pasar de aspectos locales a globales es la misma que la
expuesta en Geometria Diferencial sobre la interseccién U; NU; de abiertos coor-
denados afines U; := D*(f;) (complementarios del cerrado de Zariski V' (f;), en
nuestro caso). El pegado se lleva cabo mediante transformaciones birracionales

(0500 ") lguwinuy) = (Ui NU;) = ¢;(Us N U)

El ejemplo basico estd dado por los cambios de carta zizj_l correspondientes
a la interseccién U; N U; := DT (z;) N DT (z;) correspondiente al recubrimiento
usual de P* donde DT (z;) := {z € P* 2z; # 0} isomorfo a A". Reemplezando
z; por el ideal principal (f;) se obtiene la adaptacién al caso general. El paso
siguiente consiste en reemplazar los ideales principales por ideales primos p; que
se toman como los elementos base o “puntos” del espacio topoldgico base (en el
marco computacional OOP son los “objetos” bésicos).

La extensién a estructuras localmente triviales Prehaces) sigue una estrate-
gia similar a la de los fibrados vectoriales y principales que se ha expuesto en el
médulo Ajs (Linealizacién) de Geometria Diferencial A;. Los fibrados vectoria-
les de rango r proporcionan los ejemplos més simplesde (pre-)haces de médulos
localmente libres de rango r. En el marco GAGA, la dimensién de la fibra pue-
de variar; en particular el nicleo y el conicleo de un morfismo de (pre)haces
es asimismo un (pre)haz, a diferencia del caso de fibrados vectoriales. En los
pardgrafos siguientes se muestra la conexion con otras areas comentadas més
arriba.

66En el marco diferencial clésico, esto s6lo es conocido para fibrados sobre variedades muy
particulares como curvas racionales, las esferas paralelizables o bien la variedad de banderas
completas (R.Bott and L.W.Tu (1983).

67S.Watanabe: Algebraic Geometry and Statistical Learning Theory, Cambridge Univ.
Press, 2009.

68].Goodfellow, Y.Bengio, and A.Courville: Deep Learning, Cambridge Univ. Press, 2016.
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La aproximacién topolégica

La clasificacién (topolégica, diferencial, algebraica, analitica) depende bési-
camente del tipo de “deformaciones” dadas por “equivalencias” (homeomorfis-
mos, difeomorfismos, transformaciones birracionales 6 bianaliticas ) que est4
permitido realizar sobre una variedad.

Una estrategia comin consiste en superponer diferentes tipos de estructuras
y clasificar dichas estructuras mediante invariantes calculables mediante méto-
dos algebraicos. Las estructuras més generales (por ello més débiles) son to-
polégicas y afectan a espacios de caminos eventualmente cerrados (ciclos) o
mallas simpliciales, y sus generalizaciones. °

El célculo de grupos de homotopia 7;,(X) (clases de ciclos equivalentes a S¥)
y de grupos de homologia Hj,(X;K) 6 de cohomologia H*(X;K) proporciona
una coleccién de invariantes topoldgicos (en realidad, de la clase de homotopia)
que permiten abordar el problema de clasificaciéon de variedades. La extension
de este enfoque al caso de variedades (diferenciables, algebraicas, analiticas) era
el principal reto a resolver a mediados de los cincuenta del s.XX.

La influencia de la Geometria Diferencial

La Teoria de Fibrados Vectoriales y su aplicacién a Variedades Diferenciales
era una disciplina consolidada a finales de los afios cincuenta. Los fibrados vecto-
riales més simples sobre una variedad diferenciable son el fibrado tangente 7p; y
el cotangente 1}, que proporcionan la linealizacién y su dual (como funcionales
lineales sobre el tangente) de la estructura original de la variedad diferencia-
ble M. Las estructuras superpuestas a variedades simplifican el problema de la
caracterizacion y clasificacion de variedades.

Las condiciones de trivialidad local relativas a ambos fibrados se extienden
de forma natural a fibrados tensoriales T} més generales o a fibrados vectoriales
arbitrarios asociados a una version global de sistemas de EDP. Estas construc-
ciones disenadas inicialmente para el caso diferenciable real, se extienden de
forma casi inmediata a variedades algebraicas o analitica, con especial interés
en el caso (casi-)complejo. En particular, el estudio de fibrados vectoriales sobre
variedades algebraicas 6 analiticas de baja dimensién es un tépico importante
de investigacién L.

En todos los casos, la cohomologia a valores en R (resp. R) asociadas al
complejo de formas diferenciales de DeRham (resp. Dolbeault) construidas so-
bre variedades reales (resp.complejas) proporciona una coleccién de invariantes
de variedades. Las condiciones de trivialidad local del fibrado y los teoremas
tipo Kiinneth (més adelante, Leray-Hirsch) permiten calcular los invariantes de

69En el caso complejo, la condicién de ser bi-analitica es equivalente a ser biholomorfa

70Un ciclo en homotopia es topolégicamente equivalente a S! = dD?; la extensién de este
enfoque a dimensién arbitraria utiliza clases de homotopia correspondientes a las imagenes de
S” = D"t en la variedad topoldgica

71 A partir del médulo 3 se muestran varios desarrollos en Geometria Algebraica
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fibrados vectoriales en términos de los invariantes cohomolégicos de la base.
W.Hodge refina estos resultados en términos de estructura holomorfa para el
caso complejo.

La existencia de espacios clasificantes (grassmannianas, variedades de bande-
ras) y fibrados universales (tautoldgicos, p.e.) proporcionan la clave para carac-
terizar las clases médulo isomorfismo de las estructuras superpuestas (fibrados)
en términos de las clases de homotopia de aplicaciones definidas sobre el espacio
clasificante. Este enfoque se extiende a todos los tipos de operadores diferenciales
elipticos sobre variedades compactas, dando lugar a la primera gran unificaciéon
en el contexto diferencial llevada a cabo por M.Atiya e 1.Singer a principios de
los setenta.

Haces y Cohomologia

Lu aplicacion de la Teoria de Fibrados a variedades algebraicas presenta se-
rios problemas, debido a la “rigidez” de las condiciones que impone relacionadas
con las condiciones de trivialidad local. Ademads, las (estructuras sobre) varieda-
des no tienen buenas propiedades funtoriales con respecto a imagenes directas o
iméagenes reciprocas. Era necesario debilitar las condiciones sobre dichas estruc-
turas superpuestas para resolver el programa de aritmetizacién de la Topologia
Algebraica lanzado por A.Weil a principios de los cincuenta.

Los primeros resultados significativos que proporcionan la clave para abor-
dar dicha resolucién se deben a J.P.Serre (1955) y A.Grothendieck (1958) con
la introduccién del formalismos de haces y herramientas para el calculo de in-
variantes mediante la cohomologia. El desarrollo de los EGAs por parte de
Grothendieck a lo largo de los sesenta (dedicados a A.Weil y O.Zariski, no por
casualidad) y su escuela en torno a los SGA proporcionan las claves para sis-
tematizar la Geometria Algebraica, proporcionar el soporte para la unificacién
con Geometria Analitica y Teoria de Nuimeros, y para el célculo de invariantes
asociados a la cohomologia de haces.

El desarrollo simultdneo de las escuelas francesa (J.P.Serre y A.Grothendieck),
norteamericana (O.Zariski) y rusa (I.R.Shafarevich) proporcionan el caldo de
cultivo para la mayor parte de los desarrollos de Geometria Algebraica en el ulti-
mo tercio del s.XX. Las escuelas japonesa (H.Hironaka) e india (S.Abhyankar)
se pueden considerar como “ramas” de las anteriores, pues tanto Hironzaka co-
mo Abhyankar son discipulos de Zariski. Un tratamiento maés sistemético de los
fundamentos se lleva a cabo en el médulo 3. Las aplicaciones a supeficies, teoria
de interseccion y threefolds se desarrollan en los tres médulos siguientes.

Algunas relaciones con Fisica

A lo largo de la Historia, frecuentemente los avances de las Matemadticas
y la Fisica han discurrido en paralelo. Algunos de los eemplos maés significati-
vos conciernen a la gravitaciéon newtoniana, la éptica geométrica, la mecénica
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analitica, el electromagnetismo, 6 la Relatividad General, por citar sélo algunos
de los maés significativos desde el punto de vista geométrico.

Mas recientemente, la confluencia entre las estructuras simpléctica, rieman-
niana y compleja sobre las superficies algebraicas K3 con excelentes propiedades
ha proporcionado soporte para algunos de los problemas mas relevantes rela-
cionados con la unificacién para los diferentes tipos de interaccién: gravitatoria,
electromagnética, débil y fuerte. El modelo estdndar ha conseguido unificar las
interacciones electromagnética, débil y fuerte; el grupo estructural estd dado
por el producto U(1) x SU(2) x SU(3) (producto de los grupos estructurales
para cada tipo de interaccién). Sin embargo, la unificacién con la gravitatoria
es un problema atin abierto que actualmente se aborda en términos de modelos
cuantizados de gravitacién.

Una importante conexién con la Geometria Algebraica procede del estudio
de propiedades de las soluciones de las ecuaciones de Yang-Mills que son las
ecuaciones estructurales del modelo estandar. En el contexto de la teoria de in-
variantes, las ecuaciones de Yang-Mills se pueden considerar como una extension
del electromagnetismo de Maxwell en el marco de teorias gauge no necesaria-
mente abelianas.

Las soluciones postuladas a partir de los modelos fisicos para las interaccio-
nes electromagnética, débiles (instantones) y fuertes se abordaron en dos fases
correspondientes al estudio de soluciones auto-duales (superficies en espacios
4-dimensionales) a finales de loas setenta y sus perturbaciones genéricas, en
primer lugar, y soluciones arbitrarias (S.Donaldson, medalla Fields en 1986) a
principios de los anos ochenta.

La teoria de supercuerdas es una de las teorias mas desarrolladas en relacién
con la Gran Unificacién en el marco de cuantizacion gravitatoria. Las soluciones
mas significativas para el caso general son curvas racionales contenidas en 3-
folds. La superficie cubica general contiene 27 rectas; este andlisis se extiende
al caso de rectas proyectivas (sus imdgenes son curvas racionales) contenidas
en so6lidos de Fano. Con mas generalidad, el problema es el estudio del nimero
finito de curvas racionales (cuerdas) que aparecen como soluciones generales
de las ecuaciones estructurales de una cuantizacién del modelo gravitatorio. Al
final de la siguiente seccién se presentan algunos detalles sobre estos tépicos.
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0.3. Algunas aplicaciones

El mayor problema para el desarrollo de las aplicaciones radica en que la
mayor parte de los matematicos ignoran la demanda procedente de diferentes
areas de la Ingenieria; la tinica posible excepcién por parte de los matematicos
se refiere a su interés sobre cuestiones relacionadas con la Fisica Teérica 2.
Ello da lugar a que las soluciones de los problemas reales estén siendo resueltas
por cientificos no-mateméticos lo cual tiene efectos positivos (acercamiento a las
Mateméticas por parte de profesionales de otras dreas) y negativos (soluciones
incompletas, en ocasiones no-6ptimas, aproximacion casuistica, ausencia de rigor
en las demostraciones, etc)

Esta actitud de distanciamiento es atin mas acusada en Geometria Algebrai-
ca. Buena parte de los expertos en esta subarea presumen de la no-aplicabilidad
de la Geometria Algebraica y exhiben su opinién como una virtud de este area.
Ademas de ser una afirmacion falsa que s6lo denota ignorancia, como consecuen-
cia la mayor parte de los mateméticos piensan que la Geometria Algebraica es
inutil para resolver problemas de otras areas de interés; por ello, basta con ig-
norar su actividad, a pesar de la gran cantidad de medallas Field en dicho area
de conocimiento.

Esta situacion ha dado lugar a un retroceso en la presencia de Geometria
Algebraica (en los estudios superiores de Matemadticas), a una reduccién sensi-
ble del nimero de estudiantes en este drea y a un aislamiento de los expertos
en torres de marfil cada vez mas inaccesibles para la mayor parte no sélo de
matematicos, sino de expertos procedentes de otras dreas cientificas o tecnologi-
cas. Un buen indice es el estancamiento relativo en este area a pesar de la gran
cantidad de problemas abiertos. Este retroceso social es facilmente medible en
términos de especialidades impartidas, publicaciones en revistas de impacto 6
Medallas Field en los tltimos veinte anos.

El propédsito de esta seccidn es proporcionar argumentos para rebatir esta
opiniéon lamentablemente tan extendida. Para ello, se pasa revista a algunas
aplicaciones en diferentes dreas. La seleccién de areas no es objetiva y responde
a criterios personales pero relacionados con los médulos en tornos a los cuales
estd organizada la materia. Por ello, presentan una dificultad creciente y la
comprensién de su alcance estd condicionada a un desarrollo de los diferentes
modulos que se describen mas abajo.

0.3.1. Geometria Algebraica en Ingenieria

El esquema bésico de la parte II de estas notas tiene 4 materias eituetadas
como Computational Mechanics of Continuous Media By, Computer Vision Bsy,
Robotics B3 y Computer Graphics B,. Esta ordenacién sigue un orden creciente

72La situacién es atin peor en relacién con otras dreas de conocimiento que se mencionan
como subsecciones mas abajo que lamentablemente se consideran como pseudociencia o no
son consideradas como actividades curriculares para la profesién
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de dificultad y de integracién de diferentes métodos desde los modelos suaves,
a su aproximacién por PL-modelos, enfoque analitico y truncacién algebraica,
finalmente. Por ello, la aplicacién de métodos GAGA a dichas areas de Ingenieria
sigue un orden inverso.

Las aplicaciones méas inmediatas de la Geometria Algebraica estan relacio-
nadas con la utilizaciéon de curvas y superficies alebraicas de grado bajo para
modelar objetos, trayectorias descritas por mecanismos articulados, controlar
dispositivos, simplificar la simulacién o la visualizacién de objetos complejos.

En la mayor parte de los casos, se trata de curvas y superficies algebraicas de
grado d bajo (habitualmente d < 4); ademds, casi siempre se supone que estos
objetos son racionales, es decir, imagen por una aplicacion racional de la recta
o del plano proyectivo. Ello se debe a la necesidad de implementar computacio-
nalmente las soluciones para facilitar el control de la evolucién espacio-temporal
de los objetos asociados en términos de la discretizacion asociada a una para-
metrizacion del objeto.

Lamentablemente, las variedades racionales no parecen recabar mucha aten-
cién por parte de los expertos en Geometria Algebraica. Una excepcién estéd
dada por el estudio de soluciones de problemas de Geometria Enumerativa Ags
en relacién con Fisica Tedrica (supercuerdas, funcional de Yang-Mills). La idea
bésica consiste en que las soluciones minimales del funcional de Yang-Mills estan
dadas por un numero finito de curvas racionales; por ello, hay que empezar
contando cudntas hay. Este es un tépico muy especializado que requiere conoci-
mientos avanzados de Geometria Algebraica y Topologia Diferencial Global A4
(Fibrados y fibraciones).

El funcional de Yang-Mills es un funcional de curvatura sobre el espacio de
conexiones sobre un Fibrado Principal. Por ello, las soluciones que minimizan
el funcional son invariante por la accién del grupo estructural G del fibrado
correspondiente. Esta idea basica proporcionan el nexo con aspectos de la Teoria
Geométrica de Invariantes (relativa a fibrados G.estables) y fue desarrollada en
la tesis de F.Kirwan (bajo la direccién de M.Atiyah). CEllo requiere algunas
extensiones de la Teoria de Invariantes que se pueden ver en la tercera edicién
de [Mum8?]

Aparentemente, el enfoque anterior no tiene mucha relacién con aplicacio-
nes a Geometria. Sin embargo, no es asi. Una idea similar a la utilizada por
F.Kirwan en relaciéon con el funcional de Yang-Mills aparece en el funcional de
Mumford-Shah (1993) utilizado para reconocimiento y adaptacién de contornos
en imagenes.

La idea bésica es nuevamente muy simple: el contorno o silueta s, (como
borde Or, de una regién plana r,) se ajusta minimizando el efecto de fuerzas
tangenciales sobre el borde y fuerzas normales (internas y externas) actuando
Sq = Orq con condiciones prefijadas (problema de contorno en la terminologia
clésica).

A pesar de la inmensa literatura sobre Superficies Minimales, atin no se ha
formulado un funcional tipo Mumford-Shah para superficies (de interés para
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modelado 3D) o para superficies en movimiento (de interés para simulacién y
animacién en 3D). Las aplicaciones a la industria multimedia son casi obvias.
Algunos elementos basicos para estas cuestiones se comentan en varios méodulos
de B, (Computer Graphics).

No obstante, atin no disponemos de soluciones computacionales eficientes.
Para alcanzarlas, se requieren elementos adicionales cuyos inputs proceden de
Video 3D (el tépico més avanzado de Vision Computacional que se desarrolla
en Bag); asi como restricciones estructurales para los outputs procedentes de los
modelos biomecanicos para Humanoides Bss y Animats Bsg que aparecen en
Robotics Bs.

Desde un punto de vista computacional méas efectivo, el paradigma maés
importante surgido a finales del siglo XX es la Geometria Conforme Compu-
tacional. Esta subarea desarrolla una aproximacién computacional a la fusién
de aspectos relativamente simples procedentes de la Geometria Diferencial A1,
la Topologia Algebraica A,, el Andlisis Complejo (versién geométrica en Agg
y Aay), las superficies de Riemann (versién topolégica en Aj71) y la Geometria
Algebraica de las Superficies de Riemann Ag;.

Las aplicaciones crecientes a diferentes areas de Ingenieria estan relaciona-
das sobre todo con gestién de redes inaldmbricas (como extensién de las redes
en Mecdnica Computacional de Medios Continuos By ), Visién Computacional
By (con especial atencién a Imédgenes Biomédicas), Deep Learning en Robotics
B3, Modelado Geométrico B4y o, con mas generalidad, asistencia a la produc-
ciéon de contenidos multimedia en Computer Graphics By. Estas aplicaciones
motivan que el ultimo capitulo de A3, esté dedicado a exponer los fundamentos
matematicos de Geometria Computacional Conforme.

Los objetos que aparecen como soluciones de problemas de Ingenieria no son
necesariamente algebraicos y las aproximaciones algebracias pueden presentar
grado muy alto. Basta pensar en una mano humana cuya silueta, tedricamente,
requeriria trabajar con curvas planas de grado diez, algo imposible de manejar
computacionalmente. Por ello, se adopta una estrategia basada en aproximar
dichos objetos mediante técnicas de “pegado” de curvas o superficies de grado
bajo.

A diferencia del enfoque tedrico que se presenta en Geometria Diferencial
o Algebraica, el pegado no tiene por qué ser localmente un difeomorfismo, ni
tampoco una aplicacién birregular. Por ello, un marco mas apropiado es el
diferenical a trozos o el analitico. En esta materia se da preferencia a los métodos
algebraicos o analiticos; de forma complementaria, en A, se da preferencia al
marco PS (suave a trozos).

Modelado racional

El modelado basado en Geometria Algebraica utiliza habitualmente curvas
y superficies algebraicas racionales de grado bajo como las curvas tipo snake o
splines generalizadas k-dimensionales definidas como variedades producto Cf tx
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.. .xC,‘j’“ de k curvas racionales Cid" de grado d; con pesos sobre puntos de control.
Los “pesos” imponen condiciones de incidencia o tangencia para cada una de
las curvas C; de la variedad producto.

Asf p.e., una superficie B-spline de bigrado (d;, ds) estd definida localmente
como el producto de dos “trozos” de curvas pesadas racionales (snakes) C; de
grado d; y Co de grado ds. En las aplicaciones practicas, no se requiere ninguna
condicién adicional relativa al pegado de curvas racionales de diferente grado;
en cualquier caso, nétese que todas las curvas racionales son birracionalmente
equivalentes independientemente del grado que presenten.

En particular, una B-spline de bigrado (d1, d2) sélo requiere fijar (d1+1)(d2+
1) elementos de control relativos a condiciones de incidencia o de tangencia. La
Geometria Enumerativa de curvas algebraicas permite calcular el nimero de
curvas de grado fijo que verifican el nimero requerido de dichas condiciones.

Una extensién inmediata concierne a threefolds T-splines de trigrado (dy, do, d3)
que presentan gran interés para el modelado de sélidos deformables como los
correspondientes a érganos internos para iméagenes biomédicas tridimensionales,
p-e. Un problema abierto concierne a la caracterizacién y clasificacién de varie-
dades splines de grado bajo. El interés de este problema radica en la necesidad
de identificar la variedad spline éptima para la minimizacién de funcionales de-
finidos sobre el espacio de splines. Este problema esta abierto incluso para el
caso de superficies B-splines.

Desde el punto de vista computacional, la parametrizacién estandar de cual-
quier trozo de curva racional normal por A' proporciona modelos cuadrangu-
lares para splines (superficiales o cuboidales) permitiendo irregularidades en la
distribucién de los puntos de control sobre cada una de las componentes. En
las aplicaciones practicas, estas irregularidades aparecen asociadas a la varia-
cion de la curvatura de los elementos superficiales o volumétricos que se desea
aproximar mediante splines generalizadas.

La Geometria Conforme proporciona métodos y herramientas computacio-
nales para transformar datos volumétricos ane datos planares. Reciprocamente,
todas las superficies en el mundo real admiten una estructura conforme, por lo
que pueden ser elevadas (con bajo coste computacional) a modelos volumétricos.
En la segunda década del siglo XXI se han desarrollado aplicaciones de estos
resultados a imagenes biomédicas 3D y a hologramas més realistas, p.e.

Dependiendo de la aplicacion para la que estén disenadas, las variedades ra-
cionales pasan exactamente por los puntos de control o desde un punto de vista
mas practico, los PL-elementos simpliciales (segmentos o tridngulos, tipicamen-
te) distan de la variedad objetivo menos de un umbral prefijado. Actualmente,
existen herramientas de modelado que permiten asociar curvas racionales a gra-
do bajo a un nimero apropiado de puntos de control. "3

La condicién relativa a la proximidad entre formas requiere un embebimiento
de la variedad en un espacio métrico (euclideo o hermitico, tipicamente). En el

73Una introduccién a la automatizacién de este proceso se presenta en el médulo 1 (Geo-
metric Shapes) de mis apuntes sobre Computer Graphics. A Geometric Approach.
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caso de curvas, esto se lleva a cabo inicialmente de forma grafica usando laminas
eldsticas que pueden vibrar en torno a los puntos de control para ajustarse me-
jor a condiciones de contorno. Una formalizacién de esta idea utiliza la métrica
de Peterson-Weil sobre el espacio de moduli de curvas planas “simples” (ce-
rradas y sin autointersecciones) en relacién con el funcional de Mumford-Shah
introducido para el reconocimiento de formas planares en imagenes.

La idea intuitiva para el funcional de Mumford-Shah (introducido para Re-
conocimiento de Formas en Bsy) utiliza deformaciones normales (internas y
externas) y tangenciales para los contornos de las curvas simples. El candidato
natural para superficies deberia ser un funcional de tipo variacional para super-
ficies que admiten deformaciones normales (internas y externas) y tangenciales.
Cuando dicho funcional es el de drea minima o el de curvatura (tipo Yang-Mills,
p.e.) se dispone de informacién para las soluciones aproximables mediante B-
splines.

La ignorancia actual sobre la estructura del espacio de superficies B-splines
6 voltimenes T-splines (ni siquiera se sabe si es metrizable) da lugar a que el
ajuste de tipo variacional sea un problema dificil de resolver en dimensiones 2 y
3. En particular, se requiere un estudio més detallado de las deformaciones en el
espacio de splines generalizados y un andlisis de las cuestiones de metrizabilidad
para estos tipos de variedades. Algunos aspectos béasicos de estas cuestiones se
abordan en [Jut07] ™

En un marco mas “pedestre”, los casos inicialmente més significativos para
aproximaciones lineales a trozos estan dados por rectas secantes a curvas que
aparecen de forma cldsica como congruencias cuando X es una curva algebraica.
Las congruencias de rectas proporcionan un marco geométrico para representar
modelos lineales simplificados de propagacién ondulatoria en el espacio.

Con més generalidad, una PL-aproximacién a una variedad algebraica pro-
yectiva X — P™ desde el punto de vista de la Geometria Algebraica esta dada
por las variedades de secantes Sec(k, X) dadas como el cierre del conjunto de
puntos de P" que estan sobre subespacios k-dimensionales generados por k + 1
de X en posicién general. La construccién de variedades de incidencia VI (k, X)
definidas como el cierre de

{(2,L) e P"* x Grass(k+1,n+1) | z€ L=<pg,...,pr > conp; € X},

asi como de sus proyecciones sobre el espacio ambiente P* y Grass(k+1,n+1)
asociadas a las variedades de secantes y los k-subespacios secantes, permite
transferir propiedades de las Grassmannianas a las variedades, extendiendo el
enfoque de la aplicacion de Gauss. Lamentablemente, las variedades de subes-
pacios k-secantes Sec(k, X) presentan singularidades a lo largo de los puntos

74B.Jiittler, and R.Piene (eds): Geometric Modeling and Algebraic Geometry. Springer-
Verlag, 2007.
75La aproximacién de tipo corpuscular se visualiza con técnicas de Informética Gréfica
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situados en Sec(k — 1, X).

Por ello, la utilizacion de esta PL-aproximacion a variedades algebraicas por
subespacios lineales no es elemental, aunque proporciona una conezrion estruc-
tural con métodos homoldgicos de la Topologia Algebraica que han sido poco
explotados hasta ahora. Las conexiones mas habituales con la Teoria de Homo-
topfa (SGA1 sigue siendo una de las mejores referencias) o con diferentes Teorias
de Cohomologia (Singular, DeRham, Dolbeault, Cech, etc) se desarrollan sobre
todo a partir del médulo 3 de esta materia, aunque su aplicabilidad a Ingenieria
es menos inmediata.

Desde un punto de vista computacional, la Topologia Algebraica propor-
ciona modelos computables asociados a descomposiciones simpliciales relativos
a la homologia con coeficientes constantes. En este caso, el énfasis se pone en
aproximar el soporte de la variedad como espacio topoldgico con elementos bési-
cos (sfmplices o células) que proporcionan una triangulaciéon generalizada o una
descomposicién celular. Este tipo de descomposiciones es muy 1til para la discre-
tizacién del soporte y la aplicacién de Métodos de Elementos Finitos (FEM) que
permiten resolver una gran cantidad de problemas asociados a la discretizaciéon
de ecuaciones diferenciales.

Los aspectos computacionales relativos al soporte se abordan en el médulo 2
(CAT: Computational Algebraica Topology) de mis apuntes sobre Computatio-
nal Mechanics, mientras que los aspectos relativos al modelado semi-automaético
estético se abordan en el médulo 1 (Geometric Shapes) de mis apuntes sobre
Computer Graphics. A mathematical approach ™°

Robdética

Un robot es un manipulador reprogramable multifuncional disenado para
mover materiales, piezas 6 dispositivos especializados, a través de movimientos
programados variables para la realizacién de diferentes tareas (definicién dada
por el Robot Institute of America, 1979).

El soporte para la arquitectura de un robot estd dado por una é varias ca-
denas cinemadticas articuladas conectadas. Cuando estas cadenas cinematicas
estdn conectadas a uno é mds cuerpos (plataformas con mecanismos de distri-
bucién) decimos que se tiene un robot paralelo de tipo multicuerpo. Los tipos
mas importantes son:

= secuencial, como p.e. un brazo articulado que puede operar en un plano
variables o en el espacio 3D;

= paralelo como p.e. simuladores de vuelo incluyendo plataformas formadas
por platos conectados entre si mediante barras;

76Un caso extremo corresponde a la curva racional normal caracterizada por
Sing(Sec(k, X)) = Sec(k — 1, X) siempre que Sec(k, X) sea una subvariedad propia de P"

""Las actualizaciones de estos materiales se pueden descargar de
https://www.mobivap.es/miembros/javier-finat/
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= multicuerpo como p.e. robots moéviles con patas conectadas a un elemento
central habitualmente articulado;

» hibrido como p.e. robots humanoides.

En el caso més simple es necesario desarrollar un controlador para el se-
guimiento de la posicién y de la orientacion para el efector de cada cadena
cinemética. Hay que minimizar el error (método de Lyapunov p.e. para el caso
desacoplado) y garantizar la estabilidad usando métodos de interpolacién, p.e.
Las bases monomiales proporcionan una herramientas para la interpolacién de
polinomios, mientras que las funciones radiales facilitan la interpolacién para
superficies. Ambas se pueden reformular en el marco de la Geometria Algebrai-
ca.

Los robots méviles tradicionales estan basados en plataformas con ruedas;
cuando el terreno es irregular 6 el robot tiene que salvar obstéculos (tuberfas,
escaleras, p.e.) es necesario considerar robots basados en patas para operar en
entornos peligrosos, toxicos ¢ de dificil acceso para los humanos. Garantizar la
estaiblidad y la convergencia de las soluciones en regiones acotadas controlables
es un problema no-trivial.

La simulacién de carga y de las soluciones “fundamentales” (asociadas a un
problema de valores propios en SVD, p.e.) requiere técnicas avanzadas de inter-
polacién (Amano. Kitagawa) mds alld de las bases monomiales o las fucniones
radiales. En el enfoque desarrollado en los médulos Bss (Humanoid robots) y
Bsg (Animats) usamos modelos de control para funciones definidas sobre una
Grassmanniana (espacios generados por los efectores de cada extremidad) y
sobre variedades de banderas (en previsién de posibiles degeneraciones).

Para entender la utilidad de los modelos geométricos cambiantes en la reali-
zacién de tareas es necesario conocer aspectos béasicos de la arquitectura mecani-
ca de un robot. La representacién esqueletal estd formada por una coleccion
finita de juntas, barras y platos que se representa mediante un grafo pesado
dirigido (digraph). Las juntas méds usuales (nodos del grafo) son rotacionales,
esféricas o prisméaticas. Para simplificar suponemos que sélo hay juntas rota-
cionales (cualquier junta esférica descompone en producto de tres rotaciones) y
barras de longitud fija. Hay dos tipos de espacios que son significativos para la
geometria del robot:

= El espacio de configuraciones C (llamado también articular o de juntas)
es el espacio de estados de las juntas que generan el movimiento mediante
diferentes tipos de comandos a controlar.

= Kl espacio de trabajo VW asociado a la posicién y orientacién del efector
final E; 6 extremo de cada cadena cinematica C; del robot. Esta descrip-
cién proporciona una coleccién finita de puntos de control en el espacio
ordinario.

La formulacién en el espacio de configuraciones C utiliza coordenadas generali-
zadas (g,p,r) (Lagrange) con las relaciones estructurales dadas por el sistema
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de 1-formas diferenciales pdt — dg y rdt — p que corresponden a la geometria
de contacto (Legendre). La formulacién en el espacio de trabajo W se aborda
usando cadenas cinemdticas planares (mecanismos de tres barras para cada pa-
ta, p.e.) que podemos describir vectorialmente en el espacio de trabajo (usando
referencias absolutas con respecto a una posicién-orientacién inicial 6 relativas
para el caso de la navegacién a poses precedentes) 6 analiticamente en términos
de configuraciones geométricas (marco afin).

El anélisis mecdnico de un robot multicuerpo tiene diferentes niveles que se
etiquetan como

1. Geométrico asociado a la aplicaciéon de transferencia 7 : C — W que
convierte los impulsos en cada junta a movimientos del efector final F; de
cada cadena cinematica C;. El control geométrico se basa en la localizacion
(posicién y orientacion) del efector final.

2. Cinemdtico asociado al 1-jet de la aplicacién de transferencia j'7 : J'C —
J'W. El dato fundamental a controlar es la matriz jacobiana asociada a
j17. El control cinemdtico se lleva a cabo en términos de la impedancia
electromecénica del sistema.

3. Dindmico asociado al 2-jet de la aplicacién de transferencia jl7 : JIC —
J'W. Los datos fundamentales a controlar proceden de la interaccién con
el medio y consigo mismo. El control dindmico se realiza en términos de
la modificacién gradual de mecanismos de tipo anticipatoriio (para salir
de la posicién inicial de equilibrio) y compensatorio (para recuperar la
estabilidad global del sistema).

La realimentacién entre los diferentes tipos de control es crucial para mejorar la
eficiencia en la realizacién de tareas por parte del robot, incluyendo HRI (Human
Robot Interaction). La Geometria Computacional Conforme proporciona un
soporte para los niveles Geométrico y Cinematico de la Roboética. La extensién
al nivel dindmico (incluyendo los efectos asociados a la propagacién de sefiales
y su interaccién con el entorno) estd pendiente atin de desarrollo.

Ademsés de las cuestiones relativas al control relacionadas en el apartado
precedente, hay multitud de cuestiones en las que la Geometria Algebraica Real
proporciona un soporte de utilidad para resolver problemas de Robética. Entre
ellas cabe destacar:

= Descripcién de trayectorias realizadas por el efector final de un brazo
robético.

= Resolucién de las ecuaciones algebraicas en términos de s; (senos) y ¢;
(cosenos) correspondientes a las juntas rotacionales en las que descompone
un robot sin juntas prismaticas, bajo las restricciones algebraicas asociadas
a los movimientos permitidos.

= Identificacion de los tipos de singularidades que pueden aparecer vincu-
lados a configuraciones de desequilibrio (alineamiento entre componentes
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consecutivas) o bien singularidades cinemédticas definidas por la anulacién
de la matriz jacobiana asociada a la aplicacion de transferencia 7 : C — W

Algunos de los tépicos més interesantes y menos explotados en la literatura
conciernen a

» [dentificacion de los diferentes tipos de simetrias geométricas (asociadas
a la arquitectura articulada de cada robot), cinemdticas (asociadas a la
conservacién de cantidades como el momento o la energfa) 6 dindmicas
(asociadas a la interaccién consigo mismo y con el entorno en el que actia).
Los Grupos de Lie proporcionan el soporte para desarrollar la cinematica
(sobre dlgebras de Lie) y la dindmica (en términos de espacios simétricos
generados mediante geodésicas).

= Realimentacion entre los diferentes tipos de control asociados a las si-
metrias detectadas a nivel geométrico, cineméatico y dindmico. La Geo-
metria de Contacto sobre los espacios de jets proporciona el marco pa-
ra facilitar la prolongacién de simetrias geométricas a la cinematica y la
dindmica de los robots. Esta extensién es casi inmediata fuera del lugar
singular.

= Control mecdnico sobre el robot que afecta a la geometria de las restriccio-
nes y sus prolongaciones en espacios de jets, incluyendo el caso singular.
Ello requiere identificar el tipo de singularidades y mostrar trayectorias
que permitan atravesar dichas singularidades en lugar de evitarlas. El
marco conceptual para este desarrollo utiliza Fstratificaciones equivarian-
tes asociadas a la aplicacion de transferencia 7 : C — W y sus k-jets. Este
tipo de argumentos estd motivada por la utilizacién que los mamiferos
hacemos del paso a través de singularidades mediante un control de las
simetrias (geométricas, cineméticas y dindmicas).

Todos estos aspectos han sido desarrollados en diferentes cursos impartidos en
la SSSA de Pisa, Politécnico de Turin e Institut Fourier de Grenoble. Algunos de

ellos han sido aplicados a componentes de robots humanoides. Para mas detalles
ver mis apuntes sobre Robodtica.

Control visuo-motor

El control lineal es el méas simple de todos. Un ejemplo basico de control
geométrico corresponde a sistemas de la forma

&= ui(t)Xa(r) zeM
i=1

donde X; es una coleccién de campos vectoriales definidos sobre un espacio de
configuraciones M, con una funcion de control u = (uq,...,uy) definida sobre
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un intervalo [0,7] que toma valores en un compacto K C K™ con interior no
vacio que suponemos inicialmente simétrico (para evitar efectos de “deriva”).

En el caso regular, una vez fijadas condiciones iniciales (relativas al espacio
tangente a la trayectoria) y con las restricciones de Lipschitz habituales (control
de la variacién de espacios secantes), la EDO lineal descrita mdas arriba admi-
te una unica solucién en cada punto que representa el comportamiento de la
trayectoria que resuelve el sistema descrito.

Algunos objetivos bdsicos de la Teoria Cldsica de Control consisten en iden-
tificar:

= el conjunto de puntos accesibles por las soluciones del sistema;
= la trayectoria que se recorre en tiempo minimo;

= la funcién de control u = (uq,...,u) que garantice una propiedad pre-
viamente especificada para la solucion x,, del sistema.

Cuando la topologia del espacio ambiente es la del espacio cartesiano, los
problemas citados son sencillos de resolver desde un punto de vista tedrico.
Sin embargo, la introduccién de un soporte con restricciones algebraicas o con
comportamiento no-regular para el sistema, complica el problema de control,
haciendo intervenir la topologia de las variedades algebraicas debido al caracter
no-lineal del soporte.

Desde un punto de vista dual, topologias complicadas se pueden interpretar
en términos de funciones no-lineas que es necesario aproximar por polinomios. La
adaptacion a condiciones eventualmente cambiantes requiere modelos no-lineales
de control capaces de “auto-adaptarse” a condiciones que podemos suponer
dadas por aplicaciones polinomiales cuyas componentes son polinomios de grado
bajo.

Por otro lado, en ausencia de informacién completa se puede interpretar la
funcién de control u(t) como un input que se transforma en una salida z(t) a
través de un sistema A del que sélo se dispone de informacién parcial de tipo
tangencial 8.

En presencia de informacién incompleta, las funcioines definidas sobre va-
riedades de Grassmann proporcionan un “modelo suficientemente general” para
controlar la dindmica en funcién de la informacién disponible cambiante (re-
presentada idealmente como un subespacio vectorial). En presencia de degene-
raciones (reduccién en la dimensionalidad) es necesario introducir funciones de
control sobre variedades de banderas ™

En la practica, es necesario introducir condiciones de “atraccién” (convergen-
cia de soluciones) 6 de “estabilidad” para la dindmica en torno a una variedad

78 Esta, situacién es tipica en casi todos los fenémenos fisicos de tipo experimental y en todos
los modelos sociales, a pesar de que buena parte de la Teoria Econdémica se sustenta sobre
hipétesis inverosimiles como p.e. la informacién completa o el comportamiento racional de los
agentes econémicos.

79La adaptacién de este enfoque a Teoria Econémica se ha introducido en Agg. La adaptacién
a Robdtica se introduce en Bs7 en relaciéon con robots paralelos (plataformas de Stewart, p.e.).
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algebraica (comportamiento por deformaciones, p.e.) o para estructuras super-
puestas (acotacién de invariantes para subfibrados que no permitan “saltos” por
encima de un umbral, p.e.).

Para representar dicha convergencia se utilizan condiciones de realimentacién
que permite discretizar el modelo, interpolar entre soluciones toscas y actuar en
relacién con atractores y drbitas periddicas. El control utiliza restricciones de
tipo métrico sobre el espacio ambiente en el que estd sumergida la variedad solu-
cién y sus deformaciones. Por ello, el marco para abordar este tipo de cuestiones
es la Geometria Algebraica Diferencial.

Dos desarrollos relevantes conciernen a las aplicaciones a Robética (que se
comentan en el apartado siguiente) o bien las aplicaciones a Teor{a Econémica en
el marco de la Macroeconomia Keynesiana. Desde los anos ochenta, la Robdtica
ha adoptado herramientas de tipo geométrico para resolver cuestiones de control,
motivando una realimentacién creciente.

La situacién en Teoria Econdémica es bastante diferente, pues el andlisis
dindmico estd menos desarrollado de lo que seria deseable. En el mejor de los
casos se utilizan métodos de Estdtica Comparativa que ignoran los rudimentos
bésicos de las Foliaciones como herramientas para describir las modificaciones
en el comportamiento de los agentes econémicos. 89

Dinamica Computacional de Fluidos

A lo largo de los anos noventa ha tenido lugar un extraordinario crecimiento
de métodos de cédlculo y herramientas de simulaciéon para estimar y visualizar
el comportamiento de sistemas dindmicos de gran complejidad que se presentan
en diferentes areas de conocimiento relacionadas con fenémenos atmosféricos,
la simulacién de gases en torno a perfiles en diferentes tipos de industria (au-
tomovilistica, aerondutica, aeroespacial), el comportamiento de los mercados,
el modelado de 6rganos internos del cuerpo humano 6 funcionalidades (sistema
vascular, flujos de actividad cerebral), 6 el soporte a la creacién de contenidos
en la industrial multimedia, entre otros.

A pesar de los avances realizados en el modelado computacional, los avances
en distribucién de procesos y el desarrollo de modelos mas eficientes de Visuali-
zacion Avanzada, la elevada complejidad de los algoritmos y el tiempo requerido
para realizar calculos siguen representando obstdculos muy dificiles de salvar.
Para facilitar el control de la ingente cantidad de informaciéon a procesar se
requiere un agrupamiento en torno a variedades (como soporte geométrico) y
su posible evolucién a lo largo del espacio-tiempo sobre el fibrado (co)tangente
(como soporte a la cinemdtica).

Los requerimientos para alcanzar soluciones mds eficientes no son unicos
y dependen del tipo de aplicacién. Algunos de los mds importantes son los
siguientes:

80La reformulacién en términos de los fibrados horizontal y vertical a una foliacién F se han
presentado en el capitulo 8 del module A14 (Differential Forms) de A; (Differential Geometry
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= Comportamiento estable para las soluciones: Hay que desarrollar una apro-
ximacion tolerante a fallos o cambios de estado, lo cual excluye en principio
la presencia de singularidades no sélo en la Geometria, sino en los mode-
los cinematicos o dindmicos. En las proximidades de soluciones singulares
para modelos vinculados a la industria aerondutica y aeroespacial es ne-
cesario mostrar mecanismos de control que permitan evitarlas. Desde un
punto de vista dual, es necesario introducir criterios de optimizacion de
tipo cuantitativo (métricas sobre espacios de funciones o de formas) 8! o
bien cualitativo

= Gestion asincrona de flujos que pueda incluir retrasos (ajuste no-simultédneo)

en la memoria encargada de gestionar la ingente cantidad de informacion.
Existen muiltiples técnicas cuya paralelizacién se ha iniciado en los noven-
ta tales como la evaluacién de matrices jacobianas, el andlisis granular de
componentes constitutivas sobre modelos localmente simétricos, el proce-
samiento cada vez més rapido sobre tarjetas gréficas aceleradoras (GPU),
la monitorizacién en los mecanismos de convergencia asociada a diferentes
tipos de control (ver més arriba), etc. Ahora se requiere una arquitectura
modular para redistribuir los flujos en diferentes hilos asignando priori-
dades dependientes de diferentes pardmetros (tiempo, energia, topologia
de caminos criticos) que se superponen como diferentes capas al modelo
geométrico inicial. Para mejorar la eficiencia del modelo resultante es ne-
cesario identificar correctamente el estado, calcular el residuo, actualizar
y corregir la solucién en funcién de los resultados obtenidos.

» Control dindmico de fendmenos asociados a la ramificacion (presencia de
singularidades) relacionados con la naturaleza del soporte (redes planares
o espaciales, sistema vascular, flujo de conexiones sindpticas) con capa-
cidad de auto-generacién. Aunque las funcionalidades sean similares, no
existe una uinica “arquitectura” para el soporte; por ello, el énfasis se debe
poner sobre las funciones definidas sobre una arquitectura lo mas modu-
lar posible. Las tnicas funciones que es posible controlar en tiempo real
son polinomios de grado bajo que incluyen las funciones racionales como
el estandar mas simple. La posible presencia de ciclos y la consiguiente
aparicién de posibles ramificaciones sobre las representaciones simbélicas
(grafos) de la arquitectura, requiere considerar funciones multiplemente
periodicas para la parte no-singular de estos desarrollos.

Los tres topicos mencionados no agotan ni muchisimo menos la aplicabilidad
de la Geometria Algebraica a la Dindmica Computacional de Fluidos. Tan sélo
pretenden ilustrar algunos tépicos de aplicabilidad de los materiales contenidos
en los dos primeros moédulos del Curso. Los topicos mencionados siguen el es-
quema asociado a la Geometria, Cineméatica y Dinamica que se ha presentado
en los apartados anteriores.

81Para variedades o espacios de funciones hay multitud de aproximaciones métricas, pero
para espacios de “formas geométricas” sélo se conoce la existencia de una métrica (Peterson-
Weil) para curvas simples (cerradas y sin auto-interseccién).
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Asimismo, no estdn aislados con respecto a otros que se mencionan mas
abajo, pues el primero esta muy vinculado a problemas de reconocimiento en
superficies (de gran interés para cuestiones de Visién Computacional que actual-
mente abordamos en términos de deformaciones aplicadas a mallas). El segundo
problema esta relacionado con modelos de propagacién para una reconstruccion
dindmica de objetos volumétricos en movimiento (personajes virtuales genera-
dos a partir de dispositivos sincronizados). Por iltimo, el tercero estd vinculado
a la gestion de informacién estatica capturada por cdmaras moviles en escena-
rios columnares o, reciprocamente, gestién de flujos en sistemas con multiples
agentes moviles (escenas de tréfico, p.e.).

Una dificultad que subyace a todos estos aspectos es la relacién entre lo que
percibimos (6 podemos medir en cada instante) y lo que ocurre; es decir, entre
los diferentes flujos de imagen (asociados a representaciones geométricas de la
informacién proporcionada por sensores) y el flujo de escena (asociado a objetos
volumétricos cambiantes de forma o de apariencia). La Geometria Conforme
proporciona el marco adecuado para reducir informacién 3D a informacién 2D.
En términos globales y para controlar la interaccién, esta cuestién afecta a las
multiples relaciones entre la Geometria y la Dindmica que pueden describirse
en diferentes terrenos dependiendo del marco adoptado:

= FEnfoque algebraico: Los aspectos invariantes de la Geometria se modelan
usando (modelos reales) de representaciones de U(1) (a lo largo de la direc-
cién), SU(2) (sobre elementos de superficie) o de SU(3) (sobre elementos
volumétricos). La que fueron estudiadas inicialmente por H.Weyl en los
afnos treinta. La clasificacién de representaciones (eventualmente infinito-
dimensionales) para el caso semisimple complejo se resuelven en términos
de s£(2); lamentablemente, hay otros muchos casos relevantes para los que
no se tiene una informacién tan completa.

= Enfoque analitico: Como deseamos visualizar el flujo hay que recurrir a
representaciones sobre espacios asociados a los infinitos estados de un sis-
tema. En Fisica Tedrica los espacios de Hilbert proporcionan los modelos
mas sencillos para visualizar dichos espacios de estados. Lamentablemen-
te, en nuestro caso no se dispone de una estructura tan rica como la de
un espacio de Hilbert, pues ni siquiera los espacios de funciones (mucho
menos de aplicaciones) de clase C" son metrizables.

= Enfoque geométrico: La versién global de las EDP relevantes para este ti-
po de problemas se formula en términos de fibrados vectoriales de rango r
con invariantes topoldgicos (clases de Chern, inicialmente) prefijadas. La
variabilidad de dichos invariantes en presencia de operadores de creacién-
aniquilacién requiere un estudio mas detallado de los espacios de moduli
correspondientes a dichos fibrados. Se requieren estudios adicionales para
estructuras lineales superpuestas (clases de fibrados o, con més genera-
lidad, de haces) sobre tipos de superficies 6 de threefolds complejas con
“propiedades razonables”. Seria deseable que el espacio de moduli pudiera
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soportar algin tipo de métrica; un candidato para empezar estd dado por
las superficies K3 que se presentan en el médulo 4.

0.3.2. Informatica y Ciencias de la Computacién

El desarrollo de herramientas informéaticas desde los anos ochenta ha facili-
tado la aplicacién de métodos de céalculo simbdlico y cédlculo numérico. Desde
una perspectiva complementaria, el desarrollo de la Geometria Computacional
y su extensién a herramientas para Visién, Robdtica, Animacién y Visualizacién
Avanzada como extension de la Informética Grafica estdn potenciando un desa-
rrollo importante con expectativas relevantes tanto desde el punto de vista de
la Geometria como de sus aplicaciones a diferentes terrenos. En esta subseccion
s6lo se presentan algunas “instantdneas” vinculadas a desarrollos recientes. Sin
duda hay muchas mas pero por ignorancia y falta de espacio, sélo se resenan
algunas de las mas relevantes de cara a las aplicaciones.

Informatica Grafica

La Informdtica Grdfica tiene como objetivo la generacién de escenarios o
personajes virtuales mediante la aplicacién de herramientas de diseno asistido.
Para ello, se vale de primitivas geométricas bésicas dadas por la anulacion de
formas polinomiales de grado bajo en un nimero de variables menor o igual que
tres 82. Las aplicaciones de la Geometria Algebraica afectan a la adaptacién de
modelos basados en curvas o superficies racionales de grado bajo para diferentes
aspectos tales como

= modelado algebraico a trozos usando primitivas racionales de grado bajo
d < 4;

= la animacion usando familias de curvas o superficies dependientes de
parametros;

» la simulacion de la iluminacion para crear efectos realistas de renderi-
zacién (simulacién volumétrica a partir de un control de la reflectancia),
con el andlisis geométrico de zonas de sombra y penumbra (eventualmente
méviles);

= el remapeado de texturas como imagenes de tensores dados por el producto
de formas cuadraticas (para representar elementos bédsicos o textones) y
formas bilineales (para representar la propagacién).

82Para una introduccién ver mis apuntes sobre Computer Graphics (materia B4) en mi
pagina web
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El reto actual mds dificil para las empresas de produccién de contenidos
multimedia consiste en la generacion semi-automatica de escenarios y persona-
jes virtuales a partir de la informacién capturada por varias cdmaras sincroni-
zadas o bien cdmaras en movimiento. La resolucion de este problema requiere
herramientas de modelado avanzadas para objetos algebraicos cambiantes de
forma, la integracion de informacién procedente de diferentes dispositivos sobre
un soporte geométrico comin y la visualizacién de acuerdo con caracteristicas
cambiantes de iluminacién.

Visién Computacional

Una imagen digital se puede considerar como una funcién vectorial f : R =
[a,b] x [c,d] — N? definida sobre un dominio rectangular a valores discretos &
0, de forma complementaria, como el resultado de una proyeccion central wc
de un “trozo de mundo” sobre el plano de imagen con centro en C. El objetivo
de la Vision Computacional es la interpretacion semi-automatica de objetos
contenidos en dicha imagen. Para ello utiliza una coleccién de técnicas que se
etiquetan como

1. Procesamiento que afecta a la deteccién de las regiones en las que f pre-
senta discontinuidades (por encima de un umbral) 6 bien continuidades
(por debajo de un umbral). Como resultado se obtienen bordes 6 regiones
que es necesario enlazar y restaurar, modificando los valores actuales de
la funcién (mediante convolucién).

2. Andlisis que afecta al enlazado de bordes en PL-curvas 6 PS-curvas a
aproximar mediante trozos de curvas algebraicas simples de grado bajo.
Deformaciones de curvas simples con puntos de control prefijados.

3. Mejora: Remapeado de texturas como campos tensoriales sobre el inte-
rior de las regiones. La identificacion de modelos estables en presencia de
movimiento es un problema a resolver.

4. Reconstruccion de objetos volumétricos mediante puesta en corresponden-
cia entre elementos homélogos usando funciones racionales. Los métodos
de Reconstruccién 3D a partir de multiples vistas se basan en la invariancia
de un tensor que caracteriza los datos homdlogos por las transformaciones
birracionales entre los dominios de diferentes imagenes. El resultado es una
coleccién de superficies que se aproximan mediante superficies racionales.

5. Reconocimiento con sus correspondientes fases de deteccion, extraccion,
etiquetado y clasificacién tanto de objetos planares como volumétricos.
La comparacién entre la imagen actual y el modelo se lleva a cabo usando
la métrica de Peterson-Weil sobre el espacio de moduli de curvas de género

83Para una imagen en escala de grises d = 1, para una imagen en color d = 3, para imigenes
multiespectrales d > 3
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prefijado. Atn no se dispone de modelos eficientes para el Reconocimiento
semi-automatico de superficies simples que acotan volumenes; el candidato
natural para el caso complejo estd dado por superficies Kaehler, pero atn
no se dispone de una métrica natural para espacios de moduli de ningiin
tipo de superficies que permita compararlas.

6. Restauracion de imagen mediante operadores integro-diferenciales como
solucién de problemas de reaccién-difusién. La restauracién volumétrica
presenta aun una gran cantidad de problemas abiertos, sobre todo en
presencia de movimiento o de cara a la animacion. Es necesario desarrollar
una versién algebraica de familias de formas diferenciales dependientes de
un nimero bajo de pardmetros (pencils, nets, webs) desarrolladas desde
finales de los setenta por Chern, Griffiths, Bryant et al.

Visualizacién avanzada

Una aplicacién de Visualizacion Avanzada 6 Cientifica consiste en una colec-
cién herramientas para calculo, gestion y transformacién de datos en informacion
visual mediante los adecuados interfaces. Por ello, la Visualizacién Avanzada
incluye médulos para el almacenamiento, gestién, procesamiento y anélisis de
informacion digital capturada por diferentes tipos de sensores, asi como para la
transformacién y la realizacién de operaciones que se traducen en representa-
ciones visuales.

Los diferentes médulos de Visualizacién Avanzada permiten almacenar, na-
vegar, procesar, consultar y extraer informacién sobre modelos dados por un
soporte tridimensional con diferentes tipos de funcionales dependientes de cada
punto. A la vista de la complejidad de las tareas se adopta una metodologia
hibrida con varias fases correspondientes a

1. Captura de datos mediante diferentes tipos de sefial (visible/no-visible,
acustico, electromagnético, ldser).

2. Fusion de informacion sobre modelos de grado bajo

3. Procesamiento de imagenes mediante filtrado para la deteccién de elemen-
tos, bordes y regiones significativas.

4. Andlisis basado en la superposicién de secciones (superficies de nivel) y la
comparacién con modelos previos.

5. Complecion de informacion desde el punto de vista morfolégico 6 funcio-
nal.

6. Renderizacion volumétrica no-realista mediante el realzado de elementos
morfolégicos, remapeado de texturas y adaptacion de las condiciones de
iluminacién.
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Una aportaciéon de la Geometria Algebraica consiste en que el agrupamiento,
las modificaciones y la realizacién de operaciones se pueden describir mediante
(pre)haces 84.

Cédigos

Un cddigo corrector de errores es un subespacio vectorial C' del espacio
vectorial Fy para algin entero positivo n € N al que se llama la longitud de
C'. A los elementos de C' se les llama los codewords. El peso de Hamming w(c)
de un vector ¢ € F es el nimero de sus coordenadas no-nulas. La distancia de
Hamming d(x,y) entre dos vectores x,y € Fy se define como d(z,y) := w(z—y).
Dado un cédigo C' € Fy la minima distancia d de C' es por definicién la minima
distancia de Hamming entre dos elementos distintos de C'.

Se dice que un cédigo C' tiene pardmetros [n, k,d] si n es su longitud, & es
su dimension sobre F, y d es su minima distancia. Sobre Fj se considera el
emparejamiento candnico h definido por h(z,y) := Y i, x;y;. Dado un cédigo
C C Fy el espacio ortogonal C* a C con respecto a dicho emparejamiento se le
llama el codigo dual de C.

Dada una variedad X sobre un cuerpo finito [y, un divisor G' sobre X y una
familia de puntos racionales Py, ..., P, sobre X, con A = P; +...+ P,, se cons-
truye (Manin) el cédigo funcional Cr (X, A, G) evaluando las secciones globales
del haz inversible £(G) en los puntos Py,..., P,. Un problema importante es
obtener informacién sobre el dual CL(X, A, G)” del cédigo funcional [V1a84].

Si X es una curva algebraica, entonces el dual CL (X, A, G)” del cédigo fun-
cional coincide con el cédigo diferencial Cp (X, A, G). Goppa 8% construyé este
tltimo calculando los residuos de las formas diferenciales sobre X 36,

Ademss, en este caso cualquier cédigo diferencial es igual a un cédigo fun-
cional CL(X, A, Gy) donde Gy es un divisor que depende de G, A y (la clase de)
el divisor canénico Kx de X. Por ello, el estudio de los duales de de cédigo fun-
cionales sobre curvas es equivalente al estudio de los cédigos funcionales. Desde
el punto de vista de la Teoria de Divisores sobre Curvas hay pocas novedad
con respecto a hechos bien conocidos de la Teorfa Clésica de Divisores (Picard,
Severi, Weil).

El caso correspondiente a codigos para variedades de dimensién superior
sobre cuerpos finitos F, es mas complicado. Ello se debe a las dificultades pa-
ra extender resultados bien conocidos para ciclos sobre variedades complejas.
Parece razonable empezar con variedades racionales, pero incluso sobre éstas
se tiene poca informacién salvo para casos muy sencillos como cuddricas con

84Este enfoque se desarrolla en el médulo 6 (Advanced Visualization) de
mis apuntes sobre Computational Mechanics (materia Bl) en mi pédgina web
https://www.mobivap.es/miembros/javier-finat/

85[Gop81] V. D. Goppa: “Codes on algebraic curves”. Dokl. Akad. Nauk SSSR. 259(6),
1289-1290, 1981.

86Las integrales de formas diferenciales sobre curvas se presentan en el médulo 1 (Curvas
Algebraicas), mientras que para el caso de superficies se presenten en el médulo 4 (Superficies
Algebraicas) de esta materia
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nimero de Picard igual a uno. Para una superficie algebraica X, es posible ex-
tender [Cou09] la construccién de cédigos diferenciales realizada por Goppa para
curvas algebraicas, verificindose en general que el dual de un cédigo funcional
contiene estrictamente al cédigo diferencial. Por ello, tiene interés estudiar los
duales de los cédigos funcionales sobre superficies.

0.3.3. Ciencias de la Naturaleza

El mayor reto es construir modelos que permitan explicar mejor la relaciéon
entre “forma” y “funciéon” o, en una terminologia mas moderna, entre “estruc-
tura” y “flujos”. Este reto aparece de diferentes formas en Ciencias de la Natu-
rales (incluyendo la Fisica que se aborda més abajo). Desde el punto de vista
geométrico este reto se plantea como una realimentacion entre la Geometria y
los Sistemas Dinamicos.

En este esquema, las singularidades serfan las responsables de explicar los
cambios morfoldgicos o funcionales que aparecen en los aspectos estructura-
les o dindmicos. La superposiciéon de sistemas dindmicos sobre variedades o la
deformacion producida por un sistema que interactiia modificando el soporte
(ecuaciones de difusién-reaccion, p.e.) proporcionarfan esquemas para explicar
la conexién bi-direccional entre ambos tipos de aspectos.

Algunos de los objetivos mds relevantes desde el punto de vista geométrico
consisten en:

= Comprender la estructura y la funciéon desde el nivel celular al nivel de
organos.

= Modelar los patrones de crecimiento incluyendo cambios en las apariencias,
a partir de la deteccién de valores criticos para los pardmetros en familias
de variedades algebraicas.

= Predecir los cambios cualitativos en la morfologia en funcién de cantidades
agregadas descritas como funcionales sobre los objetos bioldgicos.

En los apartados siguientes se comentan brevemente algunos de estos tépicos
desde una perspectiva matemaética.

Morfogénesis

La morfogénesis trata de modelar los cambios en la forma que tienen lu-
gar como resultado de movimientos, crecimiento, subdivisiones o mutaciones de
organismos vivos. El enfoque desarrollado por R.Thom propone un esquema
basado en el andlisis de la Geometria del Discriminante asociado a (el germen
de) una funcién diferenciable F : K™ x A — K que representa una deformacién
genérica de f: K" - K.
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Cuando dicha funcién es un polinomio en una variable z, el lugar discrimi-
nante estd dado por

{(z,\) €eK"x A | F(z,A) =0, %:0}

es decir, el conjunto de puntos en los que la proyeccién sobre el espacio de
pardmetros A es tangente al grafo de la aplicacién o, en otras palabras, al con-
junto de raices multiples con respecto a los pardmetros A (discriminante de la
ecuacion en el sentido algebraico de la palabra).

Los casos méds simples corresponden a las deformaciones genéricas de f(x) =
xF+1 para k > 1 que se denotan mediante A en la terminologfa de singula-
ridades de aplicaciones. El ejemplo més simple no-trivial corresponde a k = 2
con f(x) = 23 y deformacién genérica y = F(x) = 23 + Ar que al resolver con
322+ X =0da (\,y) = (—322,22%) = (a,b) con la ctspide 4a® + 27b* = 0 como
proyeccion del lugar discriminante.

Este estudio recibe el nombre de Catdstrofes Elementales de R.Thom; sus
extensiones se analizan con mas detalle en el médulo 3 del Curso de Topologia
Diferencial. Actualmente, esta teoria forma parte del andlisis de bifurcaciones
que tiene multitud de aplicaciones al estudio geométrico de Sistemas Dindmicos
(ver médulo 6 del Curso de Topologia Diferencial).

Un problema actualmente muy dificil es tratar de establecer patrones de cre-
cimiento o de generacién de formas usando representaciones fisicas que vayan
desde el nivel celular o molecular hasta el nivel de érganos. En el caso de la
Fisica o la Quimica Tedrica, es posible describir aproximaciones numéricas que
permiten obtener ecuaciones macroscépicas a partir de simulaciones de mode-
los moleculares que se entrelazan siguiendo patrones complejos controlados por
sistemas de EDP. No se conoce ningtin modelo parecido para organismos vivos.

Para resolver el problema de la generacién de organismos complejos, convie-
ne revisar las aproximaciones de modelos inertes pero activos. La idea basica
consiste en seleccionar y seguir una coleccién de particulas a lo largo de un in-
tervalo de tiempo, aplicando un andlisis regresivo inicialmente (de correlacién y
covarianza en una fase posterior) sobre colecciones de datos simuladas. Para el
control de mutaciones, es necesario fijar las tasas de transicién en términos de
fluctuaciones que se describen usando modelos de diferencias finitas.

La “acumulaciéon” de estos modelos proporciona patrones para diferentes
comportamientos macroscopicos utilizando escalas espacio-temporales y mode-
los de reaccién-difusion apropiados. Las restricciones asociadas a modas locales
deben verificar las EDP del modelo estructural citado mas arriba. Como la
convergencia hacia modelos ideales no estd garantizada es necesario identificar
soluciones aproximadas dadas por curvas o superficies algebraicas que puedan
jugar un papel como atractores para las simulaciones de la dindmica molecular.
87

87Ello requiere desarrollos méas avanzados de Programacién Evolutiva que se introducen en
el médulo 4 (Reconocimiento) del Curso de Visién Computacional
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Modelado de 6rganos

El modelado de érganos se lleva a cabo en términos geométricos mediante
el pegado de variedades algebraicas de grado bajo (con sus correspondiente PL-
aproximacién) o bien en términos funcionales resolviendo problemas de tipo
variacional bajo restricciones relativas al comportamiento de las tensiones que
puede soportar el borde Jr,, de la regién r, que acota el objeto b, a modelar.

Estas tensiones se describen en términos de las fuerzas tangenciales (a lo
largo del borde de a regién acotada) fuerzas normales (internas y externas) que
actian sobre el borde. La introduccion del funcional de Mumford-Shah propor-
ciona una solucion general para el caso planar y permite evaluar en términos
métricos la diferencia entre la solucién actual y la esperada, lo cual facilita la
deteccién de patologias internas. Actualmente, no se conoce ninguna solucién
semi-automadtica para el problema similar en el caso de superficies.

Tanto este problema como el mencionado en el apartado anterior son muy
dificiles y es necesario introducir restricciones adicionales, o bien resolver an-
tes otros problemas mas sencillos como el del crecimiento que se aborda en el
apartado siguiente.

Patrones de crecimiento y Sistemas Expertos

El crecimiento hacia modelos complejos requiere identificar algun tipo de
sistema experto para el control que permita explicar la generacién de formas
mediante la combinacién de una coleccién finita de “principios bésicos” que
pueden afectar a la forma (crecimiento fractal, p.e.) o a la funcién (actividad
asociada a diferencias de potencial, p.e.). Una razén para utilizar herramien-
tas de Geometria Algebraica aparece en relacién con el papel estructural que
desempenian los objetos més simples (curvas racionales, p.e.) y los cuerpos de
funciones racionales que les caracterizan; las operaciones bésicas (productos ten-
soriales) definidas sobre estos objetos proporcionan un marco geométrico para
la replicacion.

De forma complementaria, hay diferentes tipos de modelado artificial para
sistemas expertos que utilizan, entre otros, maquinas de estados (para el mo-
delado discreto) 6 bien Redes Neuronales Artificiales (ANN: Artificial Neural
Networks) para una aproximacién lineal a modelos mds complicados. La apro-
ximacién mas interesante desde el punto de vista de la Geometria Algebraica es
la basada en ANN; una justificacién tedrica de esta afirmacién procede de que
la grafica correspondiente a la anulacién de cualquier polinomio en una variable
se puede simular mediante una ANN.

El primer problema a resolver consiste en que una ANN converge muy len-
tamente. Asimismo, las ANN son muy rigidas: Una vez entrenada una red neu-
ronal, pequenias modificaciones en los parametros del sistema hacen que sea
necesario volver a entrenar la red neuronal resultante, es decir, estos sistemas
no son adaptables o, en otras palabras, no tienen la plasticidad que presentan
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las neuronas bioldgicas del cerebro. En particular, una ANN seria incapaz de
entender que una recta proyectiva, una conica, una cubica racional normal, etc
representan el mismo objeto desde el punto de vista birracional, p.e.

Por ello, es necesario disenar estrategias que permitan resolver los problemas
de acelerar la convergencia hacia patrones, garantizar su estabilidad (incluyendo
pequenas variantes asociadas a deformaciones) y la plasticidad en las conexiones
(modelos adaptables a pequenas variaciones en los pardmetros). Basicamente
hay tres opciones que se pueden entender como estructuras superpuestas a una
red neuronal:

= Algoritmos Genéticos (GAs) con mecanismos de seleccién de poblaciones
y mutaciones orientadas a mejorar el rendimiento del sistema de acuerdo
con el objetivo propuesto (crecimiento y diversificacién).

= Programacion Evolutiva (EP) basada en procesos de optimizacién orienta-
dos a una evolucién que incluye mutaciones (de forma similar a los GAs),
pero con parametros variables. Los modelos no-lineales estdan dados por
polinomios de grado bajo y la optimizacion se lleva a cabo sobre familias
de hipersuperficies de grado bajo 8.

= Mapas auto-organizativos (SOM) Los SOM proporcionan herramientas
muy generales para generar embebimientos de variedades de baja dimen-
sion en espacios de dimensién superior. Por ello, son ttiles en tareas de
Visualizacion, andlisis y descubrimiento de relaciones en grandes volime-
nes de datos. Desde el punto de vista geométrico se pueden interpretar
como procedimientos para generar subvariedades y desde el punto de vis-
ta algebraico como herramientas para construir haces amplios.

La conexidn entre resolucién de sistemas no-lineales dependiente de pardame-
tros F'(z, A) = 0y las estructuras superpuestas (sobre todo EP y SOM) se lleva a
cabo en términos del lugar discriminante asociado a la proyeccién my : R® x A —
R™ sobre la primera componente donde F' = (f1,..., fp) € £(n + ¢,p) donde
¢ = dim(A). El marco para el caso més simple correspondiente a p = 1 es la
Teoria de Catéastrofes; en el caso general, interesa analizar el lugar de bifurcaciéon
del sistema dindmico asociado al problema de optimizacién.

Visualizacion en Biomedicina

Una aplicacién de Visualizacion Avanzada 6 Cientifica consiste en una co-
leccién de herramientas para el modelado, cédlculo, gestion y transformacion de
datos en informacién visual mediante los adecuados interfaces graficos. Por ello,
la Visualizacién Avanzada incluye médulos para la gestién de informacién (in-
cluyendo almacenamiento, procesamiento y andlisis), as{ como para la transfor-
macion de datos y la realizacién de operaciones en términos de representaciones

88,05 sistemas lineales en la imagen del embebimiento de Veronese se presentan en el médulo
2 del Curso
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visuales interactivas 6 modelos (estéticos, cineméticos o dindmicos). Los diferen-
tes médulos de Visualizacion Avanzada permiten almacenar, navegar, procesar,
consultar y extraer informacién a partir de modelos de baja dimensiéon y su
evolucién espacio-temporal.

El modelado (geométrico, cinemdtico, dindmico) se lleva a cabo en térmi-
nos de diferentes tipos de campos (escalares, vectoriales, tensoriales) 5. La
Visualizacién Avanzada se aplica tanto a objetos rigidos como deformables; la
Dindmica Computacional de Fluidos proporciona un marco conceptual para es-
tos ultimos. La presencia de fenémenos de bifurcacién motiva el desarrollo de
modelos eventualmente discontinuos y su evolucién espacio-temporal. La natu-
raleza deformable de los objetos con los que se trabaja sugiere un tratamiento
en términos de deformaciones que se desarrolla sobre todo en el médulo 4 del
Curso.

La visualizacién puede ser realista o no; en este 1ltimo caso, se utilizan efec-
tos radiométricos 6 de renderizado para subrayar o destacar el comportamiento
de determinadas componentes que son significativas:

= La radiometria trata del procesamiento y analisis de informaciéon 6ptica
procedente tanto del espectro visible (color, texturas), como no visible
(rayos X, tomografias, diferentes tipos de resonancias, etc) vinculados a
una representacién del comportamiento de la luz.

= El renderizado trata de la simulacién de efectos volumétricos a partir de un
control sobre las condiciones de iluminaciéon de una representaciéon plana
del objeto o de la escena.

En ambos casos, no sélo el soporte es geométrico (curvas y superficies algebrai-
cas de grado bajo), sino que la radiometria y el renderizado se pueden considerar
como estructuras superpuestas (fibrados, fibraciones, haces, complejos) a los mo-
delos geométricos. La versién global de sistemas de EDP en términos de fibrados
vectoriales (o de estructuras més generales) proporciona soporte para incorporar
efectos cinemdticos o dindmicos sobre objetos eventualmente deformables. ?°

En relacion con las aplicaciones a Biomedicina, C.Bajaj, discipulo de S.Abhyankar
ha desarrollado una coleccién de modelos basados en superficies algebraicas pa-
ra visualizar moléculas de gran complejidad, tejidos y érganos, incluyendo he-
rramientas computacionales para la navegacion, simulacién y renderizacién de
efectos radiométricos. La seleccién de curvas y superficies racionales proporciona
modelos parametrizables que se pueden discretizar muy facilmente. !

La representacién planar de objetos tridimensionales (curvas o superficies
requiere una cuidadosa eleccién del centro de proyeccién sobre el plano de ima-
gen y un control de las singularidades que pueden aparecer cuando se varia el

89Una panordmica general desde el punto de vista geométrico se puede ver en C.D.Hansen
and C.R.Johsnon: The Visualization Handbook, Elsevier, 2004

90Fstos tépicos se desarrollan en los tltimos capitulos de diferentes médulos del CEViC
(Curso de Especialista en Visién Computacional) coordinado por JF

91Ver http://www.cs.utexas.edu/ bajaj/cs384R10/
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centro de proyeccion. Ello requiere el analisis del Lugar Discriminante asociado
a proyecciones genéricas, y un control sobre la variaciéon de las singularidades
cuando se varfa el centro de proyeccién (cdmara virtual asociada al movimiento
del ratén por parte del usuario) tanto para curvas (médulo 1) como para super-
ficies (modulo 4). Un andlisis méas general en términos de Variedades Polares se
lleva a cabo en el capitulo 5 del médulo 5 (Geometrfa Enumerativa). 92

0.3.4. Ciencias Sociales y Biomédicas

En esta subseccion se comentan algunos casos particulares en los que la Geo-
metria Algebraica resulta especialmente 1til de cara a un modelado predictivo
en Ciencias Sociales y Biomédicas, aparentemente las més alejadas de este drea
de las Matematicas. Para ello, es necesario utilizar una combinaciéon de métodos
vinculados a

1. la captura de informacion digital procedente de diferentes dispositivos
(sensores);

2. el procesamiento de los datos es decir, la extracciéon de los elementos mas
significativos, incluyendo el analisis de las dis-continuidades; y

3. el andlisis de la informacion orientada hacia el agrupamiento en torno
a patrones béasicos geométricos que puedan variar a lo largo del espacio-
tiempo.

Contrariamente a lo que puede parecer a primera vista, en todas las fases est4
presente la Geometria, no sélo porque la informacién estd contenida en repre-
sentaciones geométricas de cualquier objeto a analizar, sino porque los procedi-
mientos de representacién mas potentes utilizan herramientas de visualizacion
geométrica con modelos dados por variedades algebraicas de (multi)grado bajo.

Patrones estadisticos en Genética

Una cantidad creciente de modelos estadisticos se definen paramétricamente
en términos de un nimero p de polinomios f; con 1 < i < p. Los tests paramétri-
cos utilizan la nocién de ideal y obtienen caracteristicas significativos para el
modelo a partir de invariantes algebraicos del ideal asociado a (f1,..., fp)

Un problema importante en filogenética consiste en identificar las relaciones
evolutivas entre las diferentes componentes de una poblacién cambiante. Ello
requiere identificar el modelo de evolucién y los “hechos” mas significativos que
permiten “discriminar” entre diferentes modelos.

92E] soporte para todos estos desarrollos desde el punto de vista de la Geometria Analitica
Local fue llevado a cabo por B.Teissier en “The Hunting of Invariants” (Oslo, 1976); este enfo-
que se desarrolla en el médulo 5 sobre Estratificaciones Analiticas del Curso sobre Topologia
Diferencial
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La aproximacién mds simple consiste en asociar grafos (en realidad, arboles
con descendientes y antecesores) a los diferentes estados para cada generacion.
De forma similar a los grafos de Reeb cuyos nodos son valores criticos para un
funcional (utilizados en Teoria de Morse Digital), en este contexto los nodos
pueden representar agregacion de moléculas o transiciones entre estados adya-
centes. Este enfoque es aplicable tanto a la evolucién de especies préoximas (en
Zoologia, Botdnica, etc) como a mutaciones que puedan aparecer a nivel celular
6 genético (secuencias de DNA| p.e.).

A continuacién se introduce un ntmero finito de polinomios de grado bajo
con “suficiente capacidad de discriminacién” entre arboles asociados a la repre-
sentacion simbdlica. Los datos discretos que interesan afectan a las longitudes de
las cadenas a partir de la ramificacién (modificaciones en los patrones secuen-
ciales asociados a los cddigos alfanuméricos). La capacidad de discriminacién
mas simple se representa en términos de solapamiento o de desdoblamiento de
raices.

Cada &rbol corresponde a una variedad (semi-)algebraica; por ello, los di-
ferentes patrones de evolucion se pueden describir y gestionar en términos de
familias de variedades algebraicas, incluso aunque los modelos estadisticos no
sean variedades algebraicas.

Programacion entera y Optimizacion Polinomial

Ms4s arriba se han comentado problemas de optimizacién (vinculados a EP y
SOM) en los que la seleccién y el ajuste de poblaciones se lleva a cabo en funcién
del ajuste (algun tipo de “proximidad”) con respecto a la funcién objetivo a
alcanzar. Los criterios mas usuales son de tipo métrico que se extienden de
forma natural a espacios de k-jets de aplicaciones. Para cada valor fijo de k el
marco tedrico inicial para los k-jets estd dado por polinomios formales de grado
< k, una parte del algebra simétrica. La incorporacién de restricciones asociada
al problema de optimizacién se lleva a cabo en términos de ideales.

En los problemas dependientes de parametros la identificacién de los parame-
tros mas significativos de cara a acelerar el ajuste es un problema crucial. No
existe un tunico método para ello; habitualmente, se combinan diferentes es-
trategias de tipo diferencial (para identificar valores criticos), estadistico (para
evaluar la significacién) y sistemas dindmicos (para identificar cambios cualita-
tivos en el comportamiento de las soluciones del sistema), incluyendo su versién
probabilista (campos de Markov, distribuciones de Gibbs).

Consideremos un problema de optimizacion multivariable no-restringido aso-
ciado a minimizar

p(z) = Zpo&a donde z€R™,
a€A

siendo A un conjunto finito de monomios. Se construye entonces la variedad
asociada
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Va = {(z™,...z™)}

que es una variedad térica real imagen de R™ por la aplicacién monomial, es
decir, una subvariedad por el embebimiento de Veronese asociado a monomios
de grado 2d. En este caso, los valores 6ptimos a determinar estan contenidos en
(el borde de) la envolvente convexa H(Vy4).

En Geometria Computacional bésica ?3 se muestran diferentes algoritmos
para calcular la envolventes convexa de un conjunto de puntos arbitrarios cuya
complejidad minima en el plano es O(N log N), en el espacio O(N? log N), etc
siendo N el numero de puntos. Por ello, en nuestro caso se tiene una complejidad
polinomial y el problema es resoluble en tiempo finito sin necesidad de usar
ninguin tipo de heuristica.

El caso mds simple corresponde a una sola variable en el que el objeto a
analizar es la envolvente convexa de configuraciones de puntos sobre la curva
racional normal C? de grado f. La caracterizacién de esta curva por las singula-
ridades de sus variedades de secantes (JF, 1984) proporciona informacién sobre
todas las estructuras simpliciales que podemos superponer sobre C%, incluyendo
sus posibles degeneraciones asociadas a las singularidades de las variedades de
secantes.

Como consecuencia se obtiene que es posible reducir un problema de opti-
mizacion no-convexra a un problema de optimizacion lineal sobre un conjunto

CONVETo 94

inf {p(z) | z€R"} = inf {p"y | y € conv(Va)}

Sin embargo, la comprobacién de la condicién y € conv(Vy) presenta, en
general, una complejidad NP. No obstante, la utilizacién de la polaridad per-
mite linealizar nuevamente el problema, reduciendo la dificultad sobre dicha
linealizacién %°

Aprendizaje y Reconocimiento de Patrones

Las herramientas iniciales para el aprendizaje semi-automatico utilizan mo-
delos estadisticos muy diversos que incluyen estrategias competitivas dindmicas
(tipo WTA, p.e.), ANN (perceptrones multicapa, p.e.), termodindmica estadisti-
ca (méquinas de Boltzmann, distribuciones de Gibbs), entre otros. La necesi-
dad de garantizar una convergencia hacia modelos estables deseados, motiva la

93Ver p.e. O'Rourke (1994), Berg et al (1998) o bien el module B11 (de la materia Compu-
tational Mechanics of Continuous Media

94Esta, observacién es crucial para gran cantidad de aplicaciones de Optimizacién en Inves-
tigacién Operativa, Teoria Econdémica, Ingenieria, etc

95Una aplicacién de este procedimiento a algunas cuestione relacionadas con aspectos
dindmicos de la Reconstruccién 3D relacionando el flujo de imagen (controlado por una reali-
zacién de SU(2)) y el flujo de escena (controlado por una realizacién de SU(3)) se puede ver
en la tesis de Fco Javier Delgado del Hoyo
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introduccién de métricas de Fisher (versién estadistica de las métricas sobre va-
riedades pseudo-riemannianas), cuya consistencia es complicada de garantizar.

El caracter no-lineal de los modelos citados sugiere estrategias complemen-
tarias que ayuden a reforzar el caricter adaptativo en presencia de informacién
incompleta. Los SOM citados méas arriba proporcionan una aproximacién muy
ductil que se puede auto-adaptar a diferentes distribuciones de la informacién
procesada. %°

Un inconveniente que tienen las estrategias de aprendizaje basadas en SOM
consiste en la presencia de multiples minimos locales que pueden hacer converger
al sistema hacia soluciones no-deseadas. La solucién tradicional en Robética para
resolver este problema consiste en invertir la direccién del campo (convirtiendo
un atractor en repulsor, p.e.) en presencia de “falsos minimos”.

Una estrategia alternativa consiste en iniciar SOM con diferentes condicio-
nes iniciales, controlar su evolucién espacio-temporal, evaluar su proximidad
con respecto al objetivo deseado y seleccionar la que mejor se adapte al obje-
tivo deseado (WTA dindmico). De una forma puramente tedrica y suponiendo
informacion completa, la comparacién entre “formas se realiza en un espacio de
moduli sobre el que deberiamos disponer de una métrica global.

Si los objetos a analizar son curvas simples (cerradas y sin auto-intersecciones),
se dispone de una métrica (Peterson-Weil) para dicho espacio de moduli que
permite evaluar la distancia entre diferentes patrones. Para dar una forma més
concreta a esta idea, hay que utilizar un funcional de tipo variacional (Mumford-
Shah) que minimiza una funcién de energfa asociada al comportamiento tangen-
cial (a lo largo del borde de la regién) y el comportamiento normal (asociado
a fuerzas internas y externas). Esta estrategia basada en operadores sobre la
Geometria Intrinseca (asociada al fibrado tangente) y extrinseca (asociada a
fibrado normal), permite poner un poco de orden en el marasmo de estrategias
para Reconocimiento de Patrones asociados a imagenes estaticas en el plano de
imagen (ver médulo 4 del CEViIC para més detalles).

Sin embargo, actualmente no se dispone de ninguna solucién similar ni para
superficies en el caso 3D estdtico, ni para video (1d4+2D), ni mucho menos
para volimenes deformables en movimiento (actores capturados por cdmaras
sincronizadas) en el marco del video 3D 7. Para abordar este problema es
necesario contar con procedimientos semi-automaticos para la Reconstruccion
3D, tanto en el caso estatico como en el dindmico. El ajuste de la Reconstruccion
de Superficies se puede llevar a cabo mediante estrategias SOM de aprendizaje
que utilizan diferentes medidas de semejanza 8.

Si suponemos realizada una primera reconstrucciéon 3D continua tosca y ra-
zonamos por analogia con el caso real (en términos de Geometria Diferencial), es
claro que el funcional de energia debe ser reemplazado por un funcional asociado

963 Watanabe: Algebraic Geometry and Statistical Learning Theory, Cambridge Univ.
Press, 2009

97Para una introduccién ver el médulo 6 (Video 3D) de mis notas para el CEViC

98Ver p.e. [Yoo08] M.Yoon, Ilvrissimtziss and S.Lee: “SOM for Implicit Surfaces Recons-
truction”, in Li and Tang (eds): Furographics, 2008
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a (flujos de) curvaturas que debe ser minimizado sobre un espacio de conexiones
99, Sin embargo, actualmente no se dispone de ninguna métrica “natural” sobre
el espacio de moduli ni siquiera de las superficies algebraicas complejas mas tra-
tables (las K3). Esta es una prueba més de cémo problemas cotidianos requieren
desarrollos muy avanzados de investigacion en la mal llamada Matemaética Pura.

Teoria Econémica: Equilibrio general

El paradigma dominante en Teoria Econdmica es la Teoria del Equilibrio
General 199,

De una manera muy simplificada se basa en una igualdad entre las funciones
de oferta f;s (S: Supply)) y demanda f; D (D: Demand) con respecto al i-ésimo
un bien o servicio, en cualquier tipo de mercado. Dicha igualdad se expresa en
términos de la anulacién de g; := f;s — fip; en la practica se trata de minimi-
zar dicha funcién, lo cual conduce a interesantes problemas de Optimizacion vy,
desde el punto de vista dual, de Control. Salvo en el caso lineal (completamente
inverosimil), el equilibrio no tiene por qué ser tnico. Ninguna de las funciones
més utilizadas en las diferentes dreas de la Teoria Econémica (Macro/Micro,
Comercio Internacional, Economia Financiera) es lineal.

Aunque las funciones a considerar no tienen por qué ser polinémicas, para
facilitar su implementaciéon computacional, las estrategias de discretizacién y
el analisis de soluciones, es conveniente adoptar aproximaciones polinomiales.
En la practica es necesario analizar las regiones de exceso de oferta g; > 0 6
de demanda g; < 0 para tratar de controlar la convergencia hacia los valores
tedricos de equilibrio.

Por ello, la estrategia inicial para encontrar equilibrios se basa resolver pro-
blemas de optimizacién bajo diferentes tipos de restricciones '°'. Cuando las
restricciones son lineales, el equilibrio se calcula “desplazando” la restriccion
lineal hasta alcanzar un punto critico (representado como una tangencia) que
muestra el valor éptimo. Este tipo de métodos recibe el nombre de “Estatica
Comparativa” y se describen en los primeros cursos de Micro- y Macroeconomia.

La solucién es unica si la funciéon con la que se trabaja o la region a la que
se aplica es convexa. Aunque se utiliza habitualmente, esta hipdtesis es falsa,
pues cualquier shock (debido a un comportamiento coordinado de agentes, p.e.)
modifica la convexidad. En otras palabras, el comportamiento de los agentes
tanto individuales como agregados no sigue pautas modelables en términos de

99Este argumento estd tomado de los funcionales de accién tipo Yang-Mills ubicuos en el
modelo estdndar para la unificacién de interacciones en Fisica Tedrica (ver mds abajo)

100En este apartado no se discute dicho paradigma que, a pesar de contar con varios Premios
Nobel, no hay ninguna evidencia empirica que lo soporte. La Economia real estd siempre en
desequilibrio, a partir del cual los diferentes agentes obtienen beneficios o pérdidas. Para una
discusién maés detallada ver mi curso sobre Métodos Diferenciales en Teoria Econémica

101 Algunos ejemplos bésicos son la restriccién presupuestaria en Teoria del Consumidor o la
relativa a la utilizacién de Factores de Produccién en Teoria de Empresa
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conjuntos convexos. Por ello, los equilibrios no son tnicos ni siquiera en mercados
competitivos o con informacién completa.

Algunos de los problemas a resolver son: calcular el nimero de equilibrios que
pueden aparecer, llevar a cano una localizacién aproximada, identificar el tipo
topoldgico y controlar la dindmica en un entorno de cada equilibrio, minimizando
los efectos adversos. Para ello, es necesario estudiar las propiedades vinculadas
a las diferentes aproximaciones. Para empezar, existen diferentes descripciones
para un equilibrio que etiquetamos como

= Topolégica: Punto fijo para una aplicacién definida sobre un conjunto fi-
nito de bienes o servicios. Los resultados fundamentales son Teoremas
de Punto Fijo para correspondencias entre conjuntos (Kakutani, 1949).
Si se normalizan los precios de bienes o servicios con respecto al precio
del dinero, el vector de precios toma valores en una esfera, por lo que la
identificacién de equilibrios es una consecuencia del Teorema de Brouwer
del punto fijo (Arrow, Debreu). Esta descripcién presupone informacién
completa sobre el mercado, algo que es imposible.

= Dindmico: Ceros de un sistema de EDO correspondiente a la evolucion
espacio-temporal de un mercado. La anulacién simultdanea de las funcio-
nes asociadas a cada EDO proporciona el conjunto de puntos de equilibrio
del sistema. En términos matematicos, se trata de un problema de opti-
mizacién simultdnea. Esta soluciéon presupone un ajuste simultaneo, algo
que es completamente inverosimil. Ademas los agentes, no siempre toman
decisiones 6ptimas con respecto a su nivel de conocimiento.

= FEstadistico: Solucién de un juego no-cooperativo (Nash) en el que ningin
jugador mejora su situacién, sin empeorar la del otro jugador '°2. Si las
posibles mejoras se representan mediante desigualdades entre funciones
algebraicas, se trata de resolver un problema de Geometria Semialgebraica
bajo condiciones de incertidumbre.

Las hipétesis sobre las que descansan las aproximaciones topolégica y dindmi-
ca no son realistas. La aproximacién estadistica no proporciona un modelo es-
tructural, sino muy casuistico que ignora los procedimientos de optimizacién
asociados a entidades supervisoras que puedan estabilizar el mercado. No es
dificil introducir mejoras para cada una de las aproximaciones:

= En presencia de informacién incompleta para los mercados, el conjunto de
k bienes 6 servicios con trayectorias independientes se representa mediante
puntos de una Grassmanniana Grass(k, N). Los Teoremas de Punto Fijo
sobre Grassmannianas proporcionan una mejora significativa con respecto
al Teorema de Brouwer '°3. Por otro lado, ningiin mercado es homogéneo

102Esta situacién ya es conocida por los andlisis de oligopolio desarrolladas a mediados del
s.XIX
103La primera formulacién de esta idea se debe a A.Mas-Collel
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y ademads existe una estratificacién asociado a (des)agregaciones sucesi-
vas; por ello, la aproximacién basada en Grassmannianas es insuficiente.
Una primera mejor procede de “empaquetar” bienes o servicios en canti-
dades agregadas a nivel regional, nacional o internacional en subespacios
de Variedades de Banderas incompletas. Los Teoremas de Punto Fijo so-
bre Variedades de Banderas mejoran de forma significativa los resultados
actualmente disponibles.

= Para mostrar cémo alcanzar los equilibrios o las zonas estables para dindmi-
ca, es necesario desarrollar las herramientas de control apropiadas para
cada problema. Para minimizar la casuistica, es conveniente realizar el
modelado sobre espacios con propiedades universales (esfera, grassman-
niana, variedades de banderas). Ademads, las EDO con ajuste simultdneo
sobre espacios cartesianos con restricciones deben ser reemplazadas por
EDO con ajuste secuencia sobre espacios de matrices que representen la
evolucién espacio-temporal para cantidades agregadas. Las ecuaciones tipo
Ricatti sobre Variedades de Banderas (incluyendo el caso de Grassmannia-
nas) proporcionan una aproximacion bastante més razonable que permite
identificar y corregir el tipo de desequilibrio mediante modelos de control.

= La Teorfa de Juegos no-cooperativos (tipo Nash, p.e.) no tiene en cuenta
factores como las rigideces del mercado (inelasticidad de los factores), ni
la capacidad de mediacién (interpolacién no-lineal, p.e.), ni la naturaleza
estratificada de los espacios econdmicos sobre los que actian los diferentes
agentes. Es necesario desarrollar modelos que permitan incorporar todos
estos efectos.

La referencia cldsica méds completa para métodos diferenciales en Teoria
Econémica es [Tak93] 194, Lamentablemente, no existe un tratamiento sistemdti-
co similar que tenga en cuenta bifurcaciones, un anélisis de los diferentes ti-
pos de (in)estabilidad y el disefio de herramientas de control basado en (hi-
per)superficies de manera compatible con las diferentes dreas y niveles de agre-
gacién (Micro/Macroeconomia, Comercio Internacional, Finanzas). 105

Geometria Tropical y Teoria Econémica

La Geometria Tropical se puede entender como una versién lineal a trozos
(PL: Piecewise Linear) de la Geometria Algebraica ordinaria 1°6. En Topologfa,
Algebra y Geometria se utilizan con mucha frecuencia técnicas de tipo combina-
torio basadas en la superposicién de estructuras lineales a trozos. Inicialmente,

104[Tak93] A.Takayama: Analytical Methods in Economic Theory, Cambridge Univ Press,
1993

105para una aproximacién complementaria con incursiones a cada uno de estas 4reas ver mis
notas sobre Teoria Econémica. Una aprorimacion diferencial

106 Mac09] D.Maclagan and B.Sturmfels: Introduction to Tropical Geometry, pdf accesible
en Internet
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se consideran objetos y funciones con propiedades de convexidad. La estructu-
ra combinatoria proporciona un soporte para el cdlculo de invariante de tipo
topolégico, algebraico o geométrico. Algunos casos tipicos aparecen en

= Topologia Algebraica en relacién con la (co)homologias simplicial o singu-
lar.

» Algebra Conmutativa en relacién con bases de Groebner,

= Geometria Algebraica en relacién con poligonos/poliedros convexos (de
Newton, p.e.) geometria térica (fans, p.e.), variedades determinantales,
ete

La idea bésica consiste en resolver en primer lugar la parte combinatoria de un
problema mediante Geometria Tropical. Formalmente, sobre RU{oc} se definen
dos operaciones

roy=min{z,y} , zy=z+y

que dotan a T := (R U {oc}, ®, otmes) de la estructura de semianillo al que se
llama semianillo tropical

= Un monomio tropical en este semianillo es una aplicacién lineal que se
representa en aritmética cldsica como una funcién lineal de las variables
con coeficientes enteros.

= Un polinomio tropical en este semianillo es el minimo de un conjunto
finito de monomios, por lo que se representa mediante un funcién céncava,
continua y lineal a trozos.

= Una hipersuperficie tropical asociada a un polinomio es el conjunto de
puntos en los que el polinomio tropical es no diferenciable.

La Geometria Tropical de las ecuaciones polinomiales sobre T se pueden inter-
pretar como igualdades y desigualdades sobre los nimeros reales R. La utiliza-
cion de técnicas de Geometria Tropical en Geometria Enumerativa se muestran
en el apéndice del moédulo 5.

Algunas aplicaciones recientes de la Geometria Tropical a diferentes aspectos
de la Teorfa Econémica se pueden ver en [Kril4] 107

Uno de los repositorios mas amplios de aplicaciones software para multiples
aspectos de la Geometria (incluyendo herramientas relacionadas con Geometria
Tropical) se puede ver en http://www.scipy.org/topical-software.html

107 [Kri14] N.Krivulin: “Tropical Optimization Problems”,
http://arxiv.org/pdf/1408.0313v1.pdf
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0.3.5. Modelo estandar y Gran Unificacién

Bésicamente y dependiendo de la escala a la que actidan, hay cuatro tipos de
interaccion en Fisica Tedrica que se etiquetan como gravitatoria, electromagnéti-
ca, débil y fuerte. El modelo estandar se refiere a la unificacién entre las tres
ultimas interacciones. Las ecuaciones estructurales fueron descritas por Yang y
Mills y son invariantes por la accién de los grupos estructurales U(1), SU(2) y
SU(3), para las interacciones electromagnética, débil y fuerte respectivamente.

Por ello, el producto de estos tres grupos cldsicos proporciona un marco
estructural para la unificacién de dichos tipos de interaccién, al que se llama
modelo estdndar. Un reto bastante dificil es llevar a cabo una unificacién del
modelo estdandar con la interaccién gravitatoria; a este problema se le eqitueta
como la Gran Unificacion para la que se han propuesto diferentes opciones desde
los anos setenta.

La dificultad de la Gran Unificaciéon no se debe a un problema de escala (el
salto de érdenes de magnitud de la electromagnética con las interaccién fuerte es
aun mayor), ni tampoco a un problema de encontrar un grupo “suficientemente”
grande, ni al tipo de ondas (también existen las gravitatorias), sino al substrato
comun basado en la Mecanica Cuédntica para el modelo estandar y la Geometria
(Pseudo-)Riemanniana para la Relatividad General.

Por ello, la mayor parte de los esfuerzos desde los anos sesenta se han orienta-
do hacia una cuantizacion de la interaccion gravitatoria. A las teorias que tratan
de resolver este problema se las etiqueta como GUT (Great Unification Theo-
ries). A pesar de los diferentes y muy interesantes intentos para resolver esta
cuestion, aun no se dispone de una solucién matemaética satisfactoria y, mucho
menos, reconocida por los Fisicos como “verificable” sin recurrir a cantidades
de eneria fuera del alcance de las tecnologias disponibles.

Desde un punto de vista histérico, a mediados de los anos cuarenta, Von Neu-
mann desarrolla una versién geométrica de la Mecanica Cudntica desarrollando
una estructura riemanniana sobre espacios de Hilbert que se ha convertido en
un estandar para una aproximacién geométrica al problema sobre espaciois de
funciones. 1%, Una opcién para las GUT consiste en desarrollar un esquema
similar al de Von Neumann para las ecuaciones del campo gravitatorio sobre
espacios localmente simétricos.

Las soluciones ideales para fendémenos de tipo ondulatorio se reformulan
geométricamente en términos de (imégenes de) rectas 6 de sus compactifica-
ciones dadas por (curvas equivalentes a) circunferencias y sus deformaciones.
Uno de los desarrollos mas relevantes relacionados con este tipo de modelos esté
dada por los espacios twistor que se comentan en el primer apartado. La cuan-
tizacién de este fenémeno motiva la introduccién de ondas solitarias (solitones)
que conservan su forma a lo largo de su propagacién; en el segundo apartado se
presentan algunos aspectos geométricos de los solitones.

108Una reformulacién geométrica del modelo de Von Neumann se puede ver en el tltimo
capitulo del médulo 2 (Linealizacién) de mis apuntes sobre Geometria Diferencial
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En el tercer apartado se presentan las (perturbaciones de) las soluciones
autoduales de Yang-Mills en espacios 4-dimensionales (instantones, p.e.), que
ha dado lugar a la demostracién de algunos de los resultados mas importantes
para (subvariedades de dimensién 2 de) las variedades 4-dimensionales. En el
ultimo apartado se presentan algunos de los resultados y retos més interesantes
relacionados con las supercuerdas. El cémputo de curvas racionales en variedades
de dimensién tres (médulo 6) de este curso muestra una conexién estructural
con la Geometrfa Enumerativa (médulo 5 de este Curso).

Nota.- Los topicos que se presentan en esta subseccién se abordan con més
detalle en el médulo 7: Fisica, Geometria y Topologia que es la prolongacion
de los 6 médulos correspondientes a cada una de las area de Matematicas so-
bre las que he impartido Cursos (Geometria Diferencial/Algebraica, Topologia
Algebraica/Diferencial. Por ello, tan sélo se presentan algunas pinceladas signi-
ficativas para “despertar la curiosidad” y que ponen de manifiesto el cardcter
fragmentario de los conocimientos actuales en dimensién real > 3

Espacios twistor

Una estrategia bastante comin en Matematicas consiste en asociar obje-
tos complejos a elementos reales de un espacio para facilitar su manipulacién.
El ejemplo algebraico trivial es la introduccién de los nimeros complejos pa-
ra garantizar la existencia de soluciones de ecuaciones con coeficientes reales.
La interpretacién del andlisis clasico de Fourier en términos complejos es otro
ejemplo clasico en Analisis. El ejemplo trivial geométrico es la representacion
de giros en el plano mediante productos por nimeros complejos.

Otros ejemplos menos triviales pero también cldsicos estan dados por la
representacién de las rectas del espacio ordinario como el producto (de Segre)
CP! x CP! (la cuddrica de Klein en P?) o bien las circunferencias del espacio
3D ordinario mediante los puntos de una cuddrica en CP* 109,

Todos estos ejemplos son casos particulares de los espacios twistor introduci-
dos por R.Penrose (1967) para representar los rayos de luz en el espacio-tiempo
cuyo soporte estd dado por Grassmannianas de rectas '1°.

Para motivar algunas de estas cuestiones a partir de los ejemplos mas ele-
mentales es conveniente recordar algunos hechos bésicos de las Grassmannianas
G(2,4) de rectas ¢ C P3. La descomposicién celular de G(2,4) (cuadrica de
Klein en P3) proporciona una base para la homologfa y, por dualidad, para la
cohomologia. Recordemos la descripciéon en el grado intermedio:

109La relacién de este ejemplo con la Geometria Conforme se desarrolla en el Curso sobre
Robotics. A hierarchised approach.

H0Detalles y referencias recientes (més préximas al marco de la Geometria Diferencial que
a la Algebraica) en J.Frauendiener and R.Penrose: “Twistors and General Relativity”, en
B.Engquit and W.Schmid (eds): Mathematics Unlimited: 2001 and Beuyond, Springer-Verlag
479-505, 2001
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Fijada una bandera completa py € £y C my C P3, la doble reglacién de la
Grassmanniana de rectas Grass(2,4) en CP? mediante los sistemas de a-planos
{¢ C P3| pyel}yde B-planos {¢ C P3| ¢ C my} proporciona los generadores
para la homologia en grado 2. Por dualidad, se obtienen los generadores para la
cohomologia que son los que realmente interesan para la resolucién de las EDP.

La (anti-)dualidad interna entre los generadores de grado 2 para la (co)homologia
permite agrupar las soluciones de las EDP del modelo estructural por paquetes
en “congruencias de rectas” como soporte para la dindmica. Recordemos que
una congruencia de rectas es un ciclo 2-dimensional en la Grassmanniana 4-
dimensional; por ello, es una combinacién aa + b3 de los dos generadores de la
(co)homologia de Grass(2,4) representados por los pares de planos proyectivos
que proporcionan la reglacion de la cuddrica de Klein Q. La geometria de las
congruencias de rectas es clave para el estudio de propiedades de variedades més
generales que las grassmannianas.

La reformulacién global sobre variedades se inicia en los afios ochenta y se
desarrolla en términos de fibrados vectoriales de rango 2 sobre Grass(2,4) con
restricciones adicionales. Una aplicacién elemental (aunque poco explotada) de
este enfoque a cuestiones de renderizacion utiliza la idea siguiente: Cada foco
de luz o cada cdmara en una escena se representa como un plano proyectivo
(isomorfo a una a-plano), mientras que el comportamiento de la luz sobre la
superficie se gestiona en términos de (trazas de) rectas sobre el plano tangente
a la superficie S? que acota cada objeto volumétrico B? en la escena. !

De forma casi simultdnea, Calabi demuestra que las superficies minimales
en la esfera euclidea S™ se pueden describir en términos de curvas holomorfas
en un espacio complejo que es el fibrado de las estructuras casi-hermiticas sobre
una variedad de dimensién par 2.

La incorporacién del anélisis arménico (asociado a las soluciones del operador
de Laplace generalizado a variedades), permitié demostrar que dicho objeto es
un fibrado twistor y, bajo circunstancias bastante favorables, es una variedad
compleja. El caso més sencillo corresponde a S* cuyo fibrado twistor es CP? que
es precisamente el espacio twistor para el espacio-tiempo de Minkowski (M, ds?)
donde ds? = dt? — dz? — dy® — dz>.

La version dinamica, la relacién con superficies minimales y con la geometria
conforme son aun mas interesantes, pero requieren conocimientos adicionales
que se presentan en el médulo 4 (Superficies Algebraicas) de esta materia. Una
presentacién mucho mas completa de las conexiones con la Fisica Tedrica se
puede ver en [War90] 113

En cualquier caso, la mayor parte de los tépicos mencionados requieren co-
nocimientos adicionales de Fisica Tedrica y son mas avanzados de los que corres-
ponden al caracter basico de los contenidos expuestos en este Curso. Por ello no

117,05 detalles se presentan en el module By3 (Renderization) de la materia B4 (Computer
Graphics).

112Estos tépicos se abordan al final del médulo 4

113 [War90] R. S. Ward and R. O. Wells, R. O., Jr.: Twistor geometry and field theory.
Cambridge Univ. Press, 1990
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seran detallados, remitiendo a la literatura especializada para un tratamiento
mas sistematico.

Solitones

Un solitén es una perturbacién localizada permanente de una onda no-lineal.
De una forma intuitiva, se puede interpretar como una onda “solitaria” que no
pierde su forma al propagarse; ejemplos clasicos bien concoidos corresponden
a la formacién de olas en canales estrechos cuando sube la marea en zonas
préximas a la costa.

En el caso de curvas algebraicas proyectivas complejas los solitones aparecen
como superposicion de las funciones theta de curvas hiperelipticas, es decir, con
g > 1. Cldsicamente, es conocido (B.Riemann, 1857) que las curvas hiperelipti-
cas dependen de 3g — 3 parametros.

Por otro lado, la parte no trivial de la g x g-matriz de periodos (7;; := f,Bi w;)

es simétrica y, por ello, depende de % g(g+1) pardmetros. Esta matriz induce una
polarizacién (forma bilineal no-degenerada representada por la integracién de
formas) sobre la superficie de Riemann (modelo real de la curva algebraica C).
Esta polarizacién dota a la Jacobiana Jac(C) de una estructura como variedad
abeliana principalmente polarizada. Para g > 4 se tiene que %g(g +1)>39-3.
Esta desigualdad motiva el problema siguiente:

Problema de Schottky (1909): Determinar si una variedad abeliana princi-
palmente polarizada es una variedad Jacobiana.

El formalismo bésico para estas cuestiones se presenta en los ultimos capitu-
los del médulo 1 (Curvas Algebraicas) de esta materia. El problema de Schottky
es muy dificil de resolver y desde principios del siglo XX ha tenido varias apro-
ximaciones de tipo algebraico, analitico y diferencial.

Una de las aproximaciones mas sorprendentes en relaciéon con la solucién ne-
gativa del problema se aborda en términos del lugar singular del divisor © de la
curva; “curiosamente” dicho lugar singular se expresa en términos de la existen-
cia de trisecantes (que dan lugar a puntos triples sobre proyecciones genéricas).
Esta inesperada conexién entre aspectos analiticos (embebimiento asociado al
divisor © y Geometria Algebraica Proyectiva) requiere desarrollos adicionales

que sélo se abordan a partir de mediados del s.XX (Andreotti, Mumford, et al
114

De forma paralela y desde el punto de vista diferencial, los solitones aparecen
inicialmente como soluciones aisladas de cierto tipo de EDP. La superposicién
no-lineal de soluciones a esta jerarquia KP se representa como puntos de una
variedad de Grassmann en espacios de dimensién infinita. La analogia con una
version geométrica del andlisis de Fourier es clara, pero no parece haber sido
explotada.

14Ver més detalles https : //www.encyclopediaofmath.org/index.php/Schottky,roblem
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De forma sorprendente (adn sin una explicacién estructural), la jerarquia
KP de las ecuaciones de solitones proporcionan el tiinico método conocido para
resolver el problema de Schottky. Este enfoque ha sido desarrollado a finales
de los ochenta por van der Geer (1985) utilizando la topologia (espacios recu-
bridores) de los espacios de moduli de las curvas algebraicas de género g, con
refinamientos posteriores de Donagi (1988).

Instantones

Las ecuaciones estructurales para los modelos de interaccién fuerte fueron
formuladas de forma independiente por Yang y Mills en 1953. A diferencia de las
ecuaciones de Maxwell, se trata de ecuaciones no-lineales cuya integracion plan-
tea problemas realmente dificiles. Desde el punto de vista fisico, estas ecuaciones
fueron objeto de polémica desde poco después de su aparicion por eminentes fisi-
cos como Pauli (con su célebre frase “Not even wrong”) pues, entre otras cosas,
postulan la existencia de particulas sin masa que adquieren dicha masa en los
procesos de ruptura de simetrias.

Desde el punto de vista algebraico, se pueden considerar como teorias gauge
que extienden la accién del grupo unitario U(1) (caracteristico del electromag-
netismo al grupo de la interaccién electrodébil dado por U(1) x SU(2) y al grupo
de la QCD dado por SU(3). Segin el enfoque gauge 15, el grupo inicial para
estudiar el modelo estdndar (unificacién entre las interacciones electrodébil y
fuerte) estaria dado por U(1) x SU(2) x SU(3). De una forma ideal, a muy altas
energias todas las “constantes de acoplamiento” convergerian hacia un tnico
valor antes de la “ruptura de simetrias” 6. Para poder verificar esta hipétesis,
es necesario analizar las soluciones de las ecuaciones de Yang-Mills.

Las primeras soluciones a las ecuaciones de Yang-Mills fueron dadas en 1975
por Belavin, Polyakov, Schwarz y Tyupkin (BPST) en una versién euclidea del
espacio-tiempo 4D para la interaccion electrodébil. Estdn localizadas en el en-
torno de un punto que se desplaza (de ahi su nombre de instantones) y verifican
una condicién de auto-dualidad que permite interpretarlas como superficies en
un espacio 4-dimensional. Esta aproximacién es compatible con los métodos de
perturbacion de soluciones que se consideran en el entorno de una solucién auto-
dual, y no para pequenos entornos de la solucién nula como ocurria en el enfoque
clésico. Ello requiere estudiar las deformaciones para estas perturbaciones de las
soluciones autoduales y analizar las obstrucciones a la prolongacién de dichas
soluciones. La extensién de este enfoque al marco QCD para la interaccién fuerte
se reveld como un problema muy dificil.

A lo largo de una estancia de Singer en Oxford invitada por Atiyah, ambos
se dieron cuenta de que era posible calcular el nimero de las soluciones gene-
ralizadas de Dirac utilizando los Teoremas del Indice (medalla Field, 1966) que

115Este enfoque se desarrolla en el médulo 7: Fisica, Geometria y Topologia
116Una introduccién a la bifurcacién equivariante se desarrolla en el médulo 5 de Topologia
Diferencial
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habfan demostrado a mediados de los afios sesenta 7. Poco después, E.Witten
asistiéo como estudiante a las conferencias impartidas por Atiyah durante su es-
tancia en el MIT (1977) y, posteriormente, se desplazé a Oxford donde extendié
(1978) las soluciones del modelo BPST (tipo instantones) a soluciones més ge-
nerales de las ecuaciones de Yang-Mills no necesariamente correspondientes a
soluciones auto-duales.

La comprensién de este fendmeno requeria un estudio mas detallado de la
geometria y la topologia de las variedades 4-dimensionales que fue llevado a
cabo por S.Donaldson, bajo la direccién de Atiyah, trabajo por el que recibié
la Medalla Field (1986). La extensién de estos resultados y su aplicacién a las
teorfas de campos cudnticos 2D (modelo de “juguete”) fue iniciada por E.Witten
y posteriormente extendidas al estudio de anomalias y a los fenémenos de rup-
tura de simetrias en el marco de la Mecdnica Cudntica. Por estos trabajos y
otros muchos desarrollados a lo largo de los anos ochenta, E.Witten recibié la
Medalla Field en 1990 (primer fisico en recibir esta distincién). 118,

Elementos de Supercuerdas y Supersimetrias

El calculo del niimero de soluciones de las ecuaciones de YM para el enfoque
BPST motiv6 un estudio més detallado de la geometria Enumerativa (médulo
5) de curvas racionales (supercuerdas) sobre threefolds (médulo 6) que empieza
a desarrollarse a finales de los ochenta.

En este apartado se comentan algunas ideas basicas relacionadas con la geo-
metria algebraica de estos objetos. 1

De una forma muy simplificada, algunos elementos clave para entender el
interés de métodos de Geometria Algebraica para las GUT (Great Unification
Theories) consiste en

1. Interpretar la (complecién de) geodésicas como si fueran rectas proyectivas
médulo transformaciones birracionales, es decir, curvas racionales.

2. Contar el niimero de curvas racionales, a las que se llama cuerdas, conte-
nidas en variedades que son el soporte para la resolucién de las ecuaciones
asociadas a los diferentes tipos de interaccién.

3. Introducir simetrias compatibles con la estructura del espacio ambiente
y los modelos de propagacion sobre las cuerdas, obteniendo las llamadas
cuerdas supersimétricas.

117E] célculo de soluciones de un sistema de ecuaciones es un problema tipico de la Geometria
Enumerativa que se introduce en el médulo 5

118Una versién més detallada de estos tépicos se presenta en el médulo 7

119Un comentario sobre las conexiones entre Supercuerdas y Geometria de Threefolds apa-
recerd en una versién posterior de este documento. Para més detalles ver el médulo 7 (actual-
mente en reelaboracidn)
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4. Modelar y comparar los diferentes modos de vibracién para dichas cuerdas
supersimétricas para explicar las fuerzas fundamentales de la naturaleza
(responsables de los diferentes tipos de interaccién).

Segun esta Teoria, cada arménico (modos principales de vibracién) determi-
na un tipo de particula. Por ello, la determinacién de arménicos y su control
mediante simetrias (estimables como simetrias infinitesimales) proporcionarian
la clave para la clasificacién y, por consiguiente, para la unificacion. Lamenta-
blemente y a pesar de los esfuerzos realizados en los centros de Altas Energias
aun no hay evidencia empirica que permite justificar la presencia de dichas
supersimetrias.

Una cuestién crucial para “saber dénde buscar” consiste en identificar no
s6lo cudntas soluciones hay (caso de haber un nimero finito), sino cudles son las
restricciones estructurales que deben verificar. Hay varios tipos de restricciones
pueden ser relativas a

= el embebimiento en variedades casi-homogéneas o al menos localmente
simétricas para algiin modelo del espacio-tiempo en relacién con la inter-
accién gravitatoria, p.e.);

» los niveles criticos de funcionales sobre orbifolds (paquetes de drbitas);
este tépico se aborda en Topologia Geométrica 2°;

= las simetrias vinculadas a Ecuaciones Diferenciales que es un enfoque
tipico de las “simetrias especulares” y la formalizacion de argumentos
procedentes de la Fisica Tedrica). 2!

Los trabajos de E.Witten y sus colaboradores (algo dificiles de leer) propor-
cionan materiales de gran interés para el desarrollo de este tipo de problemas y
algunas de las intrincadas relaciones entre los mismos y las GUT.

120parte II de mis apuntes sobre Topologia Algebraica y Geométrica
121En la url http://www.claymath.org/library /monographs/cmim0Olc.pdf se puede leer una
de las referencias mas completas sobre Mirror Symmetry.
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0.4. Estructura del Curso

En esta seccién se enumeran los tépicos centrales para la Geometria Alge-
braica con algunos breves comentarios relativos por un lado al Algebra Local
(Conmutativa y Homoldgica) y la Topologia (Algebraica y Diferencial), debido
a la utilizacién ubicua de resultados de Algebra para el estudio de propiedades
locales y de Topologia para el estudio de propiedades globales. Los primeros son
cruciales para resolver problemas de caracterizacion, mientras que los segundos
proporcionan la clave para abordar problemas de clasificacién.

En la introduccién a cada uno de los mdédulos mencionados se puede en-
contrar un desarrollo bastante més detallado de las ideas bésicas que sélo se
esbozan en esta seccién.

Un compendio de técnicas de Geometria Algebraica deberfa incluir al menos
los médulos siguientes:

1. Curvas algebraicas

2. Variedades algebraicas:

3. Haces y cohomologia:

4. Superficies y Ciclos Algebraicos:
5. Geometria Enumerativa:

6. Variedades tridimensionales:

La descripcién anterior no es exhaustiva y deja a un lado tépicos muy im-
portantes como los relacionados con la Teoria Geométrica de Invariantes, los
problemas de moduli, los Grupos Algebraicos, o el marco general de la Teoria
de Esquemas. Cualquiera de ellas daria lugar al desarrollo de otro médulo. Sin
embargo, ninguna de ellas ha sido impartida por el autor y la organizaciéon de
los materiales daria lugar a una extensién excesiva de la materia propuesta.

En un Curso Académico completo es muy dificil impartir los 6 mddulos
mencionados, pues cada uno tiene una duracién media aproximada de tres meses.
Por ello, esta materia se adapta a una asignatura impartida a lo largo de dos
Cursos Académicos con duracién anual. La desaparicién de la mayor parte de
estos contenidos de la Licenciatura de Matematicas ha dado lugar a que la mayor
parte de estos médulos ya no se impartan o aparezcan de forma esporadica en
algunos cursos del Tercer Ciclo o, méas recientemente, del méster de Investigacion
en Matematicas.
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0.4.1. Moébdulo 1: Curvas algebraicas

Segun O.Zariski, cualquier estudiante que desee iniciarse en Geometria Alge-
braica debe estar familiarizado con la Teoria de Curvas Algebraicas. Por ello, no
es ninguna originalidad empezar con este tépico. Las curvas algebraicas propor-
cionan un soporte comiin cuyo interés procede de ser los objetos geométricos mas
simples desde el puntos de vista algebraico; en particular, proporciona soporte
a la interseccién de diferentes técnicas procedentes del Algebra (anillos, cuerpos
de funciones) o de la Teoria de Nimeros (extensiones de cuerpos, valoraciones) y
su versién analitica (funciones multivaloradas sobre los modelos reales dados por
superficies de Riemann) 6 topolégica (clasificacién de superficies compactas).

En el mddulo 1 se introducen las nociones bésicas de Algebra Conmutativa
que permiten resolver problemas de interseccién (Bézout y sus extensiones), sis-
temas lineales (Max Noether), recubrimientos ramificados (Hurwitz), cdlculo de
caracteres proyectivos (Pliicker), invariantes birracionales (género) y relaciones
entre caracteres e invariantes (Riemann-Roch). Se proporciona una introduccién
al enfoque trascendente (Abel) y a la parametrizacién local para el caso singular
(Puiseux). El manual de referencia es el libro de W.Fulton: Algebraic Curves

El moédulo 1 se puede considerar como una extenssiéon de materiales con-
tenidos en el libro de Fulton, incluyendo algunas excursiones vinculadas a los
enfoques topoldgico y analitico. Una lectura reduccionista (la mas habitual) del
libro de Fulton da lugar a una interpretacién de la Geometria de Curvas Al-
gebraicas como una “ilustracién” del Algebra Conmutativa. En el enfoque que
desarrollamos, la recuperacién de materiales geométricos (ignorados en [Ful] pe-
ro parcialmente re-introducidos en [Har]), analiticos, diferenciales y topoldgicos.
Contiene los capitulos siguientes:

1. Conjuntos algebraicos afines: Fl resultado fundamental es el Teorema de
los Ceros de Hilbert que proporciona un diccionario natural entre los len-
guajes algebraico y geométrico.

2. Elementos de Algebm Conmutativa: Se introducen las nociones bésicas
relativas a anillos de polinomios, valoraciones (como andlogo a funciones
sobre espacios) y cédlculo con ideales. Todos los conceptos se ilustran con
aplicaciones bésicas al caso de curvas planas.

3. Curvas proyectivas planas Sistemas lineales. Teoria Bésica de Intersec-
cién. Puntos multiples. Los resultados fundamentales son los Teoremas de
Bézout (para el cdlculo del ntimero de interseccién) y de Max Noether
(para sistemas lineales).

4. Resolucion de singularidades: Aplicaciones racionales. Puntos simples y
singulares. Explosiones. Transformaciones cuadréticas. Normalizacion. Ademas
de presentar las nociones bésicas relacionadas con la resolucién de singu-
laridades, se muestran diferentes procedimientos para obtener modelos
no-singulares de curvas.
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5. Divisores sobre una curva. Teorema de Riemann-Roch: Divisores y siste-
mas lineales de puntos sobre curvas. Relaciones de equivalencia. Derivacio-
nes y Diferenciales sobre curvas. El divisor candnico. Aspectos intrinsecos
y extrinsecos. El Teorema de Riemann-Roch.

6. Recubrimientos y ramificacion: Superficie de Riemann asociada a un poli-
nomio. Teorema de Riemann-Hurwitz. Aplicaciones en el espacio proyec-
tivo. Superficies de Riemann como variedades proyectivas. Adjuncién.

7. Desarrollos analiticos Algunos resultados de Geometria Analitica Local:
Teorema Preparatorio de Weierstrass. Teorema de Parametrizacion Local.
Aplicacién al caso de curvas. Teorema de Puiseux. Poligono de Newton.
Caracteres aritméticos.

8. El enfoque trascendente: Integrales de formas sobre curvas algebraicas. Ele-
mentos de Topologia de Superficies Compactas. Teorema de Abel-Jacobi.
Matrices de periodos (Riemann). Algunas aplicaciones a curvas elipticas
e hiperelipticas.

9. Elementos de Geometria Conforme: Nociones basicas. El grupo Confor-
me. El teorema de Uniformizacién de Riemann. El operador de Laplace.
Version discreta. Aplicaciones a multimedia.

Algunas referencias para el médulo 1

No es posible entender la Geometria Algebraica (y sus posteriores desarro-
llos) sin una visién histérica de la Teorfa de Curvas Algebraicas en sus diferentes
aspectos geométricos, trascendentes y aritméticos. Por ello, ademas del libro de
W.Fulton que se toma como referencia para los desarrollos presentados en este
modulo, se recomienda la lectura de otros manuales que han sido escritos bajo
perspectivas complementarias (trascendente o aritmética, sobre todo).

Los manuales mas préximos al enfoque basado en Algebra Conmutativa de
la Geometria Algebraica que se desarrolla en este médulo son:

[Ful08] W.Fulton: Algebraic curves. An introduction to algebraic geometry,
3rd ed. 2008 22

[Har11] J.Harris: Geometry of Algebraica Curves, Fall 2011.

[Rei88] M.Reid: Undergraduate algebraic geometry, London Math. Soc. Stu-
dent Texts 12, 1988.

[Wal78] R.J.Walker: Algebraic Curves (1st ed 1978), Springer-Verlag 1991

Para el enfoque trascendente ver

[Cle03] C. H.Clemens: A Scrapebook of Complex Curve Theory (2nd ed),
American Mathematical Society, 2003.

[Gri76] P. Griffiths, J. Harris: Principles of algebraic geometry, John Wiley,
1976 (2nd ed, 1994)

1221, primera edicién fue publicada por Benjamin Inc. (1st ed, 1969). Hay trad. esp. en
Ed.Reverté.
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Desarrollos mas avanzados que los presentados aqui se pueden consultar en

[Wei71] A.Weil: Courbes algébriques et variétés abéliennes, Hermann eds,
1971

La Geometria Computacional Conforme ha tenido un crecimiento explosivo
(cerca de 700K referencias en Google) desde la aparicién de [Gu07]. Ademds del
curso disponible en la web de Gu, algunas de las referencias més importantes
para los materiales contenidos en este module A3 son

[Gu07] Gu and Yau: Computational Conformal Geometry, Stony Brook Lect,
Intl Press, 2007.
[Jin20] Jin, Gu, He and Wang: Conformal Geometry, Springer-Verlag, 2020.
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0.4.2. Modbdulo 2: Variedades algebraicas

Como siempre, los problemas fundamentales a resolver son la caracterizacion
y clasificacién de variedades algebraicas, en este caso, de dimensién arbitraria.
La extension de los resultados disponibles para curvas a dimension superior pre-
senta problemas dificiles de resolver, que requieren desarrollos méas avanzados de
las herramientas auxiliares procedentes del Algebra (Conmutativa y Homol4gi-
ca) y de la Topologia (Algebraica y Diferencial). Para fijar ideas y minimizar
los prerrequisitos, se supone inicialmente que las variedades son reducidas e
irreducibles 123.

Las referencias que he seguido habitualmente para impartir este curso son
los libros de Iitaka [Iit82], Mumford ([Mum70], [Mum?75]) y Shafarevich [Sha74]
por orden alfabético. La aparicién posterior del librito de Reid [Rei88] y de
J.Harris [Harl0] proporcionan una espléndida introduccién a aspectos bésicos
de la Geometria Algebraica que hacen mucho més atractiva esta materia.

Estos apuntes del médulo 2 siguen bésicamente el esquema propuesto por
[.R.Shafarevich con algunas excursiones motivadas por las referencias mencio-
nadas mas arriba. El médulo 2 contiene los capitulos siguientes:

1. Variedades afines y aplicaciones racionales: Se revisan las nociones béasicas
relativas al caso afin. El resultado fundamental es el Teorema de los Ceros
de Hilbert para el que se presenta una demostraciéon basada en la versién
geométrica del Teorema de Normalizacién (M.Noether). Se muestra cémo
pegar datos locales usando funciones racionales, con especial atencién a
los morfismos de tipo finito.

2. Variedades proyectivas Se analiza el espacio proyectivo desde el punto de
vista de la Geometria Algebraica, insistiendo en las operaciones bésicas
(cortar y proyectar). Se introducen espacios homogéneos bdsicos y se ana-
lizan algunas propiedades topoldgicas.

3. Variedades casi-proyectivas y morfismos: El pegado local de variedades
afines proporciona variedades casi-proyectivas. Se estudian morfismos re-
gulares y aplicaciones racionales. Se construyen los embebimientos de Ve-
ronese y Segre mostrando algunas aplicaciones. Ademéas de los embebi-
mientos del espacio proyectivo, se estudiar las aplicaciones finitas sobre el
espacio proyectivo (como extensién del Teorema de Normalizacién) o, con
mds generalidad, variedades (uni)racionales.

4. Dimension. Parametrizacion local: Se presentan diferentes aproximacio-
nes (racional, algebraica, diferencial) a la nocién de dimensién. Se analiza
especialmente el caso singular y las extensiones de las nociones de pa-
rametrizacion local al caso singular. Se introducen las nociones de cono
tangente y variedad conormal, asi como una primera aproximacién a la
dualidad geométrica.

12313 extensién a esquemas se desarrolla en el médulo 3
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5. Aplicaciones birracionales. Normalizacion: o-procesos. Transformaciones
cuadraticas y monoidales. Cierre integro. Transformaciéon de Nash. Nor-
malizacién. Nocién de desingularizacién.

6. Divisores y Formas Diferenciales: Hipersuperficies. Divisor de una fun-
cién. Divisores y aplicaciones racionales. Relaciones de equivalencia alge-
braica y racional sobre divisores. Descripcion algebraica de las diferencia-
les. Divisor canoénico. El anillo candnico. Introduccion a la clasificacion de
variedades.

7. Elementos de Teoria Local de Interseccion: Indice de interaccion. Inva-
riancia. Extensiones del Teorema de Bézout. Equivalencia numérica. Es-
tructura multiplicativa sobre el anillo de ciclos. El caso de superficies.

8. Aspectos topoldgicos globales: Secciones y Proyecciones. Sistemas Linea-
les de Ciclos sobre Variedades. Conexividad. Introduccién a la teoria de
Lefschetz. Fibrados Vectoriales sobre Variedades. Fibrados Lineales y Di-
visores.

9. Superficies conformes y aplicaciones: Elementos de Algebra Geométrica.
Algebras de Divisién. Relaciones entre estructuras real, compleja y cua-
terniénica. El caso de superficies. Algunas aplicaciones a IST,

Los manuales mas préximos al enfoque basado en Algebra Conmutativa de
la Geometria Algebraica que se desarrolla en este médulo son:

[Har10] J.Harris: Introductory algebraic geometry. A first Course, GTM 133,
Springer-Verlag, 2010.

[lit82] S.Iitaka: Algebraic Geometry. An introduction to Birational Geometry
of Algebraic Varieties, GTM, 76, Springer-Verlag, 1982.

[Mum?75] D. Mumford: Algebraic Geometry I. Complex Projective Varieties,
Springer-Verlag, 1975.

[Rei88] M.Reid: Undergraduate algebraic geometry, London Math. Soc. Stu-
dent Texts 12, 1988.

[Sha74] I.Shafarevich: Basic Algebraic Geometry, GMW 213, Springer-Verlag,
1974

Desarrollos més avanzados que los presentados aqui se pueden consultar en

[Har77] R.Hartshorne: Algebraic geometry, GTM, Springer, 1977.

[Huy05] D.Huybrechts: Complex Geometry. An Introduction Universitext,
Springer-Verlag, 2005.

[Mum?74] D.Mumford: The red book of varieties and schemes, 1974

[Muk03] S.Mukai: An introduction to invariants and moduli, Cambridge Stu-
dies in Adv. Math. 81, 2003.

[Nee07] A.Neeman: Algebraic and analytic geometry, London Math. Soc. LNS
345, Cambridge Univ. Press, 2007

[Wel08] R.O. Wells: Differential Analysis on Complex Manifolds (3rd ed),
GTM 65, Springer-Verlag, 2008.
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0.4.3. Modbdulo 3: Esquemas, haces y cohomologia

La Teorfa de Fibrados Vectoriales (como extensién de los fibrados tangente
Tm y cotangente Q1) sobre variedades diferenciables M y su cohomologia a
coeficientes constantes ya estaba consolidada a mediados de los cincuenta. Sin
embargo, operaciones bésicas (como considerar nicleos o conticleos, p.e.) no pro-
porcionaban objetos dentro de la misma categoria. Asimismo, su aplicabilidad
a variedades algebraica o analiticas presentaba serias dificultades debido a la
posible aparicion de singularidades.

En esta situacién J.P.Serre y A.Grothendieck introducen las nociones de
prehaz y haz que permiten solventar algunas de las deficiencias que presentaba
la teoria clasica basada en fibrados. La extensién de la cohomologia con soporte
compacto al caso de (pre)haces abre unas posibilidades casi inagotables, no sélo
para recuperar resultados cldsicos con demostraciones rigurosas, sino para una
cantidad cada vez mayor de nuevos resultados.

Para entender la ubicuidad de los métodos basados en cohomologia de haces,
es necesario pensar en esta teoria como una herramienta absolutamente general
para resolver problemas de ecuaciones que pueden afectar a funciones, distribu-
ciones de campos, sistemas de formas o una combinacién de todas ellas. En este
contexto, la anulacién de la cohomologia a valores en un haz F (inicialmente
coherente) pone de manifiesto que no hay obstrucciones a la resolucién de sis-
temas de ecuaciones (polinémicas, diferenciales, analiticas) 6, alternativamente,
que no hay obstrucciones a la prolongacién o a la deformacién, dependiendo de
los haces que se consideren.

El médulo 3 contiene los capitulos siguientes:

1. Fibrados sobre Variedades: Fibrados tangente y cotangente. Operaciones.
Fibrados tensoriales. Cambio de base. Cohomologia con soporte compacto.
Invariantes.

2. Prehaces y haces. Nociones basicas. Algunos ejemplos significativos. Ope-
raciones. Haces coherentes. Haces amplios. Haz canénico

3. Morfismos

4. Cohomologia de Haces. Aspectos generales. Introduccién algebraica. Coho-
mologia de Cech. Algunas aplicacione avanzadas. Invariantes topoldgicos.

5. Comparacion entre cohomologias: Espacios clasificantes. Cohomologia con
soporte compacto. Clases caracteristicas. Relacién con la cohomologia sin-

gular.

6. Cohomologia en Geometria Algebraica: Cohomologia para los casos dife-
renciable, algebray analitico. Apéndice alebraico sobre funtores derivados.

7. Algunas aplicaciones
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Algunas referencias para el médulo 3

[EGA] A.Grothendicek and J.Dieudonné: Eléments de Géométrie Algébrique
I (1960), 11(1961), TTI(1963), TV (1964-67). Institut d’Hautes Etudes Scientifi-
ques (IHES)

[Eis00] D. Eisenbud, J. Harris: The geometry of schemes, GTM, Springer-
Verlag, 2000.

[God66] R.Godement: Topologie algébrique et Théorie des Faisceaur, Ed.
Hermann, 1966 (2e¢me éd).

[Har77] R.Hartshorne: Algebraic geometry (3rd ed, 2000), GTM, Springer-
Verlag, 1977.

[Mum?74] D.Mumford: Red book of varieties and schemes, 1974

[Sho06] Shokurov and Danilov: Algebraic geometry I. Algebraic curves, ma-
nifolds and schemes, IL.R. Shafarevich, (ed.), Springer-Verlag, 2006.

Desarrollos més avanzados que los presentados aqui se pueden consultar en

[Bai77] W. L. Jr Baily, T. Shioda, eds: Complex Analysis and Algebraic
Geometry. A colection of paerps dedicated to K.Kodaira, Cambridge Univ. Press,
1977

[Har66] R. Hartshorne: Residues and duality, LNM20, Springer-Verlag 1966

[Hir66] F. Hirzebruch: Topological methods in algebraic geometry (2nd ed,
1978), Springer-Verlag, 1966.

David Eisenbud; Joe Harris (1998). The Geometry of Schemes. Springer-
Verlag. ISBN 0-387-98637-5.

Robin Hartshorne (1997). Algebraic Geometry. Springer-Verlag. ISBN 0-387-
90244-9.

David Mumford (1999). The Red Book of Varieties and Schemes: Includes the
Michigan Lectures (1974) on Curves and Their Jacobians (2nd ed.). Springer-
Verlag. ISBN 3-540-63293-X. doi:10.1007/b62130.

Qing Liu (2002). Algebraic Geometry and Arithmetic Curves. Oxford Uni-
versity Press. ISBN 0-19-850284-2.
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0.4.4. Modbdulo 4: Superficies y ciclos algebraicos

En este moédulo se lleva a cabo un estudio de algunas de las propiedades
de superficies que resultan significativas para los problemas de caracterizacion
y clasificacién. La clasificaciéon algebraica de superficies no-singulares ya era
esencialmente conocida a principios del 8.XX por la Escuela Italiana (liderada
por Castelnuovo y Enriques, 1909). Se incorporan algunos elementos adicionales
vinculados a superficies analiticas, donde se introducen algunas Para simplificar
y motivar desarrollos mas avanzados solo se considera el caso complejo.

La caracterizacion de variedades analitica o bien Kéhler como variedades
algebraicas fue llevada a cabo a partir del Teorema de embebimiento (en el es-
pacio proyectivo) de Kodaira. Por ello, la clasificacién de superficies no se puede
considerar como completa hasta los trabajos de K.Kodaira a partir de los sesen-
ta. La clasificacién de variedades complejas compactas 2D (no necesariamente
algebraicas) extiende la clasificacién de las superficies algebraicas de la Escuela
Ttaliana (5 tipos) a los siete tipos que se presentan en este médulo. Cabe des-
tacar el estudio realizado por Kodaira de las fibraciones por curvas elipticas de
superficies, por un lado, y la caracterizacién de las superficies K3 (Kummer,
Kiihler, and Kodaira) como deformaciones de superficies cudrticas en P* que
forman una tnica clase médulo difeomorfismos (Kodaira).

Desde un punto de vista més abstracto, a principios de los cincuenta H.Cartan
y J.P.Serre habian introducido la sucesién exacta de cohomologia asociada a la
aplicaciéon exponencial que permite relacionar aspectos algebraicos y analiticos
(holomorfos en el caso complejo). Reemplazando el haz estructural por el haz
(co)tangente, se obtiene una primera descripcién sintética de las deformaciones
llevada a cabo por K.Kodaira y D.C.Spencer que extiende los primeros resul-
tados de H.Cartan y J.P.Serre al caso analitico complejo, abriendo asimismo
el camino a posteriores desarrollos para el caso singular o, méas recientemente,
para cuerpos de caracteristica arbitraria.

La extensién a las potencias del fibrado cotangente (el haz dualizante, en el
caso singular) permite conectar con los problemas de clasificacién y reintroducir
la dualidad de una manera puramente formal, conectando con el enfoque clasico
de residuos (R.Harsthorne, 1967). La extension a haces coherentes més generales
aparece ya perfectamente definida a mediados de los sesenta.

El Teorema de anulaciéon de Kodaira que permite simplificar muchos de
los célculos relacionados con la cohomologia se extiende a haces mucho més
generales [Esn92]. De este modo, es posible obtener, reinterpretar y extender
resultados clésicos de adjuncién de la Geometria Algebraica Italiana 24

El médulo 4 contiene los apartados siguientes:

1. Curvas y Ciclos sobre superficies
2. Riemann-Roch para superficies. Adjuncion

3. Superficies regladas. Pencils

124Estos tépicos se abordan al final del médulo 5 para facilitar su reinterpretacién geométrica
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Superficies racionales. Aplicaciones a Ingenierias
La clasificacion de Castelnuovo-Enriques
Tipos particulares de superficies

Aspectos topoldgicos. Teoria de Hodge bdsica

® N o e

Desingularizacion de superficies

Algunas referencias para el médulo 4

Los manuales mas préximos al enfoque basado en Algebra Conmutativa de
la Geometria Algebraica que se desarrolla en este médulo son:

[Bar84] W.Barth,, C. Peters and Van de Ven: Compact Complex Surfaces,
Springer. 1984.

[Bea03] A. Beauville: Complez algebraic surfaces (2nd ed), London Mathe-
matical Society, 2003.

[Rei96] M. Reid: Chapters on algebraic surfaces, arXiv:alg-geom/9602006,
1996.

[Sha67] I.Shafarevich: Algebraic Surfaces, Proc. Steklov Institute, Amer.
Math Society, 1967.

[Zar71] O.Zariski: Algebraic Surfaces, Springer-Verlag, 1971.

Desarrollos méas avanzados que los presentados aqui se pueden consultar en

[Bar84] W. Barth, C. Peters, A. Van de Ven: Compact complex surfaces,
Springer-Verlag, 1984.

[Dem12] J.-P. Demailly: Complex Analytic and Differential Geometry, 2012

[Huy00] D. Huybrechts: Complex geometry. An introduction, Springer-Verlag,
2000.

[Mum?70] D.Mumford: Abelian varieties, Oxford Univ. Press 1970

[Mur10] J. Murre: Lectures on algebraic cycles and Chow groups (2nd ed),
Cambridge Univ. Press, 2010

[Voi02] C. Voisin: Hodge theory and complex algebraic geometry I, Cambridge
Studies in Advanced Mathematics, Cambridge Univ. Press, 2002.

[Voi03] C. Voisin: Hodge theory and complex algebraic geometry II, Cambrid-
ge Studies in Advanced Mathematics, Cambridge Univ. Press, 2003.
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0.4.5. Mobdulo 5: Geometria Enumerativa

El objetivo de la Geometria Enumerativa es identificar cudndo un proble-
ma tiene un numero finito de soluciones y, en el caso afirmativo, determinar el
nimero de soluciones “contadas propiamente” que tiene dicho problema. Este
problema aparece formulado de forma similar por primera vez en la Conferen-
cia impartida por D.Hilbert en el ICM de Paris (1900) y se etiqueta como el
Decimoquinto problema de Hilbert.

La resolucién de este problema requiere el desarrollo de una correcta Teoria
de Interseccion que no ha estado disponible hasta el libro de W.Fulton (1984).
La nocién clave es la de multiplicidad de interseccién que presenta una larga y
tortuosa historia con miultiples intentos fallidos hasta llegar a la formula de los
Tor de J.P.Serre que es la primera nocién que permite resolver todas las pa-
tologias (vinculadas a componentes inmersas ¢ singularidades, p.e.) que habian
aparecido en relacién con aproximaciones anteriores al caso algebraico.

No obstante, para muchas aplicaciones basta con nociones mas sencillas e
intuitivas que se presentan en las primeras lecciones del Curso y que permiten
conectar con aspectos de la Geometria Diferencial o Analitica, a través de un
enfoque topoldgico. Las técnicas utilizadas en Geometria Enumerativa muestran
frecuentemente conexiones entre aspectos intrinsecos y extrinsecos de variedades
0, con méas generalidad, esquemas.

Las soluciones de los problemas de Geometria Enumerativa pueden ser pun-
tos de variedades proyectivas o bien puntos de esquemas. En el segundo caso,
como dichos puntos estdn dados por ideales primos ¢ € Spec(A), dichas so-
luciones pueden ser asimismo subvariedades irreducibles. Un caso particular-
mente interesante corresponde a curvas racionales sobre variedades (threefolds,
en particular) que se han revelado recientemente de gran utilidad para algunos
problemas de Fisica Tedrica en el marco de supercuerdas.

Este mddulo tiene su origen en una asignatura de Tercer Ciclo impartida
durante el Curso 1983-84 en el Seminario de Geometria Algebraica de la Uni-
versidad de Valladolid. En el momento de redactar los apuntes de este médulo,
el libro Intersection Theory de Fulton no estaba disponible. Por ello, los ele-
mentos utilizados como referencia fueron los articulos de Kleiman (Oslo, 1977)
y algunos articulos de W.Fulton y R.MacPherson de finales de los setenta y
principios de los noventa.

Aunque el libro de W.Fulton se ha convertido en la referencia universal, su
lectura no es féacil y, por ello, el enfoque presentado en este modulo sigue siendo
de utilidad como una introduccién a algunos aspectos de la moderna Teoria de
Interseccién desde una perspectiva mas sencilla, incluyendo elementos historicos
que habitualmente se encuentran dispersos en la literatura.

A la redaccion original se han anadido dos capitulos correspondientes a

= Una version extendida de las conferencias sobre Variedades Polares im-
partidas por R.Piene (Mayo, 1984) 12°;

12513 redaccién de estas notas por JF fue publicada dentro de la Serie de Monograffas de
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= un capitulo sobre Teoria de Adjuncion que fue presentado como Memoria

para una estancia en el Instituto Max Planck de Bonn que, por razones
personales, no llegd a efectuarse. Una extensién de este enfoque dio lugar al
trabajo (no publicado) sobre la demostracién de las cotas de Castelnuovo-
Mumford por JF (1991) y que se presenta en el médulo 6.

El médulo 5 contiene los capitulos siguientes:

1.

Geometria Enumerativa Lineal: Grassmannianas. Teorema de la Base.
Anillo de cohomologia. Férmulas de Pieri y de Giambelli. Variedades de
Banderas.

Relaciones sobre Ciclos Algebraicos: Conceptos béasico. Multiplicidad de
interseccién. Especializacién de ciclos.

Equivalencia numérica: Grado y niimero de interseccién. Una aproxima-
cién diferencial. Autointerseccién. Caracteristica de Euler-Poincaré. El
principio de conservacién del nimero en el grupo de Grothendieck.

Clases de Chern: Nociones béasicas y propiedades elementales. El Teore-
ma de Gauss-Bonnet y algunas extensiones. Autointersecciéon y Férmula
llave. El Teorema de Riemann-Roch-Hirzebruch-Grothendieck. Teoremas
del Indice.

Ramificacion: Conceptos bésicos. Riemann-Hurwitz para curvas. Fibra-
dos y vaariedades secantes. Diferenciales relativas. Riemann-Hurwitz para
variedades.

Variedades Polares: Geometria Intrineca y Extrinsce. Espacios osculantes.
Haces de partes principales. Férmulas de Pliicker para curvas. Formulas
de Salmon-Cayley-Zeuthen-Pieri. Variedades duales.

Adjuncién: El fibrado canoénico y el haz dualizante. El anillo candnico.
Diferentes tipos de adjuntas. Sistemas lineales sobre variedades. Anulacién
de la cohomologia (Esnault, Kawamata, Vieweg).

Algunas referencias para el médulo 3

[Ful84] W.Fulton: Intersection theory (2nd ed, 1998), GMW, Springer-Verlag

1984.

Desarrollos mas avanzados que los presentados aqui se pueden consultar en
[Esn92] H.Esnault and E.Viewg: Lectures on Vanishing Theorems, Birkhau-
ser, 1992.

Matematicas del CSIC, 1984. Las dificultades para acceder a estos materiales han motivado
la inclusién en este Curso
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0.4.6. Mobdulo 6: Variedades tridimensionales

Nota previa.- Este médulo tiene su origen en un Curso impartido por M.Reid
en la Universidad de Valladolid en 1992 sobre el programa de Mori (medalla
Fields en 1990) y resultados relacionados. En cierto modo, se puede entender
como una versién extendida (sélo autorizada para los primeros capitulos) de
los apuntes escritos por JF con diferentes “excursiones” hacia algunos tépi-
cos incluidos en las referencias que aparecen més abajo. Una versién ampliada
de este curso fue impartida posteriormente por el prof. M.Reid en Salt-Lake
City; lamentablemente no ha sido nunca publicada. Més alla de los trabajos de
M.Reid y de los autores citados en el curso, la inica contribucién original del
Curso concierne al desarrollo de resultados relacionados con la Geometria de las
Threefolds con Singularidades Ordinarias. Para intentar respetar al méximo el
estilo inicial de M.Reid, se ha mantenido la redaccién en un inglés que debe ser
revisado.

Los problemas de clasificacion y caracterizacion de variedades o, con mas ge-
neralidad, esquemas en dimensién arbitraria se abordan inicialmente en términos
del anillo candnico

El médulo 6 contiene los capitulos siguientes:

1. Background from surfaces and the aim of classification of 3-folds
2. Bending and breaking in Mori theory

3. Theorem on the cone and contraction

4. Canonical and terminal singularities

5. Flips and log flips, minimal models

6. Kodaira dimension and the abundance theorem

7. Some ideas in the Geometry of uniruled varieties

Algunas referencias para el médulo 6

[Cle89] H.Clemens, J.Kolldr, and S.Mori: Higher-dimensional complex geo-
metry, Astérisque 166, 1989.

[Tit82] S.Titaka: Algebraic Geometry. An introduction to Birational Geometry
of Algebraic Varieties, GTM, 76, Springer-Verlag, 1982.

[Kol98] J.Kolldr, and S.Mori: Birational geometry of algebraic varieties, with
the collaboration of C. H. Clemens and A. Corti. Transl. from the 1998 Japanese
original. Cambridge Tracts in Math. 134, 1998.

[Mat02] K.Matsuki: Introduction to the Mori program, Universitext. Springer
2002.

[Uen75] K.Ueno: Classification Theory of Algebraic Varieites and Compact
Complex Spaces. LNM, Springer-Verlag, 1975.
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References given by M.Reid to follow his 1992 Course are the following ones:

[Ale91] V. Alexeev: “General elephants for Mori fiber spaces”, Preprint,
Utah, 1991

[Din87] M. Reid: Tendencious survey of 3-folds, Proc. Symposium Pure Math
(Algebraic geometry (Bowdoin, 1985), Amer. Math Soc. 1985 (this reference
appears as Dinosaurs following the Reid’s terminology).

[Kaw91] Y. Kawamata: “The abundance theorem”, preprint, Univ. of Tokyo,
1991

[Kaw87] Y. Kawamata, K. Matsuda and K. Matsuki: “Introduction to the
minimal model program, Alg. Geometry (Sendai, 1985)”, Adv. Studies in Pure
Math 10, Kinokuniya - North Holland, 283-360, 1987.

[Kol87] J. Kolla’'r: “The structure of algebraic threefolds - an introduction
to Mori’s program”, Bull Amer. Math. Soc 17, 211-273, 1987.

[Koll91] J. Kolla’r, Y. Miyaoka and S. Mori: “Rationally connected varieties”,
RIMS, Kyoto and Utah preprint.

[Miy86] Y. Miyaoka and S. Mori: “A numerical criterion of uniruledness”,
Ann of Math 124, 65-69, 1986.

[Mor79] S. Mori: “Projective manifolds with ample tangent bundles”, Ann.
of Math 110, 593-606, 1979.

[Mor82] S. Mori: “Threefolds whose canonical bundles are not numerically
effective”, Ann. of Math 116, 133-176, 1982.

[Mor88] S. Mori: “Flip theorem and the existence of minimal models for
threefolds”, J. Amer. Math. Soc. 1, 117-253, 1988.

[Rei83] M.Reid: “Projective morphisms according to Kawamata”, Preprint,
Univ. of Warwick, 1983

[Rei91] M.Reid: “Birational geometry of 3-folds according to Sarkisov”, Lec-
ture notes April 1991

[Sho85] Shokurov: The nonvanishing theorem, Izv. Akad. Nauk SSSR, Ser.
Mat. 49 (1985), 635-651 = Math USSR Izv. 19 (1985), 591-604

[Sho01] Shokurov: “3-fold log flips”, Izv. Akad. Nauk Ser. Mat. (to appear)
Warwick preprint 35, 1991.

[Cle88] H. Clemens, J. Kolla’r, S. Mori: Higher-dimensional complex geo-
metry, Astérisque 166, 1988.

[Uta91] Several authors: Proceedings of summer school, Aug 1991, mainly
on [Shokurov 2], to appear

[Wil87] P. M. H. Wilson: “Towards birational classification of algebraic va-
rieties”, Bull. London Math. Soc. 19, 1-48, 1987.

[YGC87] M. Reid: “Young person’s guide to canonical singularities”, Proc.
Symp. Pure Math (Algebraic geometry, Bowdoin, 1985) 46, Amer. Math. Soc.
1987, 345-416

Desarrollos més avanzados que los presentados aqui (incluyendo conexiones
muy interesantes con la Fisica de Supercuerdas) se pueden consultar en

[Can87] P. Candelas: “Lectures on Complex Geometry”, in Superstrings’87
(Proc. Trieste). 1987.
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[Cox99] D. Cox and S. Katz: Mirror Symmetry and Algebraic Geometry, vol.
68 of Math Surveys and Monographs. Amer. Math. Society, 1999.

[Gre87] M. B. Green, J. H. Schwarz, and E. Witten: Superstring Theory. Vol.
2: Loop Amplitudes, Anomalies and Phenomenology. Cambridge Monographs on
Mathematical Physics. Cambridge Univ. Press, 1987.

[Hor03] K. Hori, S. Katz, A. Klemm, R. Pandharipande, R. Thomas, C.
Vafa, R. Vakil, and E. Zaslow: Mirror Symmetry, vol. 1 of Clay Mathematics
Monographs. American Mathematical Society, 2003.

[Hub92] T. Hiibsch: Calabi- Yau Manifolds: A Bestiary for Physicists. World
Scientific, 1992.



