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Los espacios punteados son pares (X, zg) con zg € X. Las aplicaciones entre
espacios punteados f : (X, z0) — (Y, yo) se han introducido en el capitulo anterior.
La seleccién de un punto responde a diferente razones relacionadas con su utilizacién
en problemas de equilibrio y sus aplicaciones (modelos ideales en Teor{a Econdmica,
p.e.) 6 bien como pivote para cuestiones de inspeccién, recorrido (por caminos),
barrido y un largo et cetera. Una primera cuestion a dilucidar es si la eleccion
del punto es significativa 6 no. Un caso extremo se presenta para los espacios
contractibles donde, gracias a la trivialidad topoldgica (desde el punto de vista de
homotopia) el punto se puede elegir de forma arbitraria y, a este cuestién se dedica
la primera seccién.

El resto de las secciones se dedican a cuestiones que presentan una mayor com-
plejidad y que afectan al calculo de invariantes de objetos geométricos més com-
plicados. Una “relajacién” de las condiciones asociadas a morfismos entre espacios
punteados se introduce en términos de aplicaciones entre pares f : (X, A) — (Y, B)
verificando f(A) C B que aparecen asociadas de forma natural a cuestiones de es-
tabilidad en la Teoria Topolégica de los Sistemas Dinamicos y sus aplicaciones. La
construccién de aplicaciones entre pares permite introducir la nociéon de Homotopia
Relativa que es clave para distinguir entre espacios X, Y ... utilizando la topologia
del complementario de un subespacio A, B, .. ..

Una motivacién estd dados por el estudio del complementario de rectas en el es-
pacio. Aunque el espacio ambiente y cada uno de los subespacios sea contractible,
el complementario no lo es (razonarlo como ejercicio). Las configuraciones de ele-
mentos (lineales) en un espacio cartesiano (o con més generalidad afin o proyectivo)
reciben el nombre de “arrangements” A (que traducimos de forma abusiva como
“arreglos”) y se denotan mediante 4. Tienen gran interés en relacién con descom-
posicion automatica del espacio ambiente y se extienden de forma relativamente
simple al caso de hipersuperficies de grado d.

Algunas aplicaciones importantes de los arreglos estan relacionadas con el es-
tudio de formas diferenciales holomorfas con polos preasignados; los invariantes
topoldgicos (tanto los asociados a grupos de homotopia como de co-homologia) se
pueden calcular de forma explicita utilizando métodos combinatorios. Un tratamiento
més detallado se puede ver en trabajos desarrollados inicialmente por Orlik y
Solomon a principios de los ochenta. La naturaleza combinatoria de los métodos
permite extender los cédlculos a deformaciones de arreglos correspondientes a la

interseccién de hipersuperficies de grado superior a uno !.

Una extension bastante mas complicada estd relacionada con el estudio de em-
bebimientos de esferas S* en el espacio ordinario. Para k = 1 da lugar a la Teorfa
de Nudos cuyo estudio topoldgico se lleva a cabo de forma mads sistematica a partir
del moédulo 4 en el marco de la Topologia Geométrica; los nudos mas “simples” son
de tipo térico y se describen en términos de caminos cerrados en el interior de un
toro 2-dimensional T? := S! x S' como una suma formal de p copias del primer gen-
erador y ¢ copias del segundo generador; proporcionan una versiéon topoldgica para
los modelos reales de curvas planas con singularidades de tipo (p,q) con p/q € Q
(para garantizar el cardcter cerrado del ciclo). Aunque en todos los casos el espacio

1Un tratamiento computacional para arreglos de rectas se puede ver en O’Rourke; algunas
aplicaciones a cuestiones de Robdtica y de Visién Computacional se puede ver en mis apuntes de
dichas materias



CAPITULO 2: ESPACIOS PUNTEADOS. HOMOTOPIA RELATIVA 3

ambiente sea el mismo y los subespacios sean una imagen de S, el complementario
presenta toda clase de patologias dando lugar a una infinidad de tipos diferentes 2.

Una idea clave asociada en la que se demuestra la utilidad del enfoque abstracto
en Topologia y que extiende las construcciones intuitivas originales de Poincaré
asociadas al espacio de caminos aparece nuevamente asociada a la independencia
con respecto al caracter combinatorio de las construcciones realizadas, es decir, a
la invariancia algebraica de los caracteres asociados al grupo fundamental.

En particular y a diferencia del enfoque analitico predominante en buena parte
del siglo XX, desde el punto de vista de los invariantes se pueden evitar las fun-
ciones complicadas y los espacios que presentan cierta complejidad, centrando la
atencién en funciones definidas sobre espacios simples (intervalos é rectdngulos,
circunferencias 6 esferas).

La justificacién (bastante paraddjica) de esta observacién de estos procedimien-
tos de-constructivos consiste en que, gracias a la reducciéon a representaciones
simbdlicas 6 esqueletales (que llamaremos “retractos de deformacién”) con estas
funciones, es posible construir la mayor parte de los resultados topoldgicos signi-
ficativos relacionados con objetos 6 funciones en categorias méas amplias como las
extensiones al marco G.A.G.A llevadas a cabo por Grothendieck a finales de los
sesenta .

Esta idea se frmaliza en términos de teorfa de modelos para (co-)homologias
(Motivos) usando una “reduccién” de espacios a “representaciones esqueletales
minimales” que se gestionan de forma similar a hipergrafos. Esta idea es la ex-
tensién natural del caso correspondiente a superficies y los grafos que representan
los generadores del grupo fundamental o del primer grupo de homologia. En las
representaciones eneralizadas las caras k-dimensionales representan las clases de
homologia; las relaciones con los grupos de homotopia de orden superior presentan
una dificultad mayor y se abordan en el médulo 3. El primer caso significativo
corresponde a los espacios contractibles que se abordan en la seccién 1.

En la segunda seccién se desarrolla el caso inicialmente mas sencillo correspondi-
ente a los espacios punteados, con algunas extensiones al caso de homotopia relativa
que proporciona invariantes topoldgicos (con respecto a deformaciones dadas por
homotopfas) relativos a subconjuntos de espacios topoldgicos.

La “mayor parte” de espacios utilizados en Topologia de Variedades admiten
descomposiciones celulares, es decir, se pueden reconstruir mediante pegado de
células (a lo largo del borde) k-dimensionales que denotamos como (e, deF) que
son topolégicamente equivalentes a pares de la forma (D*,S*~!) donde D es el
disco unidad y S*~! = 9D es la esfera borde de dicho disco. Por ello, la tercera
seccién estd enfocada a presentar resultados basicos correspondientes a la homotopia
relativa de los pares (D* S*~1).

En las dos tltimas secciones se presentan algunas posibles aplicaciones vinculadas
a posibles practicas a desarrollar. Por ello, pueden ser saltadas en primera lectura.

2Los embebimientos de la esfera S2 se introducen en el médulo 2 de la asignatura (Alexander).
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1. Espacios contractibles

Los espacios contractibles son los “elementos basicos” a partir de los cuales
se construyen células como pares (e¥), de¥) topolégicamente equivalentes a pares
(D*,S*=1) . De un forma metaférica el pegado de ”células” a lo largo de los bordes
(equivalentes a esferas) da lugar a ”organismos mds complejos”, a los que se llama
“complejos celulares”. 3

Los espacios contractibles tienen una estructura topolégicamente trivial (se ” con-
traen” a un punto), por lo que en principio podrian parecer irrelevantes desde el
punto de vista topolégico. No ocurre asi porque aunque haya espacios que no son
contractibles, la supresién de un ntmero reducido de elementos les convierte en
unién de esos elementos y objetos contractibles, dando lugar a las “descomposi-
ciones celulares”.

Por ello, interesa disponer de herramientas que permitan no sélo identificar las
células como elementos bésicos, sino las aplicaciones de pegado y de corte (o de
“cirugia” en términos topoldgicos) para generar espacios mas complejos en “unién”
de contractibles. Este enfoque proporciona la motivacién fundamental para centrar
la atencién en las operaciones de cirugia (supresién 6 corte de objetos.

Al cabo de un numero finito de cortes se llega a una unién de conjuntos con-
tractibles en cada dimensién, cuya frontera es una unién de esferas: las operaciones
de “pegado” (complementarias de las correspondientes a cirugia) permiten recom-
poner el objeto original mediante “adjuncién” de células *.

1.1. Nociones bésicas. En esta subseccién se revisan algunas nociones bésicas
introducidas maés arriba para reforzar algunos aspectos geométricos subyacentes
que son aplicables en diferentes marcos relacionados con la Visién Computacional
y algunos aspectos de modelado topolégico en 3D.

1.1.1. Espacio contractible. Definicion.- Un espacio topoldgico X es contractible si
es homotdpicamente equivalente a un punto.

Ejemplo 1.- Demuestra que cualquier espacio cartesiano K™ es contractible para
cualquier cuerpo K. ; Es contractible el espacio cartesiano con las estructuras super-
puestas habituales (euclidea, afin, proyectiva)? Razona la respuesta. ;Es posible
contraer cualquier poligono limitado por una curva de Jordan?

1.1.2. Espacios no-contractibles. La mayor parte de los espacios no son contractibles.
Interesa identificar las componentes contractibles con respecto a las que no lo son.
Los grafos proporcionan una representacién simboélica que facilita la gestion de este
tipo de descomposiciones desde el punto de vista computacional. Para algunas apli-
caciones ver el médulo 4 del CEViC en relacion con cuestiones de Reconocimiento de

3Un estudio detallado de los complejos celulares y sus generalizaciones es el tépico central del
médulo 3 de esta materia A2 (Topologia Algebraica).

4Un tratamiento més sistematico de las operaciones de cirugia topolégica se lleva a cabo en
el Curso de Topologia Diferencial, donde se muestra el comportamiento de las curvas integrales
asociadas a campos a lo largo de cuyas trayectorias criticas se realizan los cortes



CAPITULO 2: ESPACIOS PUNTEADOS. HOMOTOPIA RELATIVA 5

siluetas, tanto para el caso estatico, como dindmico. La gestiéon computacional au-
tomatica de elementos contractibles o no a partir de secuencias de video es un prob-
lema abierto bastante dificil de resolver; el caso correspondiente al Reconocimiento
Automético de Voltimenes a partir de las superficies (eventualmente deformables)
que las acotan estd completamente abierto, incluso cuando dichas superficies son
“lazos generalizados” (es decir, topolégicamente equivalentes a S?). A continuacién
se presentan algunos ejemplos bésicos de espacios no contractibles.

Ejemplo 2.- La esfera S™ no es contractible para ningin n > 0. Sin embargo,
S™ —{P} es homeomorfo a R™ y, por tanto, contractible. Indicacidn: La proyeccién
estereogréifica desde P = N = (0,...,0,1)7 se representa mediante la recta r = NP
parametrizada por

(0,...,0,1) +t(—21,..., —Zp, 1 —xpy1) = (—tz1, ..oy —tZp, t(1 — Tpy1))
que corta al plano z,41 = 0 (ecuador) en 1 + ¢(1 — x,41) = 0, es decir, para
t=—-1/(1 —x,41) por lo que la aplicacién proyeccién
X Tn
FNIS”— N} — R" Tlyeeey Tpy1) > sy s
(N} R | (@) = (s T

es un homeomorfismo (completar los detalles).

Ejemplo 3.- El espacio proyectivo real Pg no es contractible para ningtin n > 0.
Sin embargo, P" — H, es homeomorfo a A" y, por tanto, contractible. Indicacion:
Supongamos que Ho, estd dado por z,41 = 0 y denotemos mediante Dy (zy,41) =
{x € P" | 41 # 0} que parametrizamos mediante (ﬁ’ e #:1, 1) . Entonces
la aplicacién f : Dy (z,41) — R™ dada por la asignacién

x1 Ln

Sy ,1) — (l‘l,...,l‘n)
Tn+41 Tn+1

es un homeomorfismo (verificar los detalles como ejercicio). Mds ain, el limite
directo de la coleccién de espacios proyectivos encajados

P cPrcPRcC...cPRcC...
define un objeto topolégico que se denota mediante P°. El complementario de
cada espacio proyectivo Py en IP’H%H es (isomorfo a) un espacio afin AR al que se
llama dominio coordenado (complementario de Pg que se toma como “hiperplano
del infinito”). Como todos los espacios afines Af son topoldgicamente equivalentes a
un espacio cartesiano, son contractibles y se les llama células abiertas °. Utilizando
una induccion descendente, se tiene una descomposicién como unién disjunta

PR=ARUPE '=...= AR UAL 'UPR 2UP}
a la que se llama descomposicion celular del espacio proyectivo Py y que sintetiza las
propiedades topolédgicas de dicho espacio en relaciéon con la “incidencia” respecto
a una coleccién de subespacios encajados (a la que se llama “bandera”); tomando
limites directos, esta construccién se extiende a Pg°.

5En ocasiones también se les llama simplemente células, pero esta terminologia puede dar lugar
a confusion pues en el capitulo anterior se han introducido las células k-dimensionales como pares
topolégicamente equivalentes a (D*,SF—1)
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La construccién para el caso complejo es similar, con la tinica diferencia de que
para Pg sélo hay células no vacfas en dimensién real par (correspondientes a las
células complejas de dimensiones complejas consecutivas).

FEjercicio.- Una curva simple 6 curva de Jordan en el plano cartesiano R? es
cualquier curva conexa que no tiene autointersecciones. Verifica que la region lim-
itada por una curva de Jordan es contractible. ;Es cierto el mismo resultado en
R3?

1.1.3. Revisitando aplicaciones homdtopas a cero. Definicion.- Sean XY dos es-
pacio topoldgicos con y € Y. Se dice que la aplicacion f : X — Y es homdtopa a
cero (null homotopic) si es hométopa a la aplicacién constante que lleva cada punto
re€Xenelpuntoy €Y

Noétese que seleccionar un punto z¢ € X equivale a dar una aplicacién {zo} — X.

Nota.- Una aplicacién entre espacios contractibles no tiene por qué ser hométopa
a cero. Un ejemplo simple estd dado por aplicaciones de la esfera S¥ en sf misma;
si k > 2, se tiene que cualquier lazo es contractible, por lo que w1 (X, zp) = e. Sin
embargo, la aplicacién f : S¥ — S* no tiene por qué ser hométopa a cero. De hecho,
més adelante veremos que define un invariante topoldgico al que se llama “grado
de la aplicacién”.

Detectar si una aplicaciéon es hométopa a cero o no es un problema bastante
dificil para el que no se tienen actualmente criterios sencillos de verificar. De ahi,
que se utilicen estructuras adicionales y criterios diferenciales asociados a complejos
graduados basados en cohomologia.

1.1.4. Ejercicios propuestos. FEjercicio 1.- Un espacio X es contractible si para
cualquier espacio Y, dos aplicaciones cualesquiera ¥ — X son homdtopas.

Ejercicio 2.- Un espacio X es contractible si y sélo si, la aplicacién identidad
1x : X — X es hométopa a cero.

Ejercicio 3.- Un espacio contractible X es conexo por arcos.

1.2. Conjuntos significativos del plano. La seleccién de conjuntos de puntos
“significativos” en el plano es crucial para detectar propiedades topoldgicas que
afectan a representaciones simbdlicas del complementario. Algunas aplicaciones
tipicas recientes conciernen a la navegacién semi-automatica de plataformas méviles
basada en la identificacién de esquinas o bien de “marcas” en una escena. Cuando
los puntos significativos son moviles 6 cuando los puntos estan situados en el espa-
cio tridimensional, el problema es bastante mas complicado y las configuraciones
pueden ser dificiles de gestionar en tiempo real; este topico se aborda al final del
médulo 2 de mis notas sobre Robética. Para simplificar suponemos que los puntos
estan fijos en el plano.

1.2.1. Nociones basicas. Definicion 1.- Un subconjunto X de R™ es convezo si para
cualquier par z,y € X, el segmento
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7 = {(1—De+ty | te[0,1])
que les conecta esta contenido en X (intuitivamente, “no hay entrantes”)

Definicion 2.- Se dice que una region poligonal P limitada por un poligono P
es estrellada si existe un punto x¢ € P tal que cualquier vértice de P es “visible”
desde zg, es decir, el segmento 2o P C P. Por extension se dice que P es un poligono
estrellado (esta nocién se extiende de forma inmediata a regiones estrelladas no
necesariamente acotadas por poligonos). Las regiones estrelladas son importantes
para resolver problemas de visibilidad y, por consiguiente, seguridad y vigilancia.

Definicion 3.- Se dice que una regién poligonal P limitada por un poligono P es
mondtona si existe una direccién ¢y tal que #{¢ N P} < 2 para cualquier linea ¢
paralela a £y. Por extensién se dice que P es un poligono mondtono. Las regiones
mondtonas son importantes para identificar regiones minimales con comportamien-
tos "regulares” con respecto a direcciones de barrido (paralelas a una direccién
prefijada).

Ejercicio.- Cualquier poligono convexo es estrellado y mondtono, pero el reciproco
no es cierto. Dibuja un ejemplo. Disena un algoritmo que permite descomponer un
poligono arbitrario en unién de poligonos convexos, estrellados o monétonos ©

Nota.- Si P es un poligono estrellado con todos los vértices visibles desde xg €
Int(P) con P = 9P, entonces cada recta ¢ del haz de rectas que pasa por xg corta
a P en dos puntos. Por ello, en un sentido proyectivo, cualquier poligono estrellado
es mondtono (todas las rectas ¢ paralelas a £y se cortan en un punto del infinito
que serfa la imagen de xy por una transformacién proyectiva de la proyectivizacién
del plano ordinario).

1.2.2. Contractibilidad. Proposicion.- Cualquier conjunto convexo es contractible.

Demostracion.- Elijamos xg € X y definamos f: X — X | f(z) =ax9Vre X
La aplicacién

F:XxI—X | F(z,t)=txzog+ (1 — t)z
define una homotopia entre f y 1x.

Nota 1.- La construccién de la proposicién anterior justifica el nombre de método
de homotopia (6 de continuacién) utilizado en Ingenierfa para resolver un gran
numero de cuestiones de interpolacién en espacios que son contractibles, pero
muestra asimismo las limitaciones del procedimiento para aquellos espacios cuya
topologia no es trivial.

Nota 2.- La condicién para que un espacio sea contractible no es topolégicamente
trivial (existen espacios contractibles més alld de puntos o de todo el espacio carte-
siano). Como un conjunto convexo no es homeomorfo a un punto, la nocién de
equivalencia homotopica es estrictamente més débil que la de homeomorfismo.

6para detalles y conceptos relacionados ver las notas del médulo 1 (Geometria Computacional)
de mi Curso sobre Dindmica Computacional.
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1.2.3. Descomposicion en subconjuntos contractibles. La unién de subconjuntos con-
tractibles no es contractible; el ejemplo obvio lo proporciona una coleccién de pun-
tos. Sin embargo, frecuentemente es interesante encontrar procedimientos de de-
scomposicién de objetos no contractibles en unién de subconjuntos contractibles.
Un ejemplo tipico en Geometria Computacional corresponde a la descomposicién
de una regién poligonal en unién de regiones convexas, estrelladas é monotonas.
En todos los casos, esta descomposicién se realiza p.e. mediante el trazado de di-
agonales internas (segmentos que conecta vértices entrantes 6 ”reflejos”), pero el
algoritmo a implementar para realizar este proceso de forma automaética no es triv-
ial. Para més detalles ver notas de Geometria Computacional. Esta descomposicion
cobra un significado matematico mas profundo a la luz del resultado presentado en
el apartado siguiente:

1.2.4. Ejercicios propuestos. Ejercicio 1.- Verifica que la semiesfera Si_l ={z €
Sm=1 | z,, > 0} es contractible.

Ejercicio 2.- Verifica que cualquier poligono / poliedro estrellado es contractible.

Ejercicio 3.- Verifica que cualquier poligono mondétono es contractible. ;Es cierto
el mismo resultado para poliedros?

1.3. Espacios contractibles y simplemente conexos. En esta subseccion se
muestran los resultados que permiten conectar ambos conceptos

1.3.1. Topologia de espacios contractibles. Proposicion Un espacio contractible es
simplemente conexo

Demostracion (segin Greenberg): Aunque cualquier lazo v sea homdtopo a un
punto z¢ € X (aplicacién asociada al lazo constante), no sabemos si estas aplica-
ciones son hométopas con respecto a [0, 1]. Para ello, hay que mostrar que dos lazos
cualesquiera a, 8 centrados en dos puntos diferentes zg, 21 son [0, 1]-equivalentes.
Podemos visualizar cada lazo como un camino (con extremos que identificamos en
una fase posterior); para comparar los lazos basados en xg, 1, denotemos mediante
~ un camino que conecta xy y z1. La homotopia a construir debe conectar los 3
caminos entre si, es decir, los lazos centrados en xg, 1 y el camino que les conecta.
Por consiguiente, hay que demostrar el resultado siguiente:

Lema .- Dada una homotopia F': I x I — X, hagamos

a(t) = F(0,t) , B(t) = F(L,t) , 7(s) = F(s,0) , d(s) = F(s,1)

Entonces

S~atloyop
con respecto a [0, 1])

Demostracion del lema .- Se hace mediante la yuxtaposicién de 3 cuadrados que
permiten conectar las aplicaciones recién descritas: Denotemos mediante g = 6(0)
y x1 = §(1). Entonces construimos las aplicaciones
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. o si s<t
E(S’t)_{a(l—i—t—s) si s>t

(que da la homotopia entre « y la aplicacién constante xq) y

G(s,t)—{ Blt+s) si 1-s>t }

T si 1—s5<t

(que da la homotopia entre 3 y la aplicacién constante x1). Si X es contractible,
obtenemos dicha F' haciendo

510',’}/:1’0,Oéiﬂ

Nétese que al identificar los dos extremos de «, 3 con los puntos g, z; convertimos
los caminos (lados verticales del cuadrado) en lazos; asimismo al hacer v = g
estamos contrayendo el camino que conecta xy con x; a un punto. Por ello, la
identificacién de § con ¢ induce una aplicacién de la circunferencia sobre X que es
homotopa a la aplicacién constante en zg. Por tanto, o es homotdépicamente trivial.

1.3.2. Representacion simbdlica. Corolario 1 Supongamos que f,g : X — Y son
aplicaciones hométopas mediante una homotopia F' : X x I — Y. Sean zg € X,
yo = f(z0), y1 = g(xg). Denotemos mediante o un camino de yo a y; dado por
a(t) = F(xg,t) para cualquier ¢ € I. Entonces, se tiene un diagrama conmutativo
Q4 O fx = g4, es decir,

m(X,zo) = m(Y,y0)
9x 1o
’/Tl(Yv yl)

Demostracion del Corolario 1: Para cualquier lazo o en x( se tiene que

(foo)oa = a(goo)

Indicacion: Visualizarlo como un cuadrado asociado a la homotopia F'(o(¢),1t)

1.3.3. Isomorfismo entre grupos fundamentales. Corolario 2 Bajo las hipotesis an-
teriores, la aplicacién f. : m (X, z0) — m1(Y,50) es un isomorfismo si y sélo si
g (X, z0) = 71 (Y, y1) lo es.

Nota.- Este resultado justifica que dos aplicaciones f, g : X — Y sean hométopas
si existe una aplicacién f': Y — X tal que

fof' =1y, flof~lx

en cuyo caso se dice que los espacios X,Y son homotépicamente equivalentes. Por
ejemplo, X es contractible si es homotopicamente equivalente a un punto
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1.3.4. FEquivalencia homotopica e isomorfismos. Corolario 8 Si f es una equiva-
lencia homotdpica, entonces f, : m1 (X, zo) = 71(Y, f(x0)) es un isomorfismo para
cualquier g € X

Demostracion del Corolario 3 En virtud del Corolario 2, fi o fl vy f. o f. son
isomorfismos.

1.3.5. Conclusiones y ejercicios. Tras los resultados anteriores, la primera afir-
macién es casi una obviedad, actualmente, pero ello se debe a la reelaboracion
de materiales iniciada por Riemann y cas concluida por Poincaré.

Teorema (Tietze).- El grupo fundamental de un espacio conexo por caminos es
un invariante de la clase de homotopia y, en particular, es un invariante topolégico

Ejercicio (Greenberg 3.7).- Supongamos que X es conexo por arcos. Demuestra
que las afirmaciones siguientes son equivalentes :

e X es simplemente conexo

e Cualquier aplicacién de S' en X se extiende una aplicacién del disco unidad
cerrado D? en X.

e Si 0,7 son caminos en X con los mismos puntos inicial y final, entonces
o =~ 7 con respecto a [0, 1].

Ejercicio (ortogonalizacion de Gram-Schmid).- Verifica que el grupo ortogonal
O(n) := {A € GL(n;R) | TAA = I} siendo I es la matriz identidad es una re-
traccion del grupo lineal general real GL(n;R) := {4 € M(nxn;R) | det(A) #0)}
formado por las matrices regulares. Indicacion: Cualquier matriz regular descom-
pone en producto de una ortogonal y una matriz simétrica y que el conjunto de
matrices simétricas es un espacio vectorial..

Verifica que el grupo unitario U(n) := {4 € GL(n;C) | TAA = I}, donde
I es la matriz identidad, es un retracto de deformacion del grupo lineal general
complejo GL(n;C) := {A € M(n xn;C) | det(A) # 0)}. Indicacion: Cualquier
matriz regular descompone en producto de una unitaria y una matriz simétrica; el
conjunto de matrices simétricas con coeficientes en cualquier cuerpo sigue siendo
un espacio vectorial.

1.4. Aplicaciones esenciales. Ademas de demostrar el cardcter invariante de la
clase de homotopia de una aplicacién, la subseccién precedente y la demostracién
de la proposicion han mostrado que construir espacios contractibles y aplicaciones
hométopas a cero es facil. Asimismo, se ha mostrado la relaciéon entre espacios
contractibles y espacios simplemente conexos, como los casos méas sencillos desde
el punto de vista topoldgico. Por ello, interesa centrarse en los objetos que “no
son triviales” desde el punto de vista topolégico, a los que se dedica la presente
subseccion. Esta cuestiéon se puede abordar de diferentes formas; una consiste en
estudiar las aplicaciones que no son homdétopas a cero.

Ejercicio.- Dado un espacio contractible X, verifica que todas las aplicaciones
X — Y son homdétopas a cero, por lo que el conjunto [X,Y] de las clases de
homotopia de dichas aplicaciones consiste en un sélo elemento. Andlogamente, el
conjunto [Y, X] consiste en un un sélo elemento también.
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De forma complementaria, interesa producir funciones que no sean homdétopas
entre espacios que no sean topolégicamente triviales (contractibles, en este caso).
El caso més simple de un espacio no contractible es un espacio cartesiano “pun-
teado” K™\{0} (al que se le ha quitado un punto, como el origen, p.e.) que es
topolégicamente equivalente a la esfera S™~!; en particular, las aplicaciones més
simples no topoldgicamente triviales son aplicaciones entre espacios punteados. La
estrategia a seguir consiste en explotar el ejemplo mas simple correspondiente a apli-
caciones C\{0} — C\{0}; en relacién con los “ejemplos” mostrados en el capitulo 1
(ver §2.1.2 para resultados bdsicos), podemos interpretar dichas aplicaciones como
una “extension” de las funciones de una variable compleja que estamos interesados
en prolongar fuera de un punto zy que hemos identificado como si fuera el origen.
En el apartado siguiente analizamos las funciones més simples.

1.4.1. Nocion de aplicacion esencial. Definicion.- Se dice que f : X — Y es una
aplicacion esencial si no es homodtopa a cero o bien ninguno de los espacios X,Y
es contractible.

“Ejemplo”.- Denotemos por S*(r,0) C C la circunferencia compleja centrada en
el origen con radio r. Consideremos la funcién

an:C—=C | ap(z):=2"
y denotemos por

f = an [s1(r0): S'(r,0) = C\{0}
la restriccién de av, a la circunferencia real de radio r. Entonces, se tiene el resultado
siguiente

1.4.2. Un resultado sobre aplicaciones esenciales. Proposicion.- Para cualquier n >
0 y cualquier r > 0, la aplicacién f;* es esencial.

La demostraciéon de la afirmacién anterior es altamente no-trivial y requiere
desarrollos adicionales que se exponen mas adelante. Por el momento, supongamos
que es cierto. Para la funcién f(z) = 2™ es muy facil calcular las raices (Moivre),
pero una cuestion que surge de forma natural consiste en saber si podemos extender
6 prolongar dichas soluciones y, en caso afirmativo cémo controlar los fenémenos
de ramificacién que se presentan asociados a los ceros del polinomio.

Utilizando que f;* es esencial, se demuestra el Teorema Fundamental del Algebra.
La idea intuitiva consiste en interpretar un polinomio arbitrario de grado n como
una deformacién genérica de z" y prolongar las raices fuera del origen mediante la
construccién de una homotopia que relacione z™ con la deformacién genérica menos
dicho término.

1.5. Teorema Fundamental del Algebra. En esta subseccién se formula y de-
muestra el Teorema Fundamental del Algebra que, paraddjicamente, requiere técnicas
de Topologia Algebraica para su demostracién. Al final de la subseccién se co-
mentan algunos conceptos elementales relacionados con Algebra Bésica que son
colaterales para los objetivos de la asignatura.
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1.5.1. Formulacion del resultado. Teorema.- Cualquier polinomio no-constante

-1
g(z) = ap+arz+ ...+ ap_12" + 2"
con coeficientes complejos tiene al menos una raiz compleja.

Demostracion.- Para el polinomio g(z) elijamos r > maxz(1, ., |a;|). Con-
struyamos la aplicacién

n—1
F:S'(r0)xI—C | Flz,t)=2"+> (1-t)a;7’
i=0
Para demostrar que F' es una homotopia entre f" y g |s1(y,0), basta demostrar que
la imagen de F' estd contenida en C\{0}. Dicho de otra forma, debemos demostrar
que F(z,t) # 0. En efecto, si F(z,t) = 0 para algin t € I = [0,1] y algin z con
|z| = r, entonces tendriamos que

[

ne
2= = Z(l—t)aizi
=0

En virtud de la desigualdad triangular

n—1 n—1 n—1
r < Z(l —t)|a;|r* < Z la;|r® < Z la;|rm !
i=0 i=0 i=0
pues, como r > 1, se tiene que r* < ! para cualquier 0 < i < n — 1. Dividiendo
entre r™ ! se obtiene que

n—1

r< Y lail

i=0

en contra de la eleccién de r. Por consiguiente, F'(z,t) # 0.
RPRA nuevamente y supongamos que g no tiene raices complejas. Construimos
la aplicacién

G:S'(r0) x I — C\{0} |G(z1) = g((1—1)2)

que nos permite conectar G(z,0) = g(z) con G(z,1) = g(0) = ag y tratamos de
evaluar si tienen raices 6 no.

Como estamos suponiendo que g no tiene raices, los valores de G estan en C\{0}.
Por consiguiente, GG es una homotopia entre g restringida a S*(r,0) y la funcién
constante z — g(0) = ap. En consecuencia, g [s1(-0) es hométopa a cero y, en
consecuencia, f es hométopa a g, por lo que es también homoétopa a cero, en
contra de que, segin el teorema citado mas arriba, para cualquier n > 0 y cualquier
r > 0, la aplicacién f es esencial, en contra del resultado que habiamos supuesto
como cierto antes del Teorema Fundamental del Algebra. Por consiguiente, g tiene
raices complejas.
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1.5.2. Una excursion por la Geometria del Discriminante. El discriminante de un
polinomio g(z) en una variable representa el conjunto de raices multiples de la
ecuacién asociada g(z) = 0. De una forma intuitiva, la Geometria del Discrimi-
nante aparece asociada al comportamiento de las raices cuando se llevan a cabo
“deformaciones genéricas” que,en el caso de la Topologia Algebraica estdn repre-
sentados por lazos parametrizados por S'. Para fijar ideas, consideremos el primer
caso no-trivial correspondiente a los polinomios moénicos g(z) de grado 3 y que
factorizamos usando el Teorema Fundamental del Algebra:

g(2) == ap+ a1z +ax* + 23 = I_ (2 — 1)

Tgualando coeficientes obtenemos que

az = —(r1 +re+r3), ar =7r1rs + 1173 + 1203, A9 = T172T3

que son un sistema de generadores para las funciones simétricas elementales en
las raices r1,79,r3 (invariantes por la accién del grupo simétrico S3 asociado a
tres letras que interpretamos geométricamente como indeterminadas). Mediante
una transformacién de Cardano, se puede suprimir el término en 22, obteniéndose
una forma normal reducida para el polinomio genérico que escribimos ahora como
F(z;a,b) = 23+ az +b. Para estudiar el comportamiento de las raices con respecto
a caminos en el espacio reducido (a,b) de pardmetros, debemos eliminar la variable
z, es decir, hay que calcular el discriminante de la ecuaciéon dado por

F(z;a,b
F(z;a,0) =2 +az+b=0 ,%:&%a:o
z
obteniéndose
a=-322 |, b=22

expresiones que verifican la relacién algebraica 4a® —27b% = 0 correspondiente a una
cuspide ordinaria (pardbola semi-cuspidal en la terminologia de Newton) en el plano
reducido de pardmetros (a,b). Un camino cerrado en torno al origen (a,b) = (0,0)
(correspondiente a un lazo en el espacio de polinomios de grado 3) corta a la cispide
en dos puntos que corresponden a dos polinomios con una raiz doble y una simple;
el resto de los elementos de la familia dan lugar a polinomios con 3 raices simples.
La situacién cambia de forma drastica cuando el camino en el espacio de polinomios
de grado 3 pasa por el origen, pues en ese caso se presenta una raiz triple

Si regresamos a la ecuacién g(z) = 0 asociada al polinomio original, cada raiz
doble r; = r; se puede interpretar como una reflexién con respecto al plano bisector,
lo cual da tres planos bisectores en el espacio con variables r1, 75 y 73 que se cortan
en el origen (r1,r9,73) = (0,0,0); en este contexto, la condicién r; + ro + 73 = 0
introducida para la forma reducida f(z) de la ecuacién representa un plano en el
espacio de raices (ri,72,73) que corta a los planos bisectores a lo largo de tres
rectas que permiten representar el intercambio de raices por un grupo de reflexién
en el plano r1 + ro + r3 = 0 generado por tres elementos y una relacion lineal. La
proyeccién del “lugar de intercambio” entre raices sobre el espacio de polinomios

"Esta descripcién es el punto de partida para la Teoria de Catéstrofes de R.Thom o con més
generalidad, para la Bifurcacién de Sistemas Dindmicos en el caso diferenciable; ver mis apuntes
de Topologia Diferencial para detalles, complementos y referencias adicionales.
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(una representaciéon del grupo de permutaciones S3 de tres elementos) sobre el
espacio reducido da la cispide ordinaria mostrada mas arriba.

Esta descripcién se extiende a polinomios de grado arbitrario d obteniéndose
asimismo una representacién del grupo de reflexién asociado a las permutaciones
de d elementos que dejan invariante el hiperplano r; + ... +ry = 0.

Ejercicio.- Reinterpreta la demostracion del Teorema Fundamental del Algebra
en términos de la Geometria del Lugar Discriminante asociado a la ecuacién gen-
eral de grado n. Indicacién: Utiliza la restriccién al hiperplano Y r; = 0 de
los generadores del grupo simétrico (que actia intercambiando las raices) sobre el
espacio n-dimensional parametrizado por las raices rq,...,7,.

1.5.3. Numeros algebraicos. Se llaman mimeros algebraicos y se denota mediante
Q < C al conjunto de todos los elementos x € C que satisfacen una ecuacién
polinomial arbitraria

g(z) = ap+a1z+ ...+ an—12n-1+2, =0, n>0
Se tiene una coleccién de inclusiones

N cZcQcQ
N n
R c C

1.5.4. Numeros trascendentes y periodos. A los nimeros que no son algebraicos se
les llama trascendentes. Los ntimeros algebraicos Q forman un conjunto numerable,
pero el conjunto de los trascendentes es no numerable (Cantor, 1873). Dentro de
los niimeros trascendentes C\Q estén los periodos que han aparecido en relacién
con un gran numero de problemas y conjeturas donde se solapan diferentes ramas
de las matemaéticas.

Un periodo es un nimero complejo cuyas partes real e imaginaria son valores
de integrales absolutamente convergentes de funciones racionales con coeficientes
racionales sobre dominios de R™ dadas por desigualdades polinémicas con coefi-
cientes racionales.

Por construccién, los periodos forman un conjunto numerable. Existe una relacion
entre periodos y soluciones ecuaciones diferenciales que dio lugar a una extensa lit-
eratura en la segunda mitad del siglo XIX que afecta al grupo de monodromia de
las ecuaciones diferenciales sobre espacios no simplemente conexos y que ahora se
reformula de manera sintética en términos de la homologia. Sobre esta cuestién
volveremos varias veces y se desarrolla de una forma maés sistematica a partir del
Moédulo 3 (Complejos) y en el bloque IT (Topologia Geométrica).

Desde otro punto de vista, buena parte de los problemas computacionales solo
se pueden resolver sobre Q o, en el caso trascendente, sobre periodos. Esta simple
observacion ha dado lugar a la reapariciéon de periodos en relacién con la com-
putabilidad de soluciones de sistemas de ecuaciones algebraicas.
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2. Espacios punteados y Grupos de Homotopia

Para poder garantizar el carcter de invariante topolégico (modulo homeomor-
fismos) del grupo fundamental, hay que recuperar el enfoque original de Riemann
(1857) y el de Poincaré (1892), pero plantedndolo en la categoria apropiada. La
formalizacién del enfoque de Riemann lleva de forma natural a la introduccién de
los espacios punteados (primera subseccién) asociados a la prolongacién de fun-
ciones analiticas, mientras que la formalizacién de la composicién de caminos (sin
PL-estructura superpuesta) lleva a la nocién de clases de equivalencia para aplica-
ciones hométopas entre espacios punteados.

2.1. Espacios punteados. En esta subseccién se revisan algunas de las nociones
introducidas en el Capitulo 1 en relacién con la seleccién de un punto “privilegiado”
6 “significativo” g € X para la construccién de objetos (caminos, aplicaciones, etc),
adoptando un enfoque funtorial para los objetos (X;xo) y morfismos (X;xg) —
(Yiyo) con f: X =Yy f(wo) = yo

2.1.1. Nociones bdsicas. Un espacio punteado es un par (X,zo) donde X es un
espacio topolégico y g € X es un punto al que se llama punto base de X

Una aplicacion de espacios punteados (X,x9) — (Y, yo) es una aplicacién con-
tinua f: X — Y tal que f(zo) = yo

2.1.2. Enfoque categorial. Definicion.- Una categoria C consiste en

e una coleccién de objetos ob(C) de C;

e dados dos objetos X, Y € ob(C), un conjunto de morfismos C(X,Y") (también
llamados flechas o aplicaciones) de X en Y

e dados tres objetos X,Y, Z € ob(C) una aplicacién de composicion:

C(X,Y) xC(Y,Z) = C(X, Z)

Habitualmente y aunque sea un abuso de notacion, se denota a la categoria
mediante los objetos, sobrentendiendo los morfismos; asi p.e. se habla de la cate-
goria de los conjuntos o de los grupos, sin especificar las aplicaciones de inclusién
o los homomorfismos entre grupos como los correspondientes morfismos de dichas
categorias.

2.1.3. Categorias en Homotopia. Las categorias mds relevantes en Teoria de Ho-
motopia que hemos encontrado hasta ahora son:
e La categoria topoldgica Top de espacios topoldgicos y aplicaciones contin-
uas.
e La categoria topolégica Top, de espacios punteados (X, xg) y aplicaciones
punteadas f : (X, 0) — (¥, y0) con f(z0) = yo
e La categoria Top? de pares de espacios (X, A) y aplicaciones entre espacios
F(X, A) = (Y, B) con f(A) C B

Para caracterizar las clases de homotopia (es decir, médulo una relacién de equiv-
alencia) en la categorfa Top, es conveniente adoptar un marco mds general como
es el de la homotopia relativa.
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2.2. Homotopia relativa. El cardcter relativo se entiende siempre con respecto
a un subconjunto (punto, subespacios, etc), incluyendo el caso punteado y el de la
homotopfia relativa para pares (X, A).

Este enfoque se extiende de forma natural a ternas de la forma (X, A, U) donde
U C A es un abierto cuya adherencia esta contenida en A; la consideraciéon de
estas ternas juega un papel importante en resultados de “escisién” (supresién del
subconjunto U que no altera los invariantes topoldgicos) y se utiliza sobre todo
en teorfas de (co)homologia o en aspectos mas avanzados de las conexiones entre
homotop{ y (co)homologia que se presentan en el médulo 3. Por ello, de momento
nos restringimos al caso de pares.

2.2.1. Aplicaciones homdtopas con respecto a un subconjunto. Definicion.- Sean X,
Y espacios topolégicoy A C X. Denotemos mediante f, g : X — Y dos aplicaciones
cuyas restricciones sobre A coinciden. Decimos que f es homdtopa a g con respecto
al subconjunto A si existe una aplicacién

F:XxI—=Y | F(a,t) = f(a)=g(a)Vac A, Vtel

En ese caso escribimos f ~4 g 6 f ~ g (rel A)

2.2.2. Homotopia con respecto a un punto. Supongamos que (X, zg) e (Y,yo) son
espacios punteados y que f,g: X — Y son aplicaciones punteadas.

Definicion.- Con la notacién anterior, se dice que las aplicaciones entre espacios
punteados h, f : (X, z¢) — (Y, yo) son hométopas si son hométopas con respecto a
Zo

Ejercicio.- Demuestra que la condicién de ser aplicaciones hométopas para una
aplicacion punteada equivale a que la homotopia entre f y ¢ tenga una seccion
X x {t} € X x I con (x0,t) como punto base.

Denotamos mediante [X, Y], al conjunto de clases de homotopia punteada de
aplicaciones de X en Y.

2.2.3. Relacion de equivalencia. De forma andloga al caso general, la homotopia
punteada define una relacién de equivalencia sobre el conjunto de aplicaciones pun-
teadas de un espacio (X, xo) en (Y, yo) (ver mds abajo). Por ello, la composicién de
clases de homotopia de aplicaciones punteadas estd bien definida (no depende del
representante elegido). Estas propiedades elementales justifican la aproximacién
categorial que se comenta en el apartado siguiente.

Lema.- La homotopia punteada define una relacién de equivalencia sobre el con-
junto de aplicaciones punteadas de un espacio (X, xzq) en (Y, yo)

Demostracion del lema: Consideremos f, g : (X, z9) = (Y.yo)

e La propiedad reflexiva [f ~ f] es consecuencia de la homotopia constante
k¢ definida por k¢ (z,t) = f(x).

e La propiedad simétrica [f ~ g = g ~ f] se obtiene invirtiendo el sentido
del recorrido de la homotopia H : X x I — Y para f ~ g, es decir, haciendo
HYx,t) == H(z,1—t).
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e La propiedad transitiva [Hyy : f ~ gy Hgn : g ~ h implican f ~ h] se
obtiene construyendo Hy;, mediante composicion: Hyp(x,t) = Hyg(z,2t)
si0<t<1/2y Hpp(z,t) = Hgp(z,2t —1)si1/2 <t <1

2.2.4. Una aproximacion categorial. Definicion.- La categoria de homotopia de es-
pacios punteados es la categoria cuyos objetos son espacios punteados y cuyos
morfismos son las clases de homotopfa de aplicaciones punteadas (X, zo) — (Y, yo)-
De la misma forma que [X, Y] denota las clases de homotopia de las aplicaciones
entre los espacios X e Y, denotaremos mediante [(X,zg), (Y, y0)] a las clases de
homotopia de las aplicaciones (X, zq) — (Y, o) entre espacios punteados
Habitualmente, trabajaremos con espacios punteados y aplicaciones punteadas,
asi como las homotopias definidas sobre este tipo de espacios, sin mencionar explicitamente
que estamos trabajando con clases de equivalencia por la relacién que acabamos de
definir.

Definicidn.- Dado un par de espacios (X, A) y dos aplicaciones f,g : X = Y
verificando que f(a) = g(a) para cualquier a € A, diremos que f, g son homdtopas
con respecto al subespacio topoldgico A si existe una homotopia H : X x [0,1] =Y
que es constante sobre A, es decir,

H(a,t) = f(a) = g(a) Ya e A, vVt €]0,1]

Esta definicién se extiende de forma natural al caso de aplicaciones f, g : (X, A) —
(Y, B) entre pares de espacios topoldgicos. Dicha extensién permite hablar del con-
junto de clases de homotopia [(X, A), (Y, B)] entre pares de espacios topoldgicos.
Por ello, tiene sentido hablar de la categoria de espacios punteados y de la categoria
de pares de espacios en el sentido especificado al final de la primera subseccién (ver
§2.1 mds arriba).

Ejercicio.- Completa los detalles del parrafo precedente, extendiendo la con-
struccion realizada para espacios punteados al caso de pares de espacios.

Ejercicio (avanzado).- Esboza un marco topoldgico para el reconocimiento de

objetos deformables que contienen componentes fijas en su interior .

2.3. Grupo fundamental de un espacio. El grupo fundamental de un espa-
cio proporciona informacién sobre el comportamiento cualitativo de los diferentes
tipos de caminos que se pueden trazar sobre un “espacio”; en el capitulo 1 se han
presentado diferentes motivaciones para este problema. El caso planar es el més
simple pues aunque los objetos puedan ser poligonales se pueden reducir a un punto
utilizando los argumentos presentados en la primera seccién de este capitulo; por
ello, podemos suponer que los obstaculos 6 “agujeros” son una coleccion finita de
puntos {p1,...pn} a los que llamaremos “sitios” 0.

8En ocasiones se denota mediante hTops a esta categoria, aunque la notacién entre corchetes
es mas frecuente en relacién con las aplicaciones a Geometria.

9Algunos algoritmos para la automatizaciéon de esta tarea se presentan en el médulo 4 del
CEViC

10Esta terminologia es la utilizada en Geometria Computacional para los Diagramas de
Voronoi, aunque en Topologia Algebraica no suponemos que el espacio admita una métrica
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El caso volumétrico es més complicado, pues el objeto a estudiar es el comple-
mentario de un conjunto finito de curvas (en particular, configuraciones espaciales
de rectas) que desemepenan el papel similar a objetos de codimensién 2 del caso
planar descrito en el parrafo anterior. Para entender la complejidad de este caso,
basta pensar en cémo describir el complementario de nudos téricos de tipo (p, ) en
el espacio ordinario; a pesar de esta complicacion, este tipo de nudos son los mas
sencillos y aparecen en miultiples contextos de Mateméticas y sus aplicaciones (en
Biologia proporciona el soporte topoldgico para modelos de ADN y ARN, p.e.)

Para simplificar, supondremos inicialmente que los caminos son lazos simples,
es decir, con extremos inicial y final en un punto Py ¥ sin autointersecciones.
El resultado fundamental de esta subseccién muestra que el grupo de homotopia
(construido como conjunto de clases de equivalencia de caminos) es invariantes por
“deformaciones topolégicas”, es decir, es un invariante de la clase de homeomorfismo
del espacio.

En el primer apartado se describen las clases de equivalencia y la composicién
que es clave para facilitar recorridos y para descomponer problemas complicados en
otros mas sencillos. En los dos tltimos apartados se describe la estructura de grupo
de m (X, x0) que permite analizar la independencia de la construccién del grupo
fundamental con respecto al punto base xy € X para cada componente conexa de
X.

El paso de caminos a lazos y la introduccién de relaciones de equivalencia permite
reemplazar las clases de homotopia relativas a (los extremos del) intervalo I por
clases de homotopia relativas a la circunferencia S, es decir, el grupo fundamental
se reescribe ahora como [S!, X].. Este enfoque es clave para la extensién de esta
metodologia de grupos de homotopia de orden superior.

2.3.1. Clases de equivalencia de caminos. Segun la versién original de Poincaré
(1892), dos lazos 1,72 con base en z, son equivalentes si existe una homotopia
entre ellos que deja invariante z,. Con mas generalidad, dos caminos vy1,v2 : I = X
con extremos x,, x; son equivalentes si existe una homotopia entre ellos que deja
invariantes los extremos.

En los términos de la subseccién anterior de espacios punteados, la definicién
original de Poincaré se reformula en los términos siguientes:

Definicion.- Dos caminos ~i,72 con extremos z,, z; son equivalentes si son
hométopos como aplicaciones I — X con respecto al conjunto {0, 1}

La clase de equivalencia de v se denota mediante [y]. Sobre el conjunto de
clases de equivalencia por dicha relacion se define la ley de grupo dada por la
composicién; al grupo cociente de caminos cerrados en C basados en z, se le llama
el grupo fundamental (Poincaré, 1895) y se le denota mediante 71 (C, z)

2.3.2. Composicion de clases de caminos. Dados dos caminos 7, en X tales que
0(0) = ~y(1) se define el producto d o« como la composicién que resulta de aplicar
primero J y luego ~, es decir,

B (2t) si0<
507(“{ 5(23— 1)sil<
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Ejercicio.- Comprueba que el paso al cociente es compatible con la ley de grupo,
es decir,

[6or] = [0]o[]

Dado un camino 7 : I — X se define su inverso v~ ! : I — X mediante

7t = (1 —t) vVt e[0,1]

2.3.3. Clases de lazos en espacios punteados. Supongamos ahora (X, zp) es un es-
pacio punteado. Un lazo basado en zyg € X es un camino v : I — X tal que
v(0) = 4(1) = =xp; en otras palabras, el dominio de un lazo no es el intervalo
I =[0,1] sino la circunferencia S*

Denotamos mediante 1 (X, zg) al conjunto de clases de homotopia de los lazos
basados en zg. El producto de lazos es un lazo y definimos el lazo constante e :
I — X mediante e(t) = z( (elemento neutro para la composicién).

2.3.4. Estructura algebraica. Proposicion.- El conjunto m (X, z,) es un grupo con
respecto al producto definido por la composicién.

Ejercicio.- Demuestra el resultado anterior utilizando las representaciones graficas
habituales (ver Greenberg, p.e.)

2.4. Clasificacién de espacios a partir del grupo fundamental. Las estrate-
gias de descomposicion celular, el pegado y la expresion local en términos de pro-
ductos proporciona estrategias para calcular los grupos de homotopia de un gran
numero de espacios. Las dos primeras estrategias se desarrollan méas adelante. Por
el momento, nos centramos en la expresién como producto que muestra la compat-
ibilidad del cédlculo del grupo fundamental con respecto al producto de espacios,
cuestion que se aborda en el primer apartado. A continuacién se demuestra que el
grupo fundamental es un invariante topolégico.

Por ultimo se reformulan algunos resultados en el lenguaje categorial, con objeto
de facilitar una mayor familiaridad con este lenguaje. La idea bésica para los
aspectos funtoriales consiste en que la correspondencia (X, zg) — m1(X,x0) que a
cada espacio punteado le asocia el grupo fundamental es un funtor h7Top, — Gr de
la categoria de espacios punteados en la categoria de grupos.

2.4.1. Grupo fundamental de un producto. Proposicién.- El grupo w1 (X XY, (20,y0))
es isomorfo a m (X, z) x m1(Y,yo) si los espacios punteados (X, zg) e (Y, yo) son
CONEXos.

Demostracion Recordemos de la topologia general que la aplicaciéon f : Z —
X XY es continua si y solo si las aplicaciones g : Z — X y h: Z — Y definidas por
f(z) = (g9(2),h(z)) son continuas. En consecuencia, un lazo v en X x Y basado en
(20,¥yo) es lo mismo que un par de lazos 71 en X basado en zg y 72 en Y basado
en 1.
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Anélogamente una homotopia f; de un lazo en X x Y es lo mismo que un par
de homotopias g; y h; de los correspondientes lazos en X e Y. Por ello, se tiene
una aplicacién biyectiva

71 (X X Y, (20,90)) — m1(X, z0) x 1(Y,90)
que es un homomorfismo de grupos, lo cual termina la demostracién (razonarlo).

2.4.2. Isomorfismo inducido por un homeomorfismo. Proposicién.- Sea f: X — Y
un homeomorfismo con f(xg) = yo. Entonces, f induce un isomorfismo m1 (X, z¢) —
m1(Y, yo) entre los grupos fundamentales

Ejercicio.- Demuestra la proposicién anterior. Indicacion: Utiliza la construccién
de caminos a partir de f y la compatibilidad de construir caminos con el paso al
cociente

Corolario.- Si m1 (X, z¢) no es isomorfo a 71(Y,yp), entonces X no puede ser
homeomorfo a Y

Para calcular los grupos fundamentales necesitamos mostrar algunos ejemplos
bésicos (a partir de los cuales deducir otros més complicados) mediante las opera-
ciones introducidas en el capitulo anterior y mostrar como se pueden ”elevar” los
calculos mediante aplicaciones y espacios recubridores (capitulo 4).

2.4.3. Resultados bdsicos. La correspondencia que a cada espacio punteado (X, )
le lleva en el grupo fundamental 71 (X, () define un funtor de la categoria h7 op
(de espacios topolégicos y clases de homotopia de aplicaciones) en la categoria Gr
de grupos.

Una aplicacion f : (X, z9) — (Y, yo) entre espacios punteados induce una apli-
cacién entre grupos fundamentales

fo im(X,m0) = m(Yoyo) | fu([w]) := [f ow]

2.4.4. Algunas consecuencias. Corolario.- Consideremos una aplicacién f : St —
S!. Entonces, la aplicacién inducida entre los grupos fundamentales

fe:mi(SY(1,0)) — 71(Sh;(1,0))
es la multiplicacién por n como aplicacién Z — Z

Ejercicio.- Demuestra el corolario.
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3. Homotopia de esferas

Algunas motivaciones para el estudio de los grupos de homotopia de esferas
n-dimensionales S™ proceden de los hechos siguientes:

e Proporcionan el primer ejemplo de espacios no-contractibles sin borde.

e Son las piezas basicas permiten construir complejos celulares mediante ad-
juncién de pares equivalentes a (D"*1, S") donde D" es el disco unidad
cuyo borde es S”.

e Permiten construir embebimientos que generalizan los lazos ordinarios a
nudos St — R? de gran interés para diferentes areas de las Matematicas y
sus aplicaciones.

e Facilitan los elementos basicos para el estudio de fibraciones topoldgicamente
no-triviales como la fibracién de Hopf S* — S? con fibra S' y sus exten-
siones.

Para n > 2 el primer grupo de homotopia es nulo (cualquier lazo es contractible)
y el n-ésimo grupo de homotopia es isomorfo a Z, pero més alld de estos resultados
bésicos (casi triviales) es dificil decir algo més. El mayor problema es la dificultad
para encontrar procedimientos efectivos que permitan calcular todos los grupos de
homotopia para una esfera con dimensién arbitraria.

Los resultados utilizados para el célculo del grupo fundamental m; (S™) “pegando
grupos” asociados a los abiertos que recubren S™ no se extienden a grupos de ho-
motopia de orden maés elevado; no se dispone de resultados similares al Teorema de
Seifert-Van Kampen relativos a m; para k > 2. Una estrategia alternativa consiste
en estudiar fibraciones (Hurewicz) sobre esferas de dimensién més baja, pero nue-
vamente las fibraciones por esferas presentan unas dificultades considerables; los
primeros calculos fueron realizados por H.Hopf, pero estén lejos de ser triviales !

A la vista de las dificultades del problema general, se empieza estudiando el
caso de la circunferencia S'. En este caso, hay que tener presente su estructura
como variedad y las funciones definidas sobre la variedad (enfoque funtorial). Como
variedad topoldgica, S! estéd recubierta por dos copias de R!; asimismo, las funciones
esenciales iniciales se definen sobre el plano menos un punto (equivalente a una
circunferencia) y, como ya se ha comentado anteriormente, para cualquier n la
funcién f(z) = z™ define un recubrimiento de n hojas sobre el que es posible
extender las funciones definidas sobre el plano punteado para cualquier n € Z.
Este resultado sugiere que 71 (S*, zg) debe ser isomorfo a Z, pero la demostracién
no es elemental y proporciona el primer resultado topolégico importante no trivial.

La representacién que permite relacionar los diferentes conceptos relativos a la
circunferencia y las funciones definidas sobre ella en términos de la recta es la
funcion exponencial definida por el homomorfismo continuo

¢:RY =S | ¢(z) =e*™ Vo € R!
que es una aplicacién abierta (compruébalo como ejercicio)

I Estas cuestiones se abordan en los médulos 3 y 4
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3.1. Grupo fundamental de la circunferencia. Como ya se ha comentado an-
teriormente, m(S!,(0,1)) ~ Z. Una justificacién heuristica es casi evidente: las
clases de lazos representan el nimero entero de vueltas a partir de un punto fijo.
Sin embargo, este argumento debe ser formalizado en términos de clases de homo-
topia de lazos recurriendo a la topologia de la circunferencia.

Para gestionar los solapamientos entre abiertos, se recurre a la recta R como “es-
pacio recubridor” (con un nimero infinito de hojas) de la circunferencia S'. Ambos
espacios estan relacionados por la aplicacién exponencial compleja sobre la circun-
ferencia y las infinitas determinaciones del logaritmo (inversa de la exponencial)
sobre la recta.

La elevacién y descenso de caminos basada en dichas aplicaciones intercambia
las funciones multivaloradas sobre la circunferencia con las “ramas” (funciones uni-
valoradas) sobre la recta. Este hecho permite trasladar resultados del Anélisis Real
al Analisis Complejo, proporcionando una conexién estructural con las Funciones
Analiticas de Una Variable Compleja. 2

Por tdltimo, se presentan algunas consecuencias de resultados ya conocidos rela-
tivos a la comparacién entre el disco D? y la circunferencia St.

3.1.1. Isomorfismo con los enteros. Teorema.- El grupo fundamental 71 (S, (0,1))
basado en el punto (0,1) € S! es isomorfo a Z (en particular, es abeliano).

Demostracion: A cualquier punto z € S! le asociamos un niimero real definido
salvo sumando por 2mik donde k € Z. Por ejemplo, el punto base (0,1) € S! estd
asociado con la coleccién de puntos {7 + 27k | k € Z}.

Con esta notacién, cualquier lazo w : I — S' corresponde a una funcién multi-
valorada w’ sobre I cuyo valor est4 definido salvo un sumando 2mk; los valores que
toma en 0 y en 1 vienen dados por la coleccién de nimeros {27k | k € Z}

Denotemos ahora mediante w” : I — R a una funcién que es una rama unival-
orada de w’ si w” es continua, y consideremos su tnico valor en un punto x € [
perteneciente al conjunto de valores que toma w’ en x

3.1.2. Un lema técnico. Lema.- La funcién multivalorada w’ tiene una rama uni-
valorada w” que es continua que est4 determinado de forma tinica por la condicién
inicial w”(0) =0

Demostracion.- En efecto, denotemos mediante n € N a un entero positivo tal que
si |1 — 22| < L entonces los puntos w(z1), w(x2) no son diametralmente opuestos.

Hagamos w”(0) = 0. Para 0 < z < 1 elegimos para w”(z) el valor de w’(x) para
el que w'(z) < .

Entonces, para
w'(z) para el que w

S|=
IA

z < 2 elegimos para w”(z) el valor de w’(z) para el que
(z) < w"(%) y asf sucesivamente.

~

3.1.3. Funciones uni y multivaloradas. En este apartado se describen algunas rela-
ciones bésicas entre funciones uni y multivaloradas que son de gran interés para in-
terpretar resultados bien conocidos de Funciones de Una Variable Compleja. Para

12Esta idea se extiende de forma natural a funciones multivaloradas definidas sobre variedades
compactas (no necesariamente orientables) que se elevan a funciones uni-valoradas sobre “ramas”
correspondientes a diferentes determinaciones.
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empezar, nétese que con la notacién del apartado anterior la funcién w” : I — R
tiene las propiedades siguientes:

e w"(1) es un multiplo entero de 27
e Una homotopia w’(t) del lazo w induce una homotopia de la funcién uni-
valorada w;’ de w”

Noétese también que el entero k = w27(rl) no cambia por homotopia porque

suponemos que sélo toma un conjunto discreto de valores. Por ello, este entero sélo
depende de la clase de homotopia de w’, es decir, es un elemento de (S, (1,0))
que representa w

w”(l)

Ahora bien, para cualquier k € Z existe un lazo w para el que

basta tomar

= k, pues

w = hy = 27kx

Finalmente, si w y A son dos lazos verificando que w”(1) = \’(1), entonces w”
y A" son homdétopas en la clase de funciones I — R que toman valores fijos en 0 y
en 1, siendo ambas hométopas a hy (verificarlo como ejercicio).

Noétese que la homotopia construida deforma el camino en el espacio base en
un producto de n arcos ay, ..., a;, todos ellos de la forma w; (uno por cada “de-
terminacién”) que podemos considerar equivalentes a una semicircunferencia (caso
limite para n = 2). Si los n arcos tienen la misma orientacién entonces, el producto
" ; a; es un camino cerrado que debe ser de la forma w™ para algin n (en este caso
m =n). Sin embargo, si el arco a;11 (correspondiente a una elevacién w” (t)) tiene
orientacién opuesta a la del arco a;, entonces se tienen dos casos (haz un dibujo
para ilustrarlo):

e Si la longitud de a;41 es mas corta que la de a;, entonces tomamos a; :=
7 —1 /
a;a; y, por lo que a; ...a;a4i41 ~ a1...a;-1a;
e Si la longitud de a;+1 es mayor que la de a;, hacemos a;41 := a;la;+17 por
/
loqueas...aa;41 ~ar...a;-1a;

En ambos casos se obtiene una camino que es hométopo al inicial con un ntimero de
factores mas pequeno en la que todos los factores tienen la misma orientacién. Si
todos los caminos que aparecen como factores tienen la misma orientacién, hemos
terminado. En caso contrario, iteramos la construccién anterior hasta que todos
los factores tengan la misma orientacion

UJ//(l)
2m

Para concluir, la correspondencia w +—
entre los conjuntos

induce una aplicacién biyectiva

m1(SY(0,1)) = Z

Para ver que es un isomorfismo de grupos, basta observar que

(R o hy)(1) = hyly(1)

3.1.4. Observaciones sobre la demostracion.

e Es MUY instructivo comparar esta demostracién con la que aparece en
Greenberg (1966).
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e El argumento utilizado al final de la demostracién hace referencia a la parte
elemental de la Teoria de Representacion de Grupos. En particular, la apli-
cacién exponencial proporciona una representacién del grupo aditivo real
(traslaciones ordinarias) en el grupo multiplicativo sobre la circunferencia.

e Una extension de la idea anterior a la topologia de las aplicaciones re-
cubridoras p : X o5 X (capitulo 4 de este mddulo), muestra que el ob-
jeto a estudiar estd dado por las representaciones del grupo fundamental
71 (X,z) en m(X,y) con p(y) = z. El grupo que “intercambia las deter-
minaciones” correspondiente a las diferentes soluciones en el espacio base
X recibe el nombre de grupo de monodromia. El primer ejemplo no-trivial
se ha mostrado anteriormente en relaciéon con el lugar discriminante para
ecuaciones genéricas de grado 3.

e Las relaciones entre grupos de monodromia y soluciones de sistemas de EDO
son de gran importancia para un tratamiento sintético de las ecuaciones
diferenciales algebraicas dadas sobre superficies de Riemann 6 variedades
mas generales.

e La demostracién presentada en el apartado anterior se enmarca dentro del
marco de la prolongacién analitica de soluciones para funciones multival-
oradas introducido por Puiseux y Riemann (a mediados del s.XIX), y ex-
tendido por Klein, Moebius y Poincaré en relacién con la clasificacién de
superficies compactas.

e Con mas generalidad, la utilizacién de la aplicacién exponencial permite
relacionar (el haz Ox de) las funciones regulares definidas sobre una var-
iedad analitica X con (el haz O% de) las unidades definidas sobre X.
El nicleo del homomorfismo resultante es nuevamente Z. Este resultado
aparentemente trivial permite relacionar la topologia, la Geometria Alge-
braica y la Geometria Analitica de las Variedades Complejas.!?

3.2. Puntos fijos. El propdsito de esta subseccion es mostrar una primera version
del Teorema del Punto Fijo de Brouwer. La diversidad de Teoremas de Punto Fijo
es enorme, pues afecta a una cuestién de existencia para soluciones de sistemas de
ecuaciones con especial atencion a los casos algebraico y diferencial. En efecto, basta
considerar el problema de existencia de soluciones para un sistema de ecuaciones

filx1,...,2,) =0 para 1<i<mn
donde suponemos que las f; son funciones reales continuas en xi,...,%,. Este
sistema corresponde frecuentemente al lugar de equilibrio de un sistema de EDO
dado localmente por &; = f;(x1,...,2,) para 1 <i <n. Si hacemos
gi(x1,...,xn) = filz1,...,zn) —2; 1<i<n
La funcién G = (g1,...,9,) y aplica cierto subconjunto de R™ en R™. Si encon-

tramos un subconjunto X C R™ homeomorfo a R™ tal que G esté definida en X
y G(X) C X, entonces por el Teorema del Punto Fijo tendremos que G tiene un
punto fijo en X, que corresponde precisamente a una solucién del sistema original
i; = fi(x1,...,2,) =0donde 1 <i <n.

13Esta idea se explota sobre todo a partir del médulo 3 (Haces, Cohomologia, Esquemas) de
la materia A3 (Geometria Algebraica).
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Para motivar el enfoque topoldgico, empezamos analizando en qué difieren la
circunferencia y el disco

3.2.1. La circunferencia y el disco. Proposicion.- La circunferencia S' no es un
retracto de deformacién del disco D?

Demostracion Debemos demostrar que no existe una aplicacién f : D? — S!
cuya restriccién a S! sea la identidad. RPRA y supongamos que existiera dicha f.
En ese caso, denotemos mediante i : S' — D? es la aplicacién inclusién, de modo
que f ot = 1g. Por tanto, la composicién

ﬂl(Slﬂ(LO)) - 7T1(D27(170)) - 71—1(817(170))

es la identidad; por el teorema precedente, tenemos que (S, (1,0)) = Z y como
(D?,(1,0)) es contractible tenemos que la aplicaciéon

7Z — 0 — Z

debe ser la aplicacion identidad, lo cual es imposible.

3.2.2. Teorema de Brouwer. Corolario (Brouwer).- Cualquier aplicacién continua
de D? en s{ misma tiene un punto fijo

Demostracion.- Supongamos contrariamente que f : D? — D? no tuviera pun-
tos fijos. Para cualquier z € D?, unimos z con f(z) € D? mediante una linea.
Moviéndonos a lo largo de esta linea desde f(x) hasta x € D? hasta que alcancemos
un punto r(z) € S'. Entonces, la aplicacién r : D* — S! serfa una retraccién del
disco D? en la circunferencia S', lo cual es imposible.

Nota.- El resultado anterior es un caso particular del Teorema del Punto Fijo de
Brouwer que es vélido para dimensién arbitraria n y que se demuestra més adelante;
una demostracién tipica utiliza argumentos de tipo homolégico.

3.2.3. La circunferencia, el disco punteado y la banda de Moebius. Lema.- La cir-
cunferencia S' es un retracto del disco punteado D? — {0} y también de un disco
horadado en el centro 6 cualquier region del plano limitada por dos curvas simples
cerradas.

Lema.- El grupo fundamental de la banda de Moebius M es isomorfo a Z

Ejercicio.- Demuestra las afirmaciones precedentes. Indicacion: Para la banda
de Moebius utiliza que la circunferencia “central” es un retracto de deformacién de
M y la invariancia homotépica por retractos de deformacion)

El ejercicio precedente pone de manifiesto que la circunferencia, el cilindro y la
banda de Moebius tienen el mismo grupo fundamental. Por ello, el primer grupo
de homotopia no permite distinguir entre superficies orientables y no-orientables.
En el médulo 2 de la asignatura se introducen la homologia y la cohomologia de
grado maximo con coeficientes en Zy que permiten discriminar entre variedades
orientables y no-orientables.
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3.2.4. Pegando datos. En el capitulo anterior se ha visto cémo los datos a pegar
vienen dados por abiertos coordenados que son homeomorfos a discos abiertos 6
al interior de paralelepipedos. Asimismo, la circunferencia S' = Fr(D?) como
frontera del disco cerrado es homeomorfa al borde de un cuadrado, argumento que
se extiende a dimensién arbitraria para una esfera y la frontera del paralelepipedo.
El ejercicio siguiente muestra una propiedad para pegar datos locales:

Ejercicio: Supongamos que el espacio X = U UV es unién de dos abiertos
simplemente conezos con interseccién U NV # () y conexa por arcos. Entonces X
es simplemente conexo (Indicacion: Visualizarlo con la esfera).

Observacion (Greenberg).- El resultado precedente es un caso particular del Teo-
rema de Van Kampen segin el cual el grupo fundamental m; (X) es la “suma amalga-
mada” de m1(U) y de w1 (V). Lamentablemente, se desconoce un resultado andlogo
para grupos de homotopia de orden superior.

3.2.5. Ejercicios avanzados. Ejercicio 1.- Demuestra que la esfera S™ es simple-
mente conexa para n > 2 (Indicacion: utiliza el ejercicio precedente). ;Qué ocurre
para n < 2? ;Es contractible S"? (razona la respuesta)

FEjercicio 2: Extension al caso convero y compacto.- Sea K C R? un subcon-
junto convexo y compacto del plano cartesiano. Demuestra que cualquier apli-
cacién f : K — K tiene un punto fijo. (Indicacion.- Razona de forma similar a
la demostracion de Brouwer para el plano usando que cualquier conjunto plano
convexo y compacto y con interior no vacié es un disco cerrado).

Comentario: La conclusién es la misma para subconjuntos convexos y compactos
con interior no vacio del espacio cartesiano ordinario, aunque la versién general del
Teorema de Brouwer para dimensién arbitraria se muestra en el médulo 2 de estas
notas.

Cuestion.- jEs cierto un resultado analogo para un subconjunto no convexo? La
adaptacion mas inmediata del argumento anterior daria una respuesta negativa,
pues incluso para un conjunto estrellado St si tratamos de imitar la demostracién
llevada a cabo para construir la retraccién r de D? en S, es facil ver que si z y f(z)
estan situados en zonas disjuntas de las regiones convexas, entonces el segmento
sy =< z, f(z) > no estd contenido en el poligono estrellado St. Por ello, la
interseccién s, N St contiene (al menos) tres puntos. Sin embargo, si en lugar de
construir dicho segmento, se construye una poligonal con aristas paralelas a las de
St mas préximas, se obtiene un PL-camino cuya prolongacién corta en un tnico
punto al poligono estrellado, lo cual daria la retraccién buscada.

Ejercicio.- jEs cierto el mismo resultado para un poligono monétono? Razona
la respuesta. Este argumento pone de manifiesto que la hipdtesis de convexidad
no es estrictamente necesaria y proporciona una motivaciéon para el desarrollo de
analisis no-convexo para situaciones en las que las restricciones no estan dadas por
una colecciéon de hiperplanos, sino por objetos no-lineales para los que calculamos
PL-aproximaciones, cuyas intersecciones dan regiones no-convexas.

3.3. Grado topolégico. Una aproximacién intuitiva al grado de un camino cer-
rado (lazo) consiste en contar el “nimero de vueltas” que da el camino en torno
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a un punto central situado en el interior del lazo. Esta idea intuitiva estd rela-
cionada con los recubrimientos ramificados generados por aplicaciones de la forma
f(2) = zF sobre la esfera y sus deformaciones genéricas (dadas como polinomios de
grado k). En este caso, el grado algebraico se corresponde con el grado topoldgico,
pero jes posible extender este mismo argumento a otras esferas de dimensién su-
perior, a curvas mas complicadas que una circunferencia 6, con mas generalidad, a
recubrimientos de variedades?

Nuevamente, este tipo de cuestiones remite a un estudio de la ramificacién
para recubrimientos entre curvas que fue iniciado a mediados del siglo XIX por
B.Riemann (1826-1866) y desarrollado por A.Hurwitz (1859-1919) para el caso de
curvas. El estudio de la ramificacién para recubrimientos es un tépico ubicuo en
Geometria Algebraica de Variedades, pero aqui s6lo se consideran algunos aspectos
topoldgicos basicos relacionados con el caso 1-dimensional .

3.3.1. La circunferencia como cociente de la recta. Para formalizar la idea del grado
relativo a clases de lazos, es conveniente interpretar S' como el circulo de radio
unidad en el plano que representa los nimeros complejos:

St = {z€C | |z|=1}
La multiplicacién compleja induce una estructura de grupo sobre S! a partir de la
forma médulo-argumental z = e? = cos § + isen #. Es claro que

(1) La imagen de 0 € R es el punto z = 1 que corresponde al punto (1,0) € R?
(2) Si  —y = 27k con k € Z, entonces ¢(z) = ¢(y) € S', lo cual sugiere
introducir la siguiente relaciéon de equivalencia:

x~y & Jkel|x—y=2nk

(3) La clase [z] = {y(= = + 27k) € R! | k € Z} define un punto de S*
(4) St =R/27Z
En virtud de la descripcién del grupo fundamental 71 (St, (0,1)), a cada (clase
de homotopia de un) lazo « le podemos asociar un entero deg(a) = m € Z que estd
univocamente determinado y, por tanto, tiene como representante a la aplicacién

B i T — S* | hy(t) := cos(2mmt) 4 isen(2mmt)
que obviamente tiene grado m (visualizar la construccién anterior para este caso en
términos de la prolongacion analitica de las soluciones en un punto proporcionada
por la férmula de Moivre).
La aplicacién S — S! correspondiente al lazo con invariante n se llama una
aplicacion de grado topolégico n € Z . En particular, una aplicacién de S! de grado
n "envuelve” la circunferencia S! en si misma n veces.

Cuestidn.- ;Puedes extender la construccién presentada para S' al producto
T2 := S' x §'? Si las funciones inducidas sobre la circunferencia por el paso al
cociente de funciones definidas sobre la recta R! son periédicas, ;cémo son las fun-
ciones inducidas por el paso al cociente sobre T?? ;Puedes extender este argumento
al toro m-dimensional T? := S x ...™...S!?

14para detalles y referencias el capitulo 4 (Ramificacién) del médulo 5 (Geometria Enumera-
tiva) de la materia Az (Geometria Algebraica)
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3.3.2. Relacidn entre funciones. Denotemos mediante f : R — R una funcién verif-

icando f(0) =0y f(z+27n) ~ f(z) (extensién de una funcién periédica). Entonces,

IneZ | flx+2n)=f(z)+2nr VreR
siendo n fijo. Ahora bien, si x ~ y = x + 27k para algin k, entonces

fy) = f(x) = f(a+27k) — f(z) = f(2) + 2mnk — f(z) = 2mnk = f(y) = f(2)
Por consiguiente, f : R — R induce de forma tinica una aplicaciéon continua f :
S! — S! donde S! = R/27Z que deja fijo el punto base (1,0) € St.

Reciprocamente, dada una aplicacién f : St — S! que deja fijo (1,0) € S!,
se puede definir de forma unica una aplicacién f : R! — R! tal que f(O) =0y
Yz + 27) = f(x) + 2.

Conclusion.- Existe una correspondencia uno-a-uno entre el conjunto de aplica-
ciones f : S' — S' con f(1,0) = (1,0) y el conjunto de aplicaciones f : R — R tales
que f(0) =0y f(z +2m) = f(z) + 2mn

Definicion.- Al entero n € Z verificando la condicién anterior se le llama el grado
topoldgico de f v representa el nimero de veces que da vueltas f en torno a S!
cuando = da una vuelta en torno a S'. Se supone que la circunferencia S! est4
orientada en el sentido positivo (contrario al de las agujas del reloj), por lo que el
nimero de vueltas aparece contado con su signo correspondiente, es decir, es un
ndmero entero.

3.3.3. Un poco de historia. El estudio del grado topoldgico de una aplicacién tiene
aplicaciones estaticas a problemas estaticos relacionados con el analisis de corre-
spondencias (incluyendo puntos fijos o equilibrios), o cuasi-estéticos relacionados
con cuestiones de optimizacién (problemas minimax tipo silla) o desigualdades de
tipo variacional para funcionales escalares definidos sobre espacios de funciones con
“buenas propiedades” (Banach, p.e.) 1°. En este apartado sélo se comentan algunas
cuestiones topoldgicas relacionadas con el caso estatico.

La Teoria Topoldgica del Grado se ocupa de obtener conclusiones a partir del
nimero de anudacion de una curva en el plano complejo. Este problema esta es-
trechamente relacionado con la Teoria de Puntos Fijos que se aborda mas abajo;
una motivaciéon importante esta asociado a la busqueda de raices para ecuaciones
no-lineales (extendiendo los métodos tipo Newton) y tiene un gran nimero de apli-
caciones cldsicas para el andlisis en torno al equilibrio (Fisica, Quimica, Biologia, In-
genieria) siguiendo un enfoque en términos de puntos fijos para aplicaciones (6 cor-
respondencias con més generalidad) y aspectos cualitativos (variacién en el nimero
de soluciones, p.e.) en torno a ceros de sistemas dindmicos 6.

Otras aplicaciones mas recientes estan relacionadas con la identificacién de equi-
librios no-necesariamente tnicos en Teorfa Econémica (Debreu-Arrow) y algunas
cuestiones de Teoria de Juegos (Nash); algunos problemas de investigacién concier-
nen a aspectos topoldgicos para valores en el Borde (en relacién con problemas de

15Algu1f1as aplicaciones a Teorfa Econdémica (en relacién con la Teorfa del Equilibrio General)
se comentan en mis apuntes sobre Una aproximacién diferencial a la Teoria Econémica.

6para un enfoque dindmico del problema ver el mdédulo 6 (Topologia de los Sistemas
Dindmicos) de mis apuntes sobre Topologia Diferencial.
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difusién, p.e.), Caos Determinista (propiedades cualitativas de las soluciones) y, con
més generalidad, la Topologia de Sistemas Dinamicos no-Lineales.

Mas recientemente y en relacién con aplicaciones no-lineales entre espacios no-
compactos, se ha utilizado en relacién con diferentes cuestiones de

e Anélisis Funcional: en relacién con el grado de aplicaciones compactas en
espacios normados (Leray-Schauder)

e Estabilidad y comportamiento cualitativo (soluciones cuasi-periédicas) para
soluciones de EDO extendiendo el enfoque basado en anélisis de equilibrios

e Bifurcaciones de Sistemas Dindmicos para el caso diferenciable.

Uno de los problemas mas dificiles consiste en encontrar métodos eficientes para
calcular puntos fijos en problemas no-lineales. La mayor parte son métodos de tipo
iterativo que consumen una gran cantidad de recursos computacionales (en términos
de CPU) evaluando funciones en cada una de las iteraciones. Es importante acotar
la “zona de bisqueda” para limitar la complejidad del algoritmo; en ausencia de
modelos estructurales, frecuentemente se utilizan criterios de tipo heuristico.

3.4. Grupo fundamental de la esfera n-dimensional. La imagen de una cir-
cunferencia S! en un espacio topolégico genera lazos. Si no hay torsién y el es-
pacio es simplemente conexo, cualquier lazo es contractible. Si el espacio no es
contractible, la topologia de los lazos (reflejada en el grupo fundamental) permite
determinar los ”agujeros” de una superficie. El caso mas sencillo corresponde a la
esfera S™ que para n > 2 no tiene agujeros.

3.4.1. Grupo fundamental de la circunferencia. FEl invariante algebraico basico para
las clases de lazos que se pueden definir sobre la circunferencia S' es el nimero de
vueltas completas, es decir, es un nimero entero. Por ello 7(S!) ~ Z.

El grupo fundamental es isomorfo al grupo de las transformaciones sobre la
fibra del recubrimiento universal S' de la circunferencia (dado por una ”espiral”).
Por ello, las elevaciones de (las clases de) los lazos definidos sobre S! definen las
transformaciones en la fibra.

FEjercicio.- Calcula el grupo fundamental de un ramillete S' v ... Vv S! de &
circunferencias. Nota.- El ramillete S' VS* de dos circunferencias se define como el
espacio cociente (S'USY)/(xo = o) que resulta de identificar x¢ con yo en la unién
disjunta S'US! de dos copias de S'.

3.4.2. Grupo fundamental de la esfera. Como cualquier lazo sobre la esfera S™ para
n > 2 se puede contraer a un punto, se tiene que m1(S") =0

Notese que la esfera S™ es simplemente conexa, pero no contractible, aunque
cualquier lazo sobre S™ sea contractible a un punto para n > 2

Ejercicio.- Calcula el grupo fundamental de un ramillete de esferas n-dimensionales.

3.4.3. Grupos de homotopia de orden superior de la esfera. El grupo fundamental se
construye mediante una composicién de lazos definidos sobre un espacio topolégico
X. Un lazo basado en ¢ € X es la imagen via v : S' — X con un punto base
s tal que v(so) = mp. Denotamos mediante [S!, X] al conjunto de las clases de
homotopia de los lazos sobre X.
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A la vista de los diferentes tipos de “células bésicas” que puede tener una var-
iedad 6, con mas generalidad, un espacio topoldgico X, parece natural extender
la descripcién tomando esferas de dimensién superior a las que se etiqueta como
“superlazos”. Denotamos mediante [S™, X]| al conjunto de las clases de homotopia
de los “superlazos” sobre X.

3.5. Descripcién de m,(X,z). Las imdgenes de circunferencias sobre el toro
T? = St x St (via embebimientos no triviales, p.e.) pueden dar lugar a nudos
téricos de la forma m[a] + n[b] (con a y b primos entre si, para simplificar) donde
[a], [b] son los generadores de 71(T?); andlogamente, la imagen de S! en una super-
ficie con un nimero g de agujeros se puede interpretar como una suma conexa de
nudos téricos. Este tipo de inmersiones da lugar a un fenémeno de “torsiéon” que se
analiza mas adelante. Para simplificar, en esta subseccién suponemos que no hay
torsion.

Esta observacion bésica motiva el estudio de imagenes de esferas n-dimensionales
S™, lo cual permite abordar el estudio de los n-ésimos grupos de homotopia. Con
ello se pretende estudiar no sélo las posibles imédgenes de estos “superlazos”, sino
también la del espacio complementario. En esta subseccién se sigue [Nov96]. 17

3.5.1. Extendiendo lazos al caso nD. Definicion.- El n-ésimo grupo de homotopia
(X, zg) se define sobre el conjunto de clases de homotopia de las aplicaciones
f(S" s0) = (X,z0) con la composicién de aplicaciones definida de la forma
siguiente:
La composicidn de dos aplicaciones f, g : (S™,s9) — (X, xz0) se define utilizando
el ramillete S™ V S™ de las dos esferas con los pasos siguientes:
e Se identifica como punto base para los “superlazos” un punto del ecuador
de la primera esfera que tomamos como punto base del ramillete
e se construye la aplicacién sobre el ramillete que coincide con f en la primera
esfera del ramillete y con g en la segunda esfera del ramillete.

3.5.2. FEstructura de grupo para lazos extendidos. Proposicion.- El conjunto de clases
de “lazos n-dimensionales” (extendidos en el sentido del apartado anterior) con
punto base fijo xg € X tiene estructura de grupo al que se denota mediante
(X, zg) y es siempre conmutativo.

Ejercicio.- Demuestra la proposicién anterior. Indicacion.- Para n > 1, la esfera
se puede rotar de forma continua dejando fijo el punto base, por lo que es posible
intercambiar las semiesferas en las que se tienen los lazos a componer: este resultado
muestra una diferencia importante con el grupo fundamental 71 (X, zg) que, en
general, es no conmutativo

3.5.3. Descripcion usando homotopia relativa. Los elementos de 7, (X, zg) se pueden
representar como clases de homotopia de aplicaciones

f:(D,S" Y = (X, x0)

173.P.Novikov (ed); Topology I, Springer-Verlag, 1996.
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En efecto, cualquier camino (t) con t € [0, 1] que empieza en v(0) = ¢ y termina
en y(1) = z; aplica el cilindro S"~! x I en X de modo que la composicién S* "1 x I —
I — X sélo depende de t. Si tomamos la unién de esta composicién con cualquier
aplicacién f : (D", S"!) — (X, x¢) se obtiene una extensién de esta tltima a lo
largo del camino (f,v) : (D" U (S"~! x I),S" ! x {1}) — (X, z1).
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4. Algunas aplicaciones (TPA)

Toda esta seccion se debe entender como una propuesta para un trabajo prdctico
adicional (TPA)

La aproximacion a cuestiones de clasificacién basada en Topologia General se
realiza en términos de clases modulo homeomorfismo (aplicaciones biyectivas y
bicontinuas). La topologia Algebraica proporciona un marco que permite calcular
invariantes algebraicos en términos de grupos de homotopia y de (co)homologia. En
particular, si dos espacios X, Y son homeomorfos, entonces se tiene un isomorfismo
algebraico entre sus grupos de homotopia m;(X) ~ m;(Y") y sus grupos de homologia
H;(X) ~ H;(Y), pero el reciproco no tiene por qué ser cierto; es decir, puede haber
espacios que tengan grupos isomorfos, pero no sean homeomorfos entre si. Por ello,
las clases modulo homeomorfismo son ”mas finas” que las clases modulo grupos de
homotopia é de homologia.

Sin embargo, no se conocen procedimientos efectivos para la clasificacion médulo
homeomorfismo. En la practica, es necesario contar con criterios que sean “méds
computables” como los basados en tipo de homotopia; en este caso, la computabil-
idad procede de la posibilidad de construir deformaciones de forma explicita. En
general, hay que encontrar un equilibrio entre la capacidad de discriminacién de los
criterios matematicos y la posibilidad de estimacién a partir de algoritmos eficientes
que puedan proporcionar soluciones en tiempo finito (a poder ser, tiempo real).

Un problema adicional consiste en separar las regiones de interés (Rol: Regions of
Interest) r, asociadas al proceso de bisqueda de las regiones que no son relevantes.
El agrupamiento de las Rol r, en objetos planares bg es un problema maés dificil,
pues requiere identificar componentes de un objeto, en presencia eventualmente de
oclusiones parciales. La unién de los objetos irrelevantes se etiqueta como fondo
(background) BG, mientras que la unién de los objetos de interés (Bol) se etiqueta
como primer plano (foreground) F'G (incluso aunque la profundidad relativa sea
mayor que para objetos contenidos en el BG). La distincién entre unos y otros
requiere desarrollos més avanzados de Sistemas Expertos 18

La distincién entre F'G y BG se reformula topolégicamente en términos de pares
(X, A) donde X representa la escena segmentada y A la coleccién de objetos que se
ha identificado tras un primer andlisis de imagen. Anélogamente, los pares (Y, B)
representan la coleccion finita de modelos para el espacio ambiente y los modelos
de objetos que se espera identificar. A un nivel tosco, el Reconocimiento consiste
en construir una aplicacién entre pares f : (X, A) — (Y, B) verificando f(A) C B,
donde tanto A como B pueden tener varias componentes conexas. Por ello, los
invariantes topoldgicos (homotopia, homologia, cohomologia) son los de los pares
(X, A).

Frecuentemente, los datos mas relevantes para objetos y modelos aparecen aso-
ciados a (las componentes de) el borde y a una etiqueta (t{picamente de color o de
textura, p.e.). En este caso, el interior de las regiones casi-homogéneas (variacién
del color o de la textura por debajo de un umbral 6 threshold 7,) es un abierto
U, al que se asocia un vector (representando el color) o un tensor (representando
la textura). Esta estrategia permite simplificar el tratamiento de la informacién,

18Ver el médulo Bsy (Reconocimiento) de la materia B3 (Visién Computacional) para més
detalles.
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“ignorando” el comportamiento en el interior de cada abierto U,. Por ello, los in-
variantes topoldgicos (homologia, cohomologia) son los de las ternas (X, A,U) y las
aplicaciones estdn definidas entre ternas (X, A,U) — (Y, B, V) (con las relaciones
de inclusién habituales f(A) C By f(U) C V) con sus correspondiente invariantes.
En este caso, los resultados relevantes son los Teoremas de Escisiéon que se abor-
dan en el médulo Ayy (Teorfas de Homologia) de esta materia As. De momento,
volvemos a cuestiones mas sencillas.

Un ejemplo ilustrativo de la distincién entre las clasificaciones modulo home-
omorfismo y modulo tipo de homotopia se presenta en la primera subseccion, en
relacién con el Reconocimiento Automatico de Caracteres (OCR: Optical Character
Recognition) para documentos digitalizados. Aunque el problema ya estd resuelto
para el alfabeto latino desde los anos noventa, sigue habiendo problemas abier-
tos interesantes relacionados con el reconocimiento de caracteres (eventualmente
ideogramas) otros alfabetos o de la notacién matemdtica, p.e.

El “ejemplo” de los OCR proporciona el punto de partida para desarrollos bas-
tante més ambiciosos como los relacionados con el reconocimiento de contenidos
sobre diferentes soportes multimedia de dimensién 1 (voz y habla, inicialmete; car-
acteristicas de sonidos musicales, por otro), 2D (imdgenes digitales), 2D+ 1d (video
digital), 3D (objetos digitales volumétricos) 6 3D + 1d (objetos volumétricos en
movimiento), segiin un orden de dificultad creciente. *°

Desde un punto de vista topoldgico, las aplicaciones recientes mds relevantes
afectan al modelado de contenidos digitales que se lleva a cabo inicialmente en
términos de clases de funciones o, con mds generalidad, aplicaciones, (distribuciones
de) campos vectoriales, 6 (sistemas de) formas diferenciales. Todas ellas estdn in-
cluidas dentro de la clasificacién topolégica de campos tensoriales, tema que esté
completamente abierto. Los contenidos digitales estdn caracterizados por colec-
ciones finitas de funciones que toman valores sobre discretizacién del soporte 2D
(en términos de unidades planares bésicas o pixeles) 6 del soporte 3D (en términos
de unidades volumétricas bésicas o véxeles). El tratamiento topoldgico de la infor-
macién asociada es el niicleo bésico de la Topologia Digital.

Para fijar ideas, nos restringimos inicialmente al caso més simple que consiste
en clasificar funciones de rango discreto definidas sobre conjuntos de pixeles. Estas
funciones corresponden a una discretizacién de la funcion de intensidad en escala de
grises; asi p.e. para una imagen de 8 bits por byte pueden tomar 28 = 256 valores
correspondientes a las diferentes formas de ordenar ocho 0 y 1 que representamos
como los valores naturales del intervalo [0,255] donde 0 (ocho ceros) es el negro
puro y 255 el blanco puro (ocho unos).

Para una imagen en color de 8 bits, la funcién de intensidad en la escala de
grises debe ser reemplazada por una funcién vectorial o aplicacion de color que,
habitualmente, utiliza tres “colores”. La representacién mds frecuente (aunque la
menos fiable desde el punto de vista radiométrico) es la basada en RGB (red, green
blue) cuya representacién vectorial (fr, fa, f5) en el cubo [0, 255]% da lugar a 2563
colores. Para fijar ideas, nos restringiremos a imagenes en escala de grises, es decir,
solo consideramos funciones escalares definidas sobre el dominio rectangular de la
imagen.

19M4s all4 del caso 2D hay mads problemas abiertos que informacién disponible.
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En el caso 2D estético supondremos que se ha llevado a cabo una segmentacion
de la imagen es decir, una descomposicion en unién disjunta de regiones conexas 7,
del plano “casi-homogéneas”. En otras palabras, se supone que la variacion de la
funcién f, esta por debajo de un umbral para los pixeles adyacentes pertenecientes
a una misma regién r, de la imagen. Cada “objeto planar” b es una unién finita
de regiones casi-homogéneas 7.

El Reconocimiento de objetos planares consiste en asignar a cada objeto en
imagen b un “patrén” de acuerdo con una coleccién finita de reglas computa-
cionalmente implementables (Algoritmos para Sistemas Expertos) que afectan a la
“forma” y las C'"-transformaciones permitidas sobre dicha forma. Este problema
estd actualmente abierto y tiene gran interés por sus aplicaciones a todas las ramas
del conocimiento.

El problema del Reconocimiento se extiende al caso tridimencional estatico (ob-
jetos volumétricos capturados por diferentes dispositivos de imagen y de rango), al
caso 2D + 1d-dimensional (correspondiente a contenidos en secuencias de video) y
al caso 3D + 1d-dimensional (correspondiente a contenidos en video 3D y sus apli-
caciones a la produccién de contenidos multimedia, incluyendo simulacion y efectos
especiales). Todos estos problemas estdn completamente abiertos y requieren una
combinacién de aspectos topoldgicos y geométricos que se aborda en los médulos
3 (movimiento), 4 (Reconocimiento), 5 (Video digital) y 6 (Video 3D) del CEViC
(Curso de Especialista en Visién por Computador) 2°

20Para detalles y referencias ver la materia B3 (Computer Vision) en mi pagina web.
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4.1. Clasificacion de las letras maytsculas. En esta subseccién se aborda la
clasificacién topolégica (modulo homeomorfismo y médulo tipo de homotopia).
Para fijar ideas, nos restringimos inicialmente a las letras mayusculas del alfabeto
latino que incluyen las cinco vocales como el primer caso ilustrativo. Para simplificar
se supone que la imagen esta binarizada, por lo que cada funcién sélo puede tomar
dos valores correspondiente a un fondo blanco etiquetado como 1 (background) y
contenido de la letra propiamente dicho etiquetado como 0 foreground).

El problema a resolver es la identificacién automdtica de los patrones asociados a
las cadenas de pixeles adyacentes. La identificacion de clases de equivalencia de las
letras, pone de manifiesto diferencias significativas entre los criterios de clasificacién
y la necesidad de desarrollar técnicas adicionales de tipo geométrico que permitan
discriminar entre letras pertenecientes a una misma clase de equivalencia. Para
ello, existen diferentes estrategias asociadas al “recorrido” del borde de la region
pixelada (vértices entrantes o salientes, p.e.) o bien a las intersecciones con lineas
de barrido, p.e.

Por ello, para resolver el problema de clasificacién se sigue una estrategia de com-
plejidad creciente que parte de los criterios més toscos (equivalencia médulo tipo
de homotopia), continia con criterios mas finos (equivalencia médulo homeomor-
fismo, p.e.), introduciendo finalmente criterios adicionales de tipo geométrico para
minimizar la ambigiiedad en la clasificacién que presentan los criterios precedentes.

4.1.1. Clasificacion médulo tipo de homotopia. La clasificacion médulo tipo de ho-
motopia permite “suprimir” todas las regiones contractibles correspondieentes a
discos topoldgicos asociados a entrantes ¢ salientes que no tengan agujeros en su
interior. Por ello, las clases de equivalencia médulo tipo de homotopia son las mas
toscas.

Ejercicio (Hatcher).- Verifica que
{B} 9 {A7R7D7OJP>Q} ) {C7E,F,G7H7I7J,K,L,M,N,S,T7U,V,VV,X7Y,Z}

son las clases de equivalencia mddulo tipo de homotopia de las letras mayusculas
del alfabeto latino.

Indicacion: Las clases por el tipo de homotopia estdn caracterizadas por el
nimero de agujeros (entre 2 y 0)

Este ejemplo pone de manifiesto la necesidad de introducir criterios més finos
para la clasificacion topolédgica de las letras. Es necesario poder incluir “tallos” y su
localizacién (posicién y orientacién) relativa con respecto a los agujeros detectados
al mas bajo nivel.

4.1.2. Clasificacion médulo homeomorfismo. Una primera distincién a bajo nivel
muestra que el nimero de “agujeros” proporciona un primer criterio tosco de apli-
cacion. Sin embargo, este criterio es insuficiente, pues por un lado existen vocales
homeomorfas (la A y la O, por un lado; las demés por el otro) que corresponden
a letras diferentes. Una extension de esta simple observacién a las maytsculas del
alfabeto latino se presenta en el ejercicio siguiente (Hatcher):
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Ejercicio.- Verifica que {A, R}, {C,G,I,J, L, M,N,S, U, V,W,Z}, {D,O},{E,F,T,Y}
{H,K}, {P,Q} y {X} son las clases de equivalencia médulo homeomorfismo de las
letras mayusculas del alfabeto latino.

Indicacion: Las clases médulo homeomorfismo estan caracterizadas por el niimero
de agujeros (entre 2 y 0) y por el ndmero de tallos é aristas que estdn conectados
a la “forma inicial” (nimero de agujeros) que presenta la letra en el interior de la
region acotada por el borde.

Esta estrategia se adapta facilmente para caracterizar letras minusculas, aunque
la diversidad morfoldgica es mayor, sobre todo cuando estan escritas a mano.

Nota.- La dificultad del problema se incrementa con el uso de otros alfabetos
(griego 6 cirilico, p.e.), pero se puede adaptar una estrategia similar a la utilizada
para el alfabeto latino. El problema es mucho més dificil en el caso de lenguas es-
critas (orientales sobre todo) que utilizan diferentes tipos de ideogramas; en partic-
ular, a diversidad morfolégica y el sentido simbdlico que presentan puede dar lugar
a representaciones “incompletas” con una mayor dificultad para su interpretacién.

4.1.3. Observaciones.

e Las clases médulo tipo de homotopia son unién de clases modulo homeo-
morfismo para las letras mayusculas del alfabeto latino.

e Para verificar que dos letras no son equivalentes modulo homeomorfismo
hay que tener en cuenta el "tipo de cruzamiento” (de hecho, una singular-
idad, si la vemos como el "germen” de una curva); asi, p.e., una X no es
homeomoérficamente equivalente a una Y porque al quitar el punto en el
que se cruzan las aristas se obtienen 4 segmentos 6 bien 3, respectivamente.
Esta enfoque estd relacionado directamente con el tipo de junturas que se
detectan al analizar las poligonales que forman los bordes de objetos detec-
tados en imédgenes y son de gran utilidad para fases de reconocimiento de
bajo nivel.

e Para demostrar que los elementos pertenecientes a distintos subconjuntos
no son homotépicamente equivalentes hay que calcular el grupo fundamen-
tal de cada una de ellas.
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4.2. Elementos de OCR. Un OCR (Optical Character Recognition) es un sis-
tema experto cuyo objetivo es la identificacion de las letras en un documento digital
escaneado. Un documento digital es un mapa de pixeles en el que cada pixel al-
macena una informacién cuantizada en bits en términos de una funcién asociada
a la escala de grises; para imagenes de 8 bits (es decir, con 28 = 256) la funcién
toma valores naturales en el intervalo [0,255] donde se asigna el negro a 0 y el
blanco a 255, habitualmente. Algunas de las fases méds importantes para el disefio
e implementacién de un OCR son las siguientes

(1) Binarizacion: conversién de la imagen en dos niveles (blanco y negro) que
se etiquetan como fondo y primer plano. Sdélo interesa quedarse con los
pixeles que estan en el primer plano correspondientes al negro.

(2) Restauracion de imagen incluyendo supresion del ruido (pixeles aislados,
p.e.); a bajo nivel se realiza mediante operadores morfol6gicos (erosién y
dilatacién, 6 composicién de ambos) aplicados a los simbolos encontrados
en el texto (letras y ntimeros, tipicamente).

(3) Supresidn de las lineas contiguas para identificar la linea a la que pertenece
cada pixel.

(4) Supresion de la oblicuidad que consiste en identificar el dngulo oblicuo y
"rectificar” el resultado obtenido.

(5) Representacion de la oblicuidad que se calcula a partir de la estimacién de
momentos; frecuentemente interesa para identificar los elementos destaca-
dos en el texto

(6) Adelgazamiento del simbolo que aplica un "retracto” para obtener un mapa
normalizado del simbolo que permita almacenarlo y gestionar la infor-
macién asociada a la coleccion de simbolos.

En este esquema hay que tener presente que la informacién habitualmente es
incompleta 6 estd corrompida por el ruido, lo cual introduce un factor de incer-
tidumbre que también debe ser modelado; para ello, se utilizan modelos ocultos de
Markov (HMM)

4.2.1. Un problema abierto: Reconocimiento de simbolos matemdticos. El reconocimiento
de simbolos matemadticos es un problema abierto cuya resolucion resultaria de gran
utilidad para el almacenamiento y posterior reutilizacién de una gran parte de la
literatura. A partir de un articulo en pdf escrito en LaTex el problema consiste
en generar el archivo LaTex original a partir del reconocimiento de cada uno de
los caracteres ¢ simbolos identificados. En este caso, se supone que ya se tiene
disponible un OCR. convencional, por lo que el problema se centra ”sélo” en los
simbolos matematicos que puedan aparecer con diferentes tamanos y formas. Se
propone inicial el andlisis a partir de documentos cuyo archivo LaTex sea cono-
cido con objeto de validar el reconocimiento antes de abordar casos més generales
(textos histéricos en Matemadticas, p.e.) en los que dicho archivo no estd accesible.
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4.3. Visibilidad relativa. Denotemos por P un politopo en el espacio cartesiano
R™, es decir, una unién finita conexa de poliedros k-dimensionales donde 0 < k < n.
Denotemos mediante P € R™ que no pertenece al politopo P. A un politopo P
se le asocia el grafo dual G(P) en la forma usual: las caras de dimensién méxima
representan los nodos del grafo y las relaciones de incidencia sucesivas entre caras
determinan los elementos de dimension creciente del grafo.

La visibilidad relativa de P desde P se define como el subpolitopo Pp C P que
es "visible” desde P; se calcula a partir de la colecciéon P; de vértices de P que son
visibles desde P, es decir tales que el segmento

<P,P;>= {(I1-NP+NP; | Ae[0,1]}

corta a P en un punto 6 en una arista del politopo P (dibujarlo en el plano y en
el espacio para visualizar la condicién). Los algoritmos de visibilidad se describen
en Geometria Computacional (ver notas del Curso de GeoComp) y los més fre-
cuentes estan implementados en CGAL. El caso en el que estamos més interesados
corresponde al espacio R? y su actualizacién a lo largo del tiempo, incluyendo even-
tualmente objetos deformables (para simulacién de érganos internos y de cirugfa,
p.e.). La visibilidad relativa tiene gran utilidad para gestionar las partes visibles de
objetos desde la posicién de uno 6 varios observadores en aplicaciones relacionadas
con Planificacién de movimientos en Robodtica 6 bien en Informatica Grafica; estas
dltimas aparecen vinculadas a Visualizacién Avanzada, Simulacién 6 Videojuegos

p-e.

4.3.1. Visibilidad de un tetraedro regular. Un observador situado en el exterior de
un tetraedro puede ver una, dos o tres caras del tetraedro segiin que esté situado
en la direccién de la normal a la cara, en el plano generado por las normales a las
dos caras visibles o bien en la intersecciéon de dos planos asociados a la visibilidad
de dos pares de caras diferentes. Las diferentes posibilidades se pueden representar
como caminos en una esfera concéntrica sobre la esfera circunscrita al tetraedro.

La representacién asociada a la visibilidad de tres caras (que contiene de hecho
el borde de la cuarta) proporciona un tridngulo con un punto en el interior que
se conecta a los otros tres; esta representacién es una visualizacién del tetraedro,
pero también se puede interpretar como un grafo que contiene todas las posibili-
dades que hay para visualizar un tetraedro desde cualquier localizacién (posicién
y orientacién) relativa. Al grafo asi obtenido se le llama grafo por aplastamiento.
Cualquier subgrafo que contenga un ntmero finito de ciclos representa una visual-
izacion del tetraedro y reciprocamente. Llamamos ”tipos bésicos” a los subgrafos
compuestos por uno, dos ¢ tres formas triangulares (interpretadas como subgrafos).
Los eventos (cambios cualitativos en la percepcién de la forma) estén representados
por las transiciones bruscas asociadas a la (des)aparicién de una cara triangular con
respecto a la configuracién precedente.

Como consecuencia, cualquier camino asociado a una navegacioén virtual en torno
a un objeto se puede representar simbdlicamente en términos de una coleccién
finita de tipos basicos. La coleccién de tipos bésicos representa como un conjunto
parcialmente ordenado (poset) en el que cada tipo bésico asociado a la visibilidad
del tetraedro estd conectado a los adyacentes correspondientes a la (des)aparicién
de una cara. Una animacién muy simple asociada a la visibilidad de un tetraedro
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consiste en interpolar mediante el método de homotopia las formas triangulares
asociadas a tipos basicos adyacentes.

Ejercicio 1.- Representa mediante un diagrama ordenado (poset) todas las adya-
cencias que hay entre los eventos asociados a la visibilidad. ;Cuantos tipos basicos
hay? Implementa computacionalmente una interpolacién entre dos tipos adya-
centes, incluyendo las transiciones entre una y dos caras visibles 6 entre dos y tres
caras visibles. Nétese que los eventos genéricos corresponden a que haya dos caras
visibles, mientras que los casos en los que se ven una 6 bien tres caras, solo se
verifican para un conjunto cerrado (de hecho de medida nula) del espacio 3D en el
que consideramos la posicién de una cdmara virtual.

Ejercicio 2.- Visualiza el grafo por aplastamiento de un cubo y extiende el anlisis
precedente al caso de un cubo (Indicacion: Utiliza una representacién ”desde ar-
riba” de una pirdmide truncada para visualizar dicho grafo).

observacion.- La construccién precedente se puede realizar para cualquier poliedro
regular y de hecho facilita la visualizacion 3D de objetos capturados por un sis-
tema de visién en estéreo con camaras sincronizadas en los vértices de un poliedro
regular desde el que se realizan las tomas de video por parte de cAmaras idénticas
sincronizadas.

4.3.2. Gestion de la visibilidad mediante grafos. La posicién de cada observador
varia a lo largo de la trayectoria que describe 6 bien de la manipulacién interactiva
de objetos contenidos en una escena contenida en el espacio cartesiano R? que se va
actualizando a lo largo del tiempo. Por ello, interesa estudiar los diferentes modelos
que pueden aparecer vinculados a caminos. La (des)aparicién de caras del politopo
correspondientes a cada localizacién (posicién y orientacién) relativa del observador
con respecto a la escena se representa como un ”evento”.

Supuesta conocida ”"toda” la geometria de un objeto, la coleccién de eventos
posibles se representa mediante un grafo de aspecto Ga (Koenderink y VanDorn,
1989) que permite gestionar de forma simultdnea todos los eventos que puedan
aparecer en relacion con las cuestiones de visibilidad. Lamentablemente la comple-
jidad de los algoritmos es exponencial en el niimero de aristas. Por ello, salvo que
se trabaje con poliedros sencillos los procedimientos basados en grafos de aspecto
son de poca utilidad desde el punto de vista computacional. Esta restriccién es una
de las motivaciones méas importantes para el desarrollo de algoritmos que permitan
gestionar la geometria de objetos en una escena a diferentes niveles de detalle (LoD)
con sus correspondientes métodos multiresoluciéon que afectan al dominio espacial
de las senales (la versién correspondiente al dominio de la frecuencia se trata en
cursos avanzados de Visién Computacional).
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4.4. Representaciéon sobre una esfera. La proyecciéon de la parte visible de
un objeto sobre una esfera facilita una ”visualizacién ordenada y normalizada” de
componentes que pueden encontrarse a diferentes profundidades y que es necesario
etiquetar insertando la profundidad relativa como un atributo. En este apartado
se aborda el problema de cémo gestionar la variabilidad en la informacién recibida,
suponiendo que se tiene resuelto el problema de la segmentacién volumétrica, el
reconocimiento de formas y el etiquetado automaético (ninguno de estos problemas
estd resuelto en la actualidad).

La coleccién de objetos visibles desde una localizacién (posicién y orientacion)
relativa del observador en relaciéon con la escena se representa mediante un grafo
de visibilidad Gy C G que es un subgrafo del grafo G(P) dual del politopo.

El subpolitopo Pp C P ”visible” desde P y su grafo dual G(Pp) se pueden
proyectar sobre una esfera que suponemos S? (para simplificar). Cualquier camino
asociado a diferentes localizaciones de un observador en relacién con una escena
corresponde a un recorrido sobre el grafo de aspecto. Es necesario disenar proced-
imientos que permitan gestionar contracciones y expansiones de grafos mediante
implosiones y explosiones en nodos 6 aristas asociados a eventos para cada una de
las resoluciones que puedan ser gestionadas de forma semi-automatica. Ello requiere
la introduccién de jerarquias para el tratamiento de la informacién en diferentes
capas asociadas no sélo a la visibilidad, sino también al nivel de detalle. Algunas
cuestiones relacionadas con la visibilidad se pueden abordar asimismo en términos
de los espacios recubridores (ver el Cap.5 de este bloque para mds detalles).

4.4.1. Simulacion de la navegacion en torno a un objeto. En este apartado se utiliza
la reproyeccién de las aristas de un poliedro regular inscrito en la esfera para generar
de forma automatica movimientos de una cdmara virtual en torno a un objeto. Se
parte de la visualizacién del objeto desde uno de los vértices V; € S? y se simulan
caminos sobre la esfera a lo largo de las proyecciones de las aristas que conectan el
vértice V; con los adyacentes. El control de la visibilidad del objeto se realiza en
términos del grafo de visibilidad mostrado maés arriba.

Ejercicio.- Completa los detalles como ejercicio. Indicacion: Utiliza Carlsson:
”Topology and Data” (preprint, Stanford, 2008)
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4.5. Posets y funtorialidad. Motivacion.- El agrupamiento de objetos en clases
para su Reconocimiento implica algin tipo de equivalencia entre objetos con ”car-
acteristicas similares”; la accién de grupos proporciona modelos estructurales para
el tratamiento de la informacién; este procedimiento es eficiente cuando los obje-
tos responden a caracteristicas prefijadas (produccién industrial 6 manufacturera,
tipicamente). Por otro lado, cualquier objeto puede presentarse bajo diferentes
apariencias debidas a orientacion relativa con respecto a la camara, diferentes carac-
teristicas radiométricas (color, iluminacién, texturas) 6 morfolégicas (dos animales
6 vegetales de la misma especie nunca son idénticos, variaciones en el terreno, etc).

Sin embargo, la mente humana es capaz de reconocer objetos muy diversos us-
ando representaciones simbdlicas y manipulando (de forma real 6 virtual) los objetos
para facilitar el etiquetado y clasificacién. La clave en la aproximacion propuesta
para la clasificacién de objetos radica en la necesidad de describirlos en términos
de su contexto y de sus componentes, es decir, debemos considerar no sélo obje-
tos, sino también las aplicaciones entre ellos (6 sus componentes) que faciliten la
(des)agregacién y la contextualizacién. La consideracién de objetos y aplicaciones
es tipica en teoria de categorias y proporciona una motivaciéon para el desarrollo de
la funtorialidad.

La funtorialidad propuesta debe ser compatible con las transformaciones que
afectan a los objetos asociadas a diferentes localizaciones relativas 6 a deformaciones
que podamos realizar sobre ellos. Por ello, es necesario incorporar diferentes tipos
de acciones a : G x X — X sobre espacios particulares X (reconocimiento en
particular) o incluso su extensién a espacios X que representen el conjunto de
formas (para la clasificacién en diferentes tipos 6 clases de equivalencia). Esta idea
motiva la introduccion de acciones de grupos sobre objetos particulares y sobre
conjuntos de objetos.

En esta subseccion se comenta la aproximacion basada en el desarrollo de difer-
entes tipos de acciones (en la linea de trabajos iniciados a principios de los noventa,
sin entrar a cuestiones relacionadas con la estimacién de invariantes) y se inicia una
aproximacién basada en deformaciones que utiliza caminos para conectar compo-
nentes de objetos que se suponen previamente identificadas y etiquetadas (a partir
de una segmentacién en imagen y volumétrica). A la vista del cardcter preliminar
y abierto de la mayor parte de las cuestiones relacionadas con la implementacién
computacional de espacios de caminos, toda esta subseccién debe ser considerada
de forma tentativa.

4.5.1. Tipos de acciones. Las primeras aproximaciones al problema utilizaron la
accién de grupos continuos (grupos clésicos asociados a diferentes tipos de transfor-
maciones lineales) 6 discretos (replicacién de patrones mediante simetrias), tratando
de caracterizar a los objetos a partir de la localizacién relativa del observador 6 de
las simetrias que presenta; la herramienta introducida a principios de los noventa se
basaba en la Teorfa de Invariantes (geométricos 6 algebraicos). Este procedimiento
fue descartado a mediados de los noventa por diferentes razones: dificultades para
una computacion efectiva de invariantes a partir de datos estadisticos y frecuente-
mente corrompidos por el ruido, asi como por la heterogeneidad morfolégica de los
objetos para los cuales los invariantes eran idénticos. Actualmente, no se dispone
de ningin modelo estructural para el reconocimiento que pueda ser compatible con
”pequenas variaciones” en la forma.
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Una primera aproximacion al problema de las variaciones en la forma procedentes
de grupos de transformaciones lineales (asociadas a diferentes vistas en perspectiva
6 deformaciones asociadas el tipo de lente utilizada) se desarrollé a principios de
los noventa en el marco de la Teorfa Geométrica de Invariantes en Visién Com-
putacional. Esta aproximacién era muy limitada y sélo daba resultados razon-
ables para objetos rigidos con informacién previa disponible off-line y enfocada
desde diferentes localizaciones (posicién y orientacién) de la cdmara. Este enfoque
tiene utilidad para cuestiones relacionadas con el control de calidad, pero no para
abordar problemas de reconocimiento en relaciéon con objetos de forma variable 6
deformables. A pesar de los esfuerzos realizados en los noventa, actualmente se
considera inviable la posibilidad de una implementacion computacional dentro del
marco de la programacién orientada a objetos (OOP) 2!

El enfoque asociado a la Teoria Geométrica de Invariantes Algebraicos se puede
debilitar reemplazando las transformaciones lineales por transformaciones infinites-
imales, lo cual da entrada a la Teorfa Diferencial de Invariantes Infinitesimales (fi-
nales de los noventa), pero atin no se dispone de “buenos” teoremas de estructura
para estos ultimos y la conexién con procedimientos efectivos para el Calculo Varia-
cional asociado a pequenas variaciones en la forma (funcional de Mumford-Shah)
presentan aun muchos problemas abiertos. Un enfoque intermedio que no ha sido
explotado ain suficientemente consiste en introducir invariantes topoldgicos inter-
medios (que puedan ser calculados de forma algebraica) asociados a objetos como
los grupos de homotopia é de homologia. Aunque hay importantes contribuciones
para el célculo de grupos de (co)homologia en relacién con mallas, lamentable-
mente, el desarrollo de herramientas computacionales para grupos de homotopia es
aln muy débil.

4.5.2. Acciones de grupos y espacios cociente. Algunas importantes cuestiones del
tratamiento de la informacién son susceptibles de un tratamiento similar mediante
la aplicaciéon de la accién a : G x X — X de un grupo continuo 6 discreto G
sobre un espacio X. Estamos interesados en el estudio del cociente X/G de X
por la accién de G. Los ejemplos méas habituales asociados a la accién de un
grupo continuo proceden de la accién de un grupo clasico asociado a un subgrupo
de las transformaciones GL(nK) (automorfismos del espacio K™ que se detallan
en el §2.5 de mis notas de Geometria Diferencial. Los ejemplos més habituales
asociados a la accién de un grupo discreto corresponden a productos del grupo Sy
de permutaciones de k elementos, el grupo alternado A u otros grupos finitos de
uso comun que se han presentado en Algebra Baésica.
Otros “ejemplos” de gran interés corresponden a

o Grassmannianas Grass(k + 1,n + 1) de subespacios (k + 1)-dimensionales
en un espacio (n + 1)-dimensional que se expresan como cociente

Grass(k+1,n+1) = GL(n+1;R)/[GL(k+1;R)xGL(n—k;R)] ~ O(n+1))/[0(k+1)xO(n—k)]
donde ~ denota topoldgicamente equivalente (el grupo lineal general es
contractible al grupo ortogonal) y el denominador es el subgrupo que esta-

biliza un subespacio (k + 1)-dimensional L y su ”complementario R"*1 /L.
La Grassmannina desempena un papel universal para la clasificacién de

2115 programacién de tipo procedural no es relevante para resolver problemas practicos por
su caracter off-line
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aplicaciones tangentes (también llamadas de Gauss) y por ello es crucial
para la linealizacion en la clasificacion de variedades.

e Variedades de banderas B(k1, ..., kq) de subespacios k;-dimensionales de un
espacio vectorial (n + 1)-dimensional V' donde (kq, ..., kq) es una particién
de n + 1 que se expresan como cociente

B(ky,... kq) = GL(n+1;R)/[GL(k1;R)x.. . xGL(kg;R)] ~ O(n+1))/[0(k : 1)x..

donde el denominador es el subgrupo que estabiliza la coleccién de sube-
spacios cocientes. La variedad de banderas desempena un papel universal
para la clasificacién de espacios estratificados, topico que se aborda en la
Topologia de Variedades Algebraicas y Analiticas.

desarrollar

4.5.3. Una aplicacion del grupo fundamental a la clasificacion a bajo nivel. La clasi-
ficacion a bajo nivel es parte del problema del Reconocimiento a partir de una
coleccién de datos discretos; estos datos proceden habitualmente de imagenes digi-
tales ¢ bien de nubes de puntos con informacién 3D procedente de dispositivos de
rango (visién estéreo, escaneos laser, infrarrojos, tomografias, etc). Supongamos re-
suelto el problema del procesamiento (extraccién de datos mediante filtrado, mejora
y enlazado, restauracién y rellenado) y de andlisis (interpretacién de los datos en
términos de regiones ¢ de elementos que la acotan). La composicién del proce-
samiento y del andlisis genera una particién en una coleccién finita de ”formas” 6
regiones R, cuyos bordes B, = OR, suponemos conocidos y ”separados” del resto
de los objetos. En esta fase del problema es necesario introducir alguna nocién de
”semejanza” para la "forma” que presenta cada regiéon R,. La semejanza entre
formas se puede evaluar de forma topolégica 6 métrica.

La aproximacion métrica méas inmediata consiste en introducir varios tipos de
distancia (desde L! hasta L°) para comparar los datos que es posible evaluar rel-
ativos a los bordes B, de los objetos; la ordenacién de los objetos segtin los valores
obtenidos para las diferentes métricas depende de la LF-métrica que estemos con-
siderando (Mumford, 2003). Por ello, en lugar de considerar una métrica asociada
al espacio ambiente, es mas ttil adoptar un enfoque més intrinseco correspondiente
a minimizar algin invariante (longitud, drea, energia) para una métrica riemanni-
ana (enfoque intrinseco); en este caso, hay que evaluar la informacién la coleccién
de datos discretos significativos que parecen tras el procesamiento. Este enfoque
hereda parte del problema anterior pues la ”proximidad entre formas” esta asoci-
ada a la diversidad de métricas riemannianas que se pueden definir sobre un objeto.
Lamentablemente, el espacio de curvas cerradas sobre el que se pretende evaluar la
proximidad, ni siquiera admite una derivada de Fréchet, lo cual dificulta el prob-
lema de la clasificacién y sugiere recuperar un enfoque més clésico (ver no obstante,
Mumford, 2003) 22

Un enfoque puramente topolégico (médulo homeomorfismos, p.e.) es insufi-
ciente, pues no permite distinguir entre una vaca y una cabra, p.e. (chiste facil
sobre el topdlogo). Una opcién consiste en reemplazar las transformaciones per-
mitidas por otras mds estrictas (difeomorfismos, p.e.) para obtener clases “mds

22[MumO3] D.Mumford: ’“he shape of objects in two and three dimensions: Mathematics
meets Computer Vision”, Josiah Willard Gibbs Lecture Baltimore, January 2003

XO(kd)]
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pequenas” 6 bien por otras menos estrictas asociadas a invariantes algebraicos (tipo
de homotopia, grupos de [colhomologia) para obtener clases “méds amplias”, lo cual
da lugar a la clasificacién a bajo nivel que se desarrolla en este apartado. Una
solucién intermedia consiste en garantizar que el resultado de las deformaciones dé
lugar a objetos que sean variedades del mismo tipo que la inicial y la final 23

4.5.4. Funtorialidad y etiquetado tosco. El etiquetado automaético de formas ex-
traidas a partir de segmentacién de imagen o de video es uno de los problemas
mas dificiles que hay en Visién Computacional. Atn no existe un procedimiento
universal y, en la préctica, se utilizan “deformaciones de plantillas” que permiten
evaluar la diferencia con respecto a modelos previos. Para que este procedimiento
sea “consistente” es necesario restringir el tipo de objetos (planares para imdgenes
estdticas, volumétricos para secuencias de video) y el tipo de transformaciones a
efectuar para comparar los objetos previamente segmentados.

Ejercicio.- Disena un algoritmo para el etiquetado tosco segun caracteristicas
topoldgicas bésicas de regiones planas contenidas en imagen (procedentes de una
segmentacién) relativas a la Topologia General (compacidad, conexividad, separa-
bilidad) y de caracteristicas de los tipos de poligono (convexo, estrellado, monétono)
que acotan las regiones procedentes de una segmentaciéon por regiones. Muestra el
caracter funtorial del etiquetado asi construido.

23Un ejemplo estd dado por la nocién de isotopia en la que se requiere que las aplicaciones
intermedias utilizadas para interpolar sean embebimientos, pues la imagen por un embebimiento
es siempre una variedad
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5. Motivando algunas aplicaciones (TPA)

Advertencia previa: Toda esta seccidon se debe entender como una propuesta
para un trabajo practico adicional (TPA) a desarrollar por uno o a lo sumo dos
estudiantes.

La Topologia General y, en particular, la Topologia Algebraica estudia propiedades
que son independientes de cualquier sistema de coordenadas y cualquier tipo de
métrica. Por ello, se adapta especialmente bien a las descripciones cualitativas, rep-
resentaciones simbdlicas (diferentes tipos de grafos) é modelos no paramétricos. La
independencia con respecto a sistemas de coordenados da lugar a que la Topologia
sea apropiada para un enfoque intrinseco, es decir, independiente de la inmersién
que se realiza de los objetos. Sin embargo, la necesidad de estimacion de diferentes
caracteristicas asociadas a los objetos pone en escena las relaciones entre invari-
antes intrinsecos y datos extrinsecos (dependientes de la inmersién que es un tépico
central de la Topologia Diferencial. A diferencia de este enfoque, algunas cues-
tiones cruciales en Topologia Algebraica que dan lugar a interesantes aplicaciones
se plantean a diferentes niveles:

e bajo nivel: objetos capturados y representados mediante datos discretos
asociados a imagenes 6 nubes de puntos en los que el objetivo es la captura
de propiedades cualitativas de la forma correspondientes a los objetos;

e medio nivel: relaciones espaciales 6 temporales entre objetos con forma 6
apariencia variable representables en forma de grafos;

e alto nivel: representacion de las relaciones entre objetos mediante diagra-
mas relacionado con el enfoque funtorial en el que se demuestra la equiva-
lencia formal entre diferentes tipos de razonamientos

Cada una de ellas da lugar a un ejemplo significativo que se introduce en esta
seccién sobre el que volveremos a lo largo del curso.
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5.1. TPA1l: Caminos en una imagen.

5.1.1. La tmagen como mapa de regiones. Una imagen digital es un mapa de bits
(bitmap), es decir, una coleccién de pixeles que almacenan una informacién ra-
diométrica (en escala de grises o en alguna representacién del color). El mapa de
bits se representa mediante una funcién de intensidad I, : [a,b] X [¢,d] — R. En
una imagen digital, la intensidad estda ”cuantizada”, es decir, sélo toma valores
naturales que dependen del nidmero de bits (tipicamente 8) que se almacenan en
cada pixel. Asi, p.e. para una imagen en grises con 8 bits de intensidad se obtienen
28 = 256 posibles valores que recorren el intervalo [0,255] almacenado en formato
binario; el "negro puro” corresponde al valor 0 que se escribe de forma binaria como
0...6...0, mientras que el ”blanco puro” corresponde al valor 1 que se escribe de
forma binaria como 1...(8 .. 1.

La intensidad f en la escala de grises de toda la imagen se visualiza a bajo
nivel mediante un histograma de frecuencias Hy, en el que para cada valor de
la escala de grises se representa el numero de pixeles que tienen dicho valor; la
representacién dada por el histograma permite “obtener una estadistica basica de
la imagen, que incluye las "modas” 6 valores mas frecuentes como méaximos locales
en el histograma.

Para facilitar el agrupamiento se realiza un ”suavizado” por medias que reem-
plaza el valor actual por un promedio (media aritmética) de la intensidad de imagen
calculada en los puntos mas préximos; al resultado de aplicar esta transformacion
se le llama imagen suavizada. El agrupamiento radiométrico de pixeles de la imagen
suavizada se realiza fijando un umbral para el "nivel de semejanza” entre pixeles:
si la diferencia en la intensidad estd por debajo de un umbral, se reemplaza el valor
actual por el valor modal mas préximo. El resultado de este proceso es un mapa
de regiones en la que cada regién tiene una intensidad constante.

5.1.2. Grafo dual de una imagen. Cada region conexa R, caracterizado de la im-
agen f con un color "homogéneo” (modulo un cierto umbral de variabilidad) se
representa mediante el nodo n, de un grafo Gy asociado a la segmentacién de la
imagen f por regiones homogéneas R,; la homogeneidad estd caracterizada por
una variacién del nivel de intensidad en la escala de grises 6 del color por debajo
de un umbral, cada regioén se representa mediante un punto interior a R,,.

Por dualidad a dos regiones adyacentes (compartiendo un camino, una poligonal
6 una cadena simplicial) les corresponde una arista e, =< no,ng >= (Ry N Rg)"”
donde v es el operador de dualidad en términos conjuntistas.

El grafo dual asociado a la representacion por regiones tiene una gran cantidad
de ciclos. Para facilitar el tratamiento de la informacion, es conveniente convertir
dicho grafo en un drbol. El algoritmo més general y eficiente (desde el punto de
vista de la complejidad) es el drbol de longitud minima (MST: Minimum Spanning
Tree) que es un grafo aciclico. E1 MST selecciona un subgrafo de la triangulacién de
Delaunay D(S) asociada a la coleccién D de ”sitios” que minimiza la longitud de las
aristas. Los nodos n, representan como vértices de una triangulacién en el plano;
este enfoque tiene sentido para una geometria rigida, pero no para representaciones
en las que sélo interesa la disposicion relativa de unos nodos con respecto a otros y
su expresion combinatori.
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Por ello, es conveniente reemplazar la nociéon de distancia por otros funcionales
que sean mas significativos; la ”longitud minima” se puede referir a la longitud de
una presentacién en términos de grupos é de complejidad asociada a una secuencia
de caratceres, p.e.. Asi, el funcional de distancia superpuesto a la triangulacién
asociada a S puede ser reemplazado por otros funcionales (asociados a la energfa,
la curvatura, drea, etc) de uso comun en problemas de Optimizacién No-lineal 6 bien
otros menos frecuentes (complejidad de la informacién para objetos con texturas
complicadas, p.e.). En cualquier caso, el tratamiento de la informacién debe hacerse
en términos de grafos ”ponderados” con pesos w, asociados a los nodos n,

La dificultad surge en relacién con la "estabilidad” del drbol asociado a la
coleccion S de sitios: Pequenas modificaciones en la imagen, dan lugar a cam-
bios cualitativos en la representacion asociada en términos de MST. Para mini-
mizar la dependencia con respecto a la presentacién es conveniente desarrollar una
topologia de grafos que se aborda en diferentes partes de la asignatura: Homotopia
en el médulo 1 para grafos aciclicos y Homologia de Grafos en el médulo 2 para
grafos arbitrarios.

Este hecho plantea la necesidad de comparar diferentes representaciones simbdlicas
asociada a grafos (eventualmente ponderados) que permitan reconocer objetos 6 es-
cenas a pesar de los cambios que aparecen en el grafo. La comparacién se puede
llevar a cabo en términos del "pegado” de grafos. El "pegado” requiere identificar
subgrafos y dar criterios efectivos para el "pegado” de subgrafos que se formulan
en términos de isomorfismo entre subgrafos; la condicion de ”"pegado exacto” es
demasiado estricta y debe ser "relajada” en términos de ”pegado inexacto” que
proporcione un soporte a la informacién aproximada superpuesta al grafo que se
expresa en térmios probabilisticos.

El objetivo de este trabajo practico es familiarizar al estudiante con las nociones
bésicas relacionadas con isomorfismo de grafos, los aspectos homotépicos de la
topologia de grafos y su aplicacién al tratamiento de la informacion contenida en
imédgenes ”segmentadas” por regiones.
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5.2. TPA2: Una taxonomia para el Reconocimiento de Objetos. El Re-
conocimiento de objetos es uno de los problemas centrales en Visién por Com-
putador. En procesos industriales, el control de calidad requiere medidas muy
precisas que imponen restricciones sobre los objetos producidos de modo que el re-
conocimiento se realiza médulo transformaciones rigidas (rotaciones y traslaciones)
aplicadas sobre el objeto. Este reconocimiento se aborda en el primer apartado de
esta subseccion y se puede extender a otras transformaciones lineales salvo escala
o distorsiones debidas a efectos de perspectiva. Sin embargo, este enfoque carece
de utilidad para objetos deformables (personas, animales, plantas) en presencia de
informacién incompleta donde es necesario incorporar el punto de vista topolégico,
para representar la diversidad morfolégica y las (posiblemente cambiantes) rela-
ciones entre componentes.

5.2.1. Objetos rigidos y transformaciones lineales. El reconocimiento de objetos
rigidos a partir de imagenes digitales se realiza utilizando una segmentacién de
imagen, es decir, descomposicién en unién de regiones disjuntas casi-homogéneas
desde el punto de vista radiométrico (variacién de caracteristicas del color por
debajo de un umbral). Cuando el reconocimiento requiere precision (para inspeccién
o bien control de calidad en procesos de manufactura, p.e.) es imprescindible utilizar
amaras calibradas. La calibracion de una cdmara incluye una estimacién de los

e pardmetros intrinsecos correspondiente a la longitud focal f, formato de im-
agen (ag,ay) = f(mg, my) (donde my, m, relacionan el tamano de pixeles
con la distancia) y punto principal (ug,vg) (desviacién del centro con re-
specto al eje principal de la cdmara)

e pardmetros extrinsecos asociados a la localizacion -posicion y orientacién-
de la camara. La posiciéon se representa mediante un vector traslacion
t € R? y una rotacién R (representada en términos de los dngulos de Euler).
La representacion en términos de cuaterniones es mds precisa (evita errores
de redondeo en la estimacién de funciones trigonométricas) y estable (la
estructura vectorial de H ~p R* permite interpolar usando la estructura
subyacente de H, evitando los problemas de la no-linealidad de SO(3;R)

Las iméagenes digitales se procesan mediante filtrado que permite detectar y re-
alzar bordes (filtros de baja frecuencia) 6 regiones (filtros de alta frecuencia). Un
vez extraidos elementos caracteristicos de las imagenes es necesario agruparlos,
enlazando elementos con caracteristicas similares é completando informacién (op-
eradores morfoldgicos a bajo nivel é de restauracién de imagen a alto nivel). Los
“hechos geométricos caracteristicos” mas significativos son esquinas é segmentos
largos contenidos en imdagenes; existen filtros especificos para cada uno de ellos.
Una vez detectados y extraidos, es necesario compararlos con un modelo o bien
construir el modelo a partir de dichos datos. Las transformaciones lineales mas
significativas para el reconocimiento de objetos son:

e Para imdgenes rectificadas (distorsién debida a la proyeccién corregida me-
diante calibracién) la puesta en correspondencia se realiza estimando la
rotacion R y traslacion t necesaria para comparar objetos similares sobre
una imagen previamente segmentada. Por ello, el objeto a estimar es un
elemento del grupo especial euclideo SE(2;R)
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e Para imagenes no-rectificadas es necesario estimar la distorsién asociada al
efecto de perspectiva procedente de una proyeccién oblicua. En este caso,
el objeto a estimar es un elemento del grupo especial lineal SL(2;R) salvo
escala, es decir, de PSL(2;R)

En el Curso de Especialista en Visién por Computador (CEViC) se muestran algo-
ritmos para llevar a cabo estos procesos de forma automaética.

5.2.2. Objetos deformables y transformaciones continuas. La clasificacién de obje-
tos deformables es un problema bastante mas dificil que la clasificacién de objetos
rigidos. Existen multitud de ejemplos como letras de un alfabeto, animales, plantas
y un largo et cetera; a pesar de las diferentes apariencias iniciales, la mente humana
no tiene problemas en reconocer, etiquetar y clasificar las diferentes formas.

Una primera fase es la separacién de los objetos B(®) contenidos en el ”primer
plano” (foreground 6 FG) con respecto al fondo (background 6 BG), fase que por
s{ misma presenta bastante dificultad pero que, para simplificar, supondremos re-
suelta. En este caso, la comparacién entre objetos B(® y B(¥) se puede establecer
en términos de

e componentes Ci(w c OB asociadas a las apariencias (borde percibido de
los objetos);

e representaciones esqueletales Sk‘(B(’V)) asociadas al objeto B();

e una realimentacion entre ambas.

Adn asi, el problema es demasiado dificil y es necesario empezar restringiendo
el tipo de modelos utilizados para comparar formas asociadas a las apariencias
(plantillas deformables, p.e.) 6 para comparar representaciones esqueletales; una
opcién frecuente que permite abordar ambas aproximaciones consiste en elegir de-
formaciones eldsticas en las que el ajuste depende de extremos é puntos intermedios
(discretizacién del modelo inicial). Los modelos eldsticos minimizan habitualmente
la energfa de una cuerda/membrana eldstica que oscila en torno a posiciones que se
supone son de equilibrio. Un aspecto importante es la introduccién de una métrica
6 de un funcién de energfa (métrica en el espacio tangente) sobre las formas eldsticas
E(B™)) asociadas al borde 6 el esqueleto de un objeto B(*). Para valorar el ajuste
de la aproximacion es necesario

(1) considerar algin tipo de estructura sobre el ”espacio de las formas” (mode-
lable en términos de plantillas asociadas a polinomios de grado bajo, p.e.);

(2) introducir una métrica sobre dicho espacio (para evaluar la diferencia entre
formas);

(3) construir estimadores que permitan aproximar alguna nocién de invariancia
(con respecto a transformaciones lineales descritas en el apartado anterior);

(4) introducir representaciones funcionales para los bordes (usar aplicaciones
de Gauss sobre esferas) 6 las representaciones esqueletales (usar funcionales
definidos sobre grafos, p.e.) de los objetos B(®);

(5) evaluar alguna caracteristica cineméatica ¢ dindmica asociada a la defor-
macién generada sobre la representacién funcional (en términos del Hes-
siano de la energia eldstica no-lineal, p.e.) utilizando funcionales tipicos vin-
culados al Célculo Variacional que permitan minimizar la longitud (geodésicas
conectando formas), el drea (energia de la membrana), las variaciones de la
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curvatura (utilizar flujo de la curvatura media) é bien estrategias hibridas
que combinen algunas de las anteriores (flujo de energia de Willmore, p.e.);
(6) comparar los objetos mediante estrategias topoldgicas (caminos en el espa-
cio de plantillas) con una realimentacién estadistica (inferencia con opti-
mizacién basada en méxima verosimilitud, p.e.);
(7) evaluar el rendimiento de los algoritmos introducidos para el reconocimiento
automaético.

La estrategia descrita presenta una gran complejidad y problemas abiertos en
casi todos los items. Por ello, es necesario restringir aun maés el enfoque, re-
stringiéndonos p.e. a contornos planos cerrados dados por curvas simples a las
que llamaremos formas planas basicas FPB. En Geometria Algebraica es frecuente
utilizar espacios de moduli, en los que cada elementos representa una clase por la
accién de un grupo; en este caso, las FPB son elementos de un espacio de curvas
obtenidas por la accién del grupo de transformaciones que conservan la forma. Las
propiedades de las curvas fpb que representan dichas formas estan codificadas por
la métrica Riemanniana que se define sobre el espacio cociente. El control de las
variaciones se lleva a cabo en términos de operadores diferenciales tipicos de la
Geometria Diferencial como la divergencia (que expresa la variacién del drea encer-
rada entre fpb préximas). La deformacién se lleva a cabo de una manera efectiva
utilizando técnicas de morphing; sobre el espacio de las deformaciones se define una
estadistica de la forma. Los diferentes tipos de elasticidad que se pueden definir
sobre el espacio FPB (asociados a diferentes funcionales) conduce a a diferentes
tipos de correspondencias entre formas para las cuales se identifican los elementos
”medios” como reprsentantes canénicos que permitan comparar los fpb entre si.

El objetivo de este trabajo practico es familiarizar al estudiante con las nociones
bésicas y algunos de los patrones mas utilizados en relacién con el caso deformable.
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5.3. TPA3: Elementos Topoldgicos para el (Des)Equilibrio General en
Teoria Econémica. Los resultados relacionados con Teoremas de Punto Fijo
(consecuencia del Teorema de Brouwer) tiene interés en gran numero de aplica-
ciones. Una aplicacién relevante concierne al Teorema de Existencia en la Teoria
del Equilibrio General en Teoria Econdmica; en este caso, la introduccién de re-
stricciones relativas a diferentes funciones (andlisis coste-beneficio en Comercio In-
ternacional -incluyendo flujos financieros-, utilidad-preferencias del consumidor en
Microeconomia, bienes y servicios en Macroeconomia, etc) da lugar a conjuntos
”factibles” que son convexos y compactos, sobre los cuales se trata de resolver
problemas de optimizacién relativos a mercados sobre los que se supone que se
tiene informacién completa.

La “estdtica comparativa” (enfoque de la Termodindmica del Equilibrio, p.e.)
proporciona el marco conceptual para esta parte de la Teoria Econdémica que es
comun a Micro/Macroeconomia y Comercio Internacional. Desde el punto de vista
topoldgico, si se adopta un enfoque basado en precios 'normalizados” (por el dinero
como ”equivalente universal”), el Teorema de Brouwer garantiza la existencia de
soluciones sobre la esfera S™ (n precios normalizados) y en las aproximaciones lin-
eales al problema permite identificar un solucién tnica al problema (habitualmente
en el borde de la regién). La formulacién tradicional de este resultado en la Teoria
del Equilibrio General se conoce como Teorema de Arrow-Debreu y es un caso
particular del Teorema de Brouwer dle Punto Fijo.

Sin embargo, la solucién matemaética proporcionada no tiene ningin sentido
desde el punto de vista de la economia real, pues no se dispone de informacién
completa sobre el mercado (sélo sobre k + 1 de los N + 1 bienes 6 servicios) 6
las restricciones no son lineales (lo cual da lugar a multiplicidad de soluciones de
equilibrio). El caso de las restricciones no-lineales y su aproximacién por poligonales
que da lugar a conjuntos no-convexos pero aun con “buenas” propiedades se puede
abordar en términos de modelos de propagaciéon para conjuntos no-convexos que
dependen de la variacion en la distribucién de vectores normales a las variedades
que representan soluciones locales a la dindmica (hojas de una foliacién para el caso
regular). Sin embargo, el caso de mercados con informacién incompleta presenta
una mayor riqueza que atin no ha sido explotada de forma adecuada 24

5.3.1. El problema del equilibrio en mercados con informacion incompleta. Para
fijar ideas, supongamos que la informacién disponible sobre k + 1 bienes y servicios
(el dinero més otros k que se escalan en funcién del dinero) no estd correlacionada
dentro de un mercado de N +1 bienes y servicios (esta hipétesis es nuevamente una
ficcién matemadtica). Dicha informacién se representa mediante un punto de una
grassmanniana G = Grass(k + 1, N 4+ 1) que representa un subespacio proyectivo
L C PV de dimensién k. En este contexto, el problema del Equilibrio General para
Mercados Incompletos, consiste en identificar dénde se encuentran los puntos fijos
para una aplicacion definida f : G — G sobre la grassmanniana. Este enfoque es
asimismo una simplificacién por muchas razones:

e El dinero estd sometido a las mismas leyes que los demas bienes, incluyendo
creacion y destruccion.

24Para més detalles ver los médulos 2 y 3 de mis notas sobre Teoria Econdmica. Una aproxi-
macién diferencial
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e La evolucién de la dindmica asociada a los k + 1 bienes y servicios sobre
los que se tiene informacién varfa a lo largo del tiempo (estimacién en
términos de series temporales), lo cual genera trayectorias observadas en la
Grassmanniana que condicionan la localizacién de posibles equilibrios.

e La informacién sobre los k£ + 1 bienes 6 servicios estd habitualmente cor-
relacionada.

e La disponibilidad de la informacién varia y, por consiguiente, la dimension-
alidad de los espacios, lo cual lleva a introducir variedades de banderas més
generales B e identificar los puntos fijos para las aplicaciones definidas sobre

B.

Es necesario un mayor esfuerzo de conceptualizacion y de desarrollo para una Teoria
més satisfactoria del Equilibrio General en Mercados Incompletos que tenga en
cuenta una dindmica mas realista de los diferentes mercados, dindmica que habit-
ualmente estd lejos del equilibrio preconizado por la Teoria Neoclésica.

5.3.2. La dindmica fuera del equilibrio. Contrariamente a lo que postula la Teoria
Econémica Clésica las condiciones de equilibrio son una ficcién matemaético y que
cualquiera de los mercados esta habitualmente en una situacién de desequilibrio.
En presencia de shocks, los requisitos de continuidad son otra ficcion matemaética;
se producen discontinuidades bruscas que es necesario incorporar al modelo (en
términos de funciones escalonadas, p.e.). Por ello, los caminos a considerar deben
incluir discontinuidades 6 saltos en las trayectorias esperadas. Esta observacion
hace dificilmente aplicable los métodos basados en caminos (aplicaciones continuas)
a una dindmica econdémica més realista que la actual. Una solucién intermedia
consiste en analizar los diferentes factores que pueden contribuir a la inestabilidad
6 incluso a discontinuidades en la dindmica econémica.

El paradigma neoclésico de la Teoria Econdémica deberia partir de distribuciones
de campos (6 de forma diferenciales) integrables cuyas soluciones (variedades in-
tegrales) representan las hojas H, de foliaciones F. Cada hoja se puede inter-
pretar como una ”superficie de nivel” asociada una equidistribucién de preferen-
cias, asignacion de recursos, etc. En este esquema ideal, gracias a una adecuada
parametrizacién de los hojas, pequenios cambios en la asignacién de factores (aso-
ciados a la produccién o a los recursos utilizados) 6 en la retribucién de los fac-
tores (capital, trabajo, tecnologias) dan lugar a desplazamientos sobre la misma
hoja (direcciones tangenciales) 6 transversales a las hojas (direcciones normales).
Este esquema que lamentablemente apenas se encuentra en los manuales de Teoria
Econdémica explica de una forma sencilla y eficiente la parte estable de la Dindmica
Econdémica. Sin embargo, no explica casi nada de la situacién de desequilibrio en
la que se encuentra la mayor parte de le economia real.

Es necesario reemplazar las condiciones de regularidad por la posibilidad de
fenémenos de bifurcacién en las soluciones asociadas a los sistemas de EDO (evolucién
temporal), EDP (evolucién espacial en los mercados de factores) 6 EDM (evolucién
espacio-temporal). El esquema a desarrollar debe tener en cuenta los diferentes
tipos de rigideces (la ”perfeccién” de los mercados es otra idealizacién absurda)
que se presentan para cada uno de los mercados; las rigideces deben ser expresadas
en términos de mapas de curvaturas que afectan a cada uno de los mercados por
separado.
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La Topologia Algebraica/Diferencial es significativa pues permite identificar los
obstaculos (agujeros en el modelo de superficie), las patologias asociadas a la propa-
gacién (ruptura de simetrias locales) y el comportamiento cualitativo de las solu-
ciones asociadas a los modelos de propagacién. La integracion de estos aspectos
en modelos mas elaborados es un reto para el proximo futuro de enorme relevancia
para intentar comprender mejor la actual situaciéon y proponer mejoras que no sean
simplemente parches de un modelo periclitado y equivocado desde el punto de vista
matematico.

El objetivo de este trabajo practico es familiarizar al estudiante con una aproxi-
macién topoldgica a la dindmica econémica fuera del equilibrio.
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5.4. TPA4: Nubes de puntos e Invariantes topolégicos. Una nube de puntos
es una coleccién de un ndmero finito de puntos 2D, 3D 6 4D (es decir, 3D var-
iando a lo largo del tiempo) capturados mediante dispositivos externos (cdmaras 6
dispositivos léser, p.e.) que es necesario identificar, agrupar y simplificar para la
extraccion de caracteristicas de la forma a partir de las apariencias. El ntiimero de
componentes conexas del objeto 6 el orden de conexién son dos ejemplos tipicos.
Para identificarlos es necesario es necesario disenar estrategias de agrupamiento
y simplificacién que depende del nivel de detalle y, por consiguiente, del tipo de
seleccién (técnicas de muestreo) de la informacién disponible.

5.4.1. FEstrategias de agrupamiento. Las estrategias de agrupamiento operan por
agregaciéon de ”elementos basicos” Ay B, p.e., para los cuales es preciso identificar si
AU B presenta ” caracteristicas similares”. Este es un problema tipico de Topologia
Algebraica que se aborda a medio nivel en términos de homotopia (Teoremas tipo
Van Kampen) para garantizar la independencia con respecto a deformaciones é bien
de homologfa (Teoremas tipo Mayer-Vietoris) para garantizar la independencia con
respecto a las estructuras simpliciales superpuestas.

La idea para asociar invariantes topoldgicos a estas colecciones discretas de datos
consiste en construir un complejo simplicial y calcular los invariantes topoldgicos
asociados al complejo simplicial. Sin embargo, no existe una unica forma de con-
struir dicho complejo simplicial; ni siquiera una triangulacién 6ptima asociada a
una coleccién discreta de puntos: No hay un tnico criterio de optimizacion, ni
siquiera para una nube de puntos prefijada. Los resultados relativos a la forma a
obtener deben ser independientes tanto de la seleccién de informacion, como de las
deformaciones que se dén asociadas al “nervio” del objeto °.

5.4.2. Controlando cambios en las apariencias. Para minimizar la dependencia con
respecto a apariencias cambiantes (situacién tipica en escenas de video, p.e.), es
conveniente identificar representaciones simbdlicas (dadas por grafos eventualmente
orientados). De cara a la estimacién de caracteristicas invariantes desde la local-
izacién relativa de la camara, el modelo a desarrollar sélo debe depender de las
propiedades combinatorias que persisten, de forma independiente con respecto a
los valores numeéricos obtenidos usando la presentacién (generadores y relaciones)
de grupos de homotopia) 6 bien las relaciones algebraicas obtenidas a partir del op-
erador borde en complejos simpliciales. La “persistencia” de estas propiedades se
expresa en términos de la combinatoria de recubrimientos y se expresa en términos
de la “homologia persistente”, una extensién natural de la (co)homologia de Cech.
Esta cuestién se introduce al final del médulo 2, tratdndose con maés detalle desde
un punto de vista computacional en el médulo 5.

5.4.3. Segmentacion volumétrica asociada a nubes de puntos. El objetivo de este
trabajo practico es familiarizar al estudiante con las nociones bésicas asociadas a
diferentes criterios de agrupamiento en 3D utilizando informacién discreta (nubes
densas de puntos) procedentes de escaneos o bien del solapamiento de diferentes
vistas

25E] “nervio” de un ob jeto Bn se define como un retracto de deformacién continuo del borde
0Bq



