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0.1. Introduction

La Teoria de Grupos y Algebras de Lie utiliza elementos procedentes de
Algebra7 Geometria y Topologia para estudiar propiedades locales de espacios
que presenten alguin tipo de simetrias en el entorno de puntos. Los Grupos de
Lie G utilizan simetrias ordinarias, mientras que las algebras de Lie g := T.G
utilizan simetrias infinitesimales (asociadas a trayectorias, p.e.). Inicialmente
surgen para estudiar y clasificar las soluciones de Ecuaciones Diferenciales, pero
proporcionan herramientas fundamentales para el estudio de variedades, espa-
cios de funciones o sistemas dindmicos, asi como sus aplicaciones a los terrenos
mas diversos. Por ello, ocupan un puesto privilegiad en el que se encuentran
diferentes areas de las Matematicas.

Por el tipo de herramientas utilizadas, la Teoria de Grupos y Algebras de Lie
es la continuacién natural de la unificacién de las Geometrias Lineales llevado
a cabo por F.Klein en su Programa de Erlangen (1873). Segtin el enfoque de
Klein, cada Geometria Cléasica estd caracterizada por la conservacién de una
“cantidad” (una forma cuadratica o una bilineal, inicialmente) y reciprocamente.
La “cantidad invariante” se representa de diferentes formas (dependiendo del
sistema de referencia) y su variabilidad se expresa mediante un “campo”; como
es habitual, el campo puede ser escalar, vectorial o tensorial (segin un orden
creciente de complejidad).

0.1.1. Invariantes diferenciales

Segun el Programa de Erlangen (F.Klein, 1873), la “invariancia de una can-
tidad geométrica” se expresa en términos de la accién de un grupo o de un
dlgebra y su “traslacién” implica inicialmente la necesidad de contar con algu-
na herramienta de “diferenciacién” que permita expresar su variabilidad en el
espacio ambiente. Los grupos de Lie matriciales proporcionan la herramienta
diferencial (Lie, Cartan).

El enfoque diferencial permite extender a variedades o espacios de funciones
la aproximacion algebraica inicial de Klein disenada sobre espacios de dimen-
sién finita. La identificacién de una C7"-estructura sobre el grupo (que luego se
revela como esencialmente tinica) permite extender el enfoque algebraico inicial,
incorporando los elementos de andlisis diferencial e integral en el contexto de
variedades 6, con mas generalidad, de espacios de funciones.

Con mas generalidad, la invariancia puede afectar a las soluciones de dis-
tribuciones de campos, o sistemas de operadores definidos sobre variedades (de
interés en Mecédnica Analitica), o con mds generalidad a operadores (integro-
)diferenciales definidos sobre espacios de funciones (de interés en Mecédnica
cuédntica). Por ello, la identificacién de invariantes diferenciales por la accién
de un grupo de Lie G

La extensién de este enfoque al caso infinito-dimensional fue llevada a cabo
por Emmy Noether en relacién con problemas de tipo variacional. Esta exten-



sién presenta una dificultad bastante mayor que el enfoque original vinculado
a ODEs pues el dlgebra de Lie de las simetrias infinitesimales estd vinculado a
deformaciones del que so cuya dimensién no esta acotada. Una estrategia basica
consiste en tratar de reducir PDEs a ODEs. Lamentablemente, esta estrategia
de reduccion rara vez es aplicable.

En cualquier caso, el enfoque de E.Noether es la continuacién natural del
programa original de Lie. Una de las ramificaciones de esta extension es la
Teoria Diferencial de Invariantes como extensién de la Teoria Geométrica de
Invariantes;. Ambas Teorias son topicos avanzados de Topologia Diferencial que
se abordan en el médulo A4 (Singular map germs) de la materia A4 (Differential
Topology).

Los desarrollos basado en transformaciones infinitesimales asociadas a princi-
pios de tipo variacional se han utilizado desde los anos sesenta para el estudio de
las simetrias de funcionales integrales de accién (ver médulo A5 para ma’s de-
talles). Los “ejemplos” cldsicos corresponden a la minimizacién de funciones de
longitud (geodésicas), drea (superficies minimales) 6 Energfa (Euler-Lagrange).
M4s recientemente se ha incorporado el funcional de curvatura (Yang-Mills)
asociado los diferentes tipos de interaccion que aparecen en el modelo estandar
(unificacién de las interacciones electromagnética, débil y fuerte) en Mecdnica
Cuéntica.. Estos topicos se abordan en el médulo A4y (Fiber Bundles) de la
materia A4 (Differential topology) donde se pueden encontrar més detalles.

0.1.2. Hacia un tratamiento unificado de las ODEs

El objetivo original de S.Lie era la unificacion de métodos para resolver EDO
o EDP utilizando “simetrias infinitesimales” asociada a campos. La integracion
de estos campos proporcionara soluciones genéricas mediante transformaciones
elementales controladas por grupos de una solucién particular .

La recuperacién una solucién general a partir de una particular por la accién
de un grupo es reminiscente del enfoque de Galois para ecuaciones algebraicas.
Esta idea es de una potencia formidable y atin proporciona herramientas de gran
utilidad para estudiar soluciones de sistemas dindmicos (flujos, p.e.) mediante
modelos de propagacion asociadas a simetrias que se traducen en factores inte-
grantes o bien para identificar direcciones a lo largo de las cuales se propagan
de forma natural (por la accién de algtiin grupo G) las soluciones del sistema.

En general (salvo que el espacio de soluciones sea homogéneo), no podemos
esperar simetrias globales para representar las soluciones de un sistema en el
entorno local en un punto de una variedad o para operadores actuando sobre un
espacio de funciones. En ausencia de una simetria global (que permita propagar
soluciones de forma indefinida), la presencia de simetrias locales se traduce en
modelos localmente isétropos; los fenémenos de bifurcacién se estudian asimismo

1 Un caso particularmente simple corresponde a las EDO de primer orden cuando se expresa,
una solucién particular més un constante que representa la accién del grupo de traslaciones



en términos de ruptura de simetrias que pueden presentarse de forma continua
6 discreta controlada por relaciones de adyacencia entre subgrupos.

Las relaciones de adyacencia se representan globalmente de forma simbdlica
mediante grafos cuyos nodos representan subgrupos y cuyas aristas representan
relaciones de inclusién. Estos grafos permiten visualizar los subgrupos como un
conjunto parcialmente ordenado (poset) que es equivalente a una representacién
de las geometrias asociadas a las acciones de grupos. En este capitulo sélo se
considera el caso continuo de dimensién finita asociado a grupos de Lie. Los
subgrupos discretos de grupos clasicos tienen asimismo interés en la clasificacion
de singularidades de funciones que se aborda en los médulos 3 y 4 de Topologia
Diferencial. No consideraremos otras aplicaciones de la ruptura de simetrias
relacionadas con la Mecdnica Cudntica (médulo 7) o con la Robdtica de la
locomocién (ver médulos y 6 del Curso de Robética).

0.1.3. Propagacion casi-homogénea

M34s recientemente, un gran nimero de propiedades (incluyendo fenémenos
de propagacion) locales 6 globales se expresan algebraicamente mediante la ac-
cién G x X — X de algin grupo G sobre un espacio topoldgico soporte X. La
existencia de un entorno homogéneo 6 de una orbita G * x densa simplifica el
andlisis de la “homogeneidad”. Este andlisis conduce de forma natural a impo-
ner C"-estructuras sobre el grupo G que sean compatibles con la topologia del
espacio soporte X sobre el que actian. Las C"-estructuras adicionales que con-
sideramos maés frecuentemente sobre un grupo G que actiia sobre un C"-espacio
X son de tipo algebraico, analitico 6 diferenciable.

En general, sélo se dispone de una estructura dada por “paquetes de 6rbi-
tas” (orbifolds) con diferentes modelos de propagacién. La existencia de estas
estructuras adicionales permite dotar a los cocientes topolégicos X/G de una
estructura de CT-espacio, simplificando el andlisis de las propiedades del es-
pacio original X. Este enfoque se aplica tanto al caso de variedades topolégi-
cas finito-dimensionales como al caso de espacios de funciones sobre los actian
(pseudo)grupos de C"-equivalencias.

Actualmente, existe un gran nimero de problemas abiertos para describir
variedades o espacios de funciones como “paquetes de érbitas” por la accién
algebraica (resp. infinitesimal) de grupos (resp. dlgebras) de Lie. Los casos mds
interesantes para variedades corresponden a las dimensiones 3 y 4 (ver el médulo
5 de Topologfa Diferencial para una introduccién). Los casos mds interesantes
para espacios de funciones estan relacionados con la clasificaciéon de gérmenes
de aplicaciones (médulo 4 de TopDif) y de sistemas dindmicos (médulo 6).Al-
gunas aplicaciones recientes de este enfoque estan relacionadas con la Dindamica
Computacional de Fluidos, la gestién de “caracteres” (avatares) en Animacién
2 6 el médulo Byg (Visualizacién Avanzad) para una introduccién).

2 ver el médulo Baa (Animation and Simulation) de la materia A4 (Computer Graphics)



0.2. OQutline of the chapter

Ademsés de esta introduccién y una seccién de Complementos (Conclusiones,
Practicas, Retos, Referencias), este capitulo tiene 4 secciones etiquetadas como

1. En la primera seccién se presentan los grupos clésicos como “ejemplos rele-
vantes” de grupos de Lie; la presentacion tiene un caracter descriptivo con
comentarios caso por caso, que es complementario del enfoque algebraico
al estilo de Warner u otros manuales similares y que sélo se mencionan
(sin demostracién de resultados en la tltima subseccién).

2. En la segunda seccién se describe la estructura diferenciable de los grupos
presentados en la primera secciéon usando las propiedades de morfismos
(sobre todo submersiones) que se ha desarrollado en la segunda parte del
capitulo anterior; se describen de forma explicita los espacios tangente en
el elemento neutro a los grupos maés utilizados en el curso.

3. En la tercera seccion se muestran propiedades de las dlgebras de Lie su-
perpuestas a los espacios tangentes descritos en la seccién anterior.

4. La seccién cuarta esta dedicada a presentar algunos rudimentos de la
Teoria de Representacién que son relevantes para comprender algunas apli-
caciones, especialmente las relacionadas con las interacciones del modelo
estandar.

0.2.1. Methodological issues

En el primer capitulo de este médulo 2 se ha centrado la atencion en las
estructuras mas simples (fibrados como productos localmente lineales) que se
pueden superponer a los objetos bésicos (variedades diferenciables inicialmente,
aunque el formalismo se extiende a cualquier tipo de variedades). La compara-
cién entre estructuras se realiza usando morfismos, es decir, pares de aplicaciones
entre estructuras y variedades bases, para las que , inicialmente, se impone la
condicién de hacer conmutativos los diagramas correspondientes al cambio de
espacio base 3.

Las “buenas propiedades” de dichos morfismos permiten construir subvarie-
dades anadiendo condiciones simples de verificar sobre los espacios base. Una
cuestion que surge de forma natural es la siguiente: ;Es posible generar varie-
dades o morfismos mediante acciones (locales o globales) de grupos o, en su
version infinitesimal, de algebras?.

En este capitulo concentramos la atencién en el estudio de las propieda-
des mas basicas de grupos de Lie dados por grupos de matrices con estructura
diferenciable que actian sobre variedades de clase C'°°. Buena parte de las pro-
piedades que mostraremos se extienden a otros tipos de C"-grupos y a otros

3 El enfoque basado en morfismos se etiqueta como “relativo” y es el predominante en

GAGA



tipos de C"-variedades (algebraicas 6 analiticas) e incluso al caso discreto. No
obstante, para fijar ideas nos restringiremos a la categoria C'**°. Las aplicaciones
bésicas més importantes conciernen a la estructura de espacios homogéneos.
Otras aplicaciones mas avanzadas estédn relacionadas con espacios localmen-
te simétricos (de gran interés en Robdética y Visién Computacional), las teorias
de unificacién para los diferentes tipos de interacciones en Fisica-Matematica
(que desarrollaremos con més detalle en el médulo Ay7) 6 fenémenos de bifur-
cacién equivariante para sistemas dindmicos (cuyas componentes topoldgicas se
abordan en él médulo A4s (Dynamical Systems) de A, (Differential Topology).

0.2.2. Some applications

En este materia A; se desarrollan sobre todo aplicaciones a Fisica Teérica
que estén relacionadas con las GUT (Theories of Great Unification). El objetivo
de las GUT estd relacionado con la unificaciéon entre las interacciones

= Gravitatoria con el grupo de Lorentz SO(1, 3) x R? como grupo estructural;
= Electromagnética con el grupo unitario U(1) como grupo estructural;

= Débil (fuera del nicleo) con el grupo especial unitario SU(2) como grupo
estructural; y

= Fuerte (dentro del nticleo) con el grupo especial unitario SU(3) como
grupo estructural.

Las tres ultimas corresponden al Modelo Estindar en Mecanica Cudntica cuyo
grupo estructural ambiente es el productoU (1) x SU(2) x SU(3) de grupos clési-
cos de Lie compactos. Atin no se ha conseguido unificar el modelo estandar con
(una cuantizacién de) la interaccién gravitatoria. El candidato més satisfactorio
desde el punto de vista matemadtico es la teoria de supercuerdas, para la que
se ha desarrollada una teorfa de supergrupos (incluyendo ruptura y captura de
simetrias) y las correspondientes super-variedades “*

La comprensiéon de estos tépicos requiere elementos mas avanzados de Topo-
logia Diferencial que se desarrollan en el médulo Ays. Por ello, en esta materia
nos limitamos a cuestiones méas basicas relacionadas con aspectos basicos de la
Mecénica Analitica en su formulacién diferencial (Hamilton-Jacobi) y a cada
una de las interacciones por separado, introduciendo las nociones bésicas de
Relatividad y Mecénica Cuéntica cuando correspondan.

Las aplicaciones a diferentes areas de Ingenieria se presentan en la parte II
de estas notas, cone special atencién a la Mecénica Computacional de Medios
Continuos Bj, Visién Computacional Bs, Robdtica Bs e Informatica Grafica
By. Las aplicaciones a otras areas de Quimica-Fisica, Cristalografia o Diseno
Molecular estan dispersas en varios de los médulos que se acaban de mencionar.

4 Para una introduccién ver el capitulo 4 del médulo Asy (Geometric Topology) de la
materia As (Algebraic and Geometric Topology).



Las aplicaciones a Teoria Econémica aparecen en los tltimos capOitulos de cada
uno de los médulos de esta materia.

0.3. Basic references

Sélo se incluyen algunos de los libros de texto méas usuales relacionados con
el enfoque desarrollado a lo largo del capitulo. Una relacién méas completa se
puede ver an e subseccion §5,4 de este capitulo.

[Bum04] D. Bump: Lie Groups, Graduate Texts in Mathematics, vol. 225,
Springer, New York, 2004

[Bro85] T. Brocker, T. tom Dieck : Representations of Compact Lie Groups,
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42. Springer-Verlag, New York-Heidelberg, 1977
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1 Nociones basicas de grupos de Lie 10

1. Nociones basicas de grupos de Lie

En esta seccion se presentan algunas nociones basicas de caracter topoldgico
y algebraico sobre grupos de Lie G que proporcionan soporte a todos los grupos
clasicos que constituyen el ntcleo central del capitulo. El enfoque adoptado es
de tipo algebraico, a diferencia del predominante en la seccién siguiente donde
se adopta un enfoque diferencial asociado a a la accién infinitesimal del dlgebra
de Lie g :=T.G.

Los casos més interesantes en Geometria corresponden a la accién de grupos
de dimensidn finita para r = oo (caso diferenciable), r = w (caso analitico) y
r = alg (caso algebraico). La Teoria Topoldgica y Algebraica de Grupos de Lie
proporciona soporte comun a todas ellas. En esta asignatura estamos interesados
sobre todo en el caso r = 0o en cuyo caso se habla simplemente de grupos de
Lie. Otros casos de interés en Algebra afectan a la accién de grupos discretos
(habitualmente finitos) que no se consideran aqui. °

En Topologia Diferencial tiene interés estudiar la accién de grupos infinito-
dimensionales que son subgrupos del grupo de los Homeomorfismos de Varieda-
des que conservan algin tipo de estructura (diferenciable, algebraica, analitica),
6 bien alguna forma cuadrética o multilineal. La estrategia habitual consiste en
linealizar el problema, pasando a la accién del algebra de Lie sobre el espacio
tangente a una B-6rbita de (el germen de) una aplicacién f : K* — KP Este
caso presenta una dificultad mucho mayor y se aborda en los médulos 3 y 4 del
Curso de Topologia Diferencial.

Debido a la falta de tiempo y al cardcter muy especifico (que afecta a grupos
topoldgicos, sobre todo), algunos resultados clave se presentan sin demostracion.
Un ejemplo tipico es el Teorema del Subgrupo (llamado también Tercer Teorema
de Lie) que permite caracterizar como subgrupos de Lie a los subgrupos cerrados
de un grupo de Lie. Una consecuencia del Teorema del Subgrupo (presentado
més arriba) y de la caracterizacién de variedades como imégenes reciprocas de
subvariedades regulares muestra que los O(n), SL(n;R) y SO(n; R) son subgru-
pos de Lie cerrados.

La primera subseccién estd dedicada a presentar las definiciones bésicas y las
descripciones de los grupos clasicos como subgrupos del grupo lineal general que
conservan alguna forma cuadratica o alguna forma bilineal no-degenerada. En la
segunda subseccién se presentan los célculos explicitos relativos al espacio tan-
gente al grupo en la matriz identidad (elemento neutro para la multiplicacién).
La tercera recupera la estructura localmente euclidea que permite trasladar el
calculo diferencial e integral bien conocidos del Andlisis de Funciones de varias
variables (reales o complejas). La tiltima subseccién presenta algunos resultados
topoldgicos de interés para un tratamiento abstracto mas general de los grupos
de Lie que, por falta de tiempo, tampoco se desarrolla en este Curso. ¢

5 Para algunas aplicaciones relacionadas con Singularidades de Funciones ver el médulo 3
de Topologia Diferencial
6 Para detalles topoldgicos ver el libro de Pontrjagin o bien [Oni90], [Kir04]
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1.1. Grupos y morfismos de grupos topolégicos

En esta subseccion se introducen las nociones béasicas de grupo de Lie y
morfismos de grupos de Lie. Ademas del cardcter funtorial (comun a todas las
geometrias), los conceptos introducidos son relevantes para cuestiones topoldgi-
cas (espacios recubridores de grupos) y en Teor{a de Representacién (ver dltima
seccién del capitulo). El formalismo para grupos es muy similar al de dlgebras,
pero para fijar ideas, sélo consideramos grupos y nos restringimos inicialmente
al caso finito-dimensional.

1.1.1. Nocién de grupos de clase C"

Definicion.- Diremos que G es un grupo topoldgico si es un espacio Hausdorff,
es un grupo algebraico y la composicién G x G — G | (g, h) — gh~! es continua.

Ejercicio.- Dado un grupo topolégico G, se definen la traslacion a la derecha
R:G — G | Ry :=bay la traslacion a la izquierda L : G — G | L, := ab.
Razona por que ambas son bicontinuas.

Nota.- Esta construccién se extiende a acciones de grupos sobre espacios.
Tiene gran interés para la clasificacién de gérmenes de aplicaciones f € C"(n,p)
que se desarrolla en los médulos 2 y 3 de Topologia Diferencial, denotandose la
accién izquierda-derecha mediante k fh~! que es una extensién al caso topolégico
de la doble accién de conjugacion KM H~! de GL(p) x GL(n) sobre las p X n-
matrices M que representan las aplicaciones lineales K™ — KP.

Definicion.- Diremos que G es un grupo de clase C" si es un grupo topolégico
con una estructura de C"-variedad, es decir, tal que la aplicacién G x G — G
dada por la asignacién (g1, g2) le lleva en glgz_1 es de clase C".

Ejemplo bdsico.- Cualquier espacio vectorial finito-dimensional es un grupo
de Lie conexo.

La conexividad es muy importante, pues permite conectar mediante acciones
de grupos (representadas por producto de matrices en el caso de grupos matri-
ciales) el “desplazamiento” o la realizacién de caminos en el espacio ambiente.
Algunos de los grupos de Lie més relevantes son no-conexos:

= El grupo lineal general GL(n;R) correspondiente a los automorfismos de
un espacio vectorial n-dimensional V' sobre el cuerpo real R tiene 2 com-
ponentes conexas que denotamos mediante GL™ (n;R) y GL™(n;R) segtin
que su determinante sea positivo o negativo; la primera componente es
la componente conexa de la matriz identidad I, y se denota en general
mediante G¢ (componente conexa del elemento neutro e € G).

= Cualquier grupo de Lie discreto es un grupo de Lie desconectado y, en
particular, 0-dimensional. Algunos de los mas sencillos son grupos de per-
mutaciones, raices de la unidad 6 simetrias discretas (en espacios euclideos
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o hiperbdlicos), p.e. Su aplicacién al estudio de funciones o de siste-
mas dindmicos permite estudiar gran nimero de problemas relacionados
con cuestiones de ramificacion, bifurcaciéon 6 fenémenos de propagacion
anisotropa.

La representacién de grupos finitos o discretos sobre espacios vectoriales
mediante aplicaciones en Aut(V)permite visualizar propiedades geométricas de
dichos grupos. Un ejemplo tipico sencillo corresponde a las raices de la unidad de
2% =1 que se representan como giros de angulo 27 /k de uso comtin en Algebra
Bésica y en Funciones Analiticas de una Variable Compleja. Otros ejemplos
relativos a representaciones de las permutaciones mediante matrices son bien
conocidos del Algebra Basica.

Una presentaciéon mas sistematica a la Topologia de Grupos de Lie se pre-
senta en la ultima subseccién.

Ejercicio.- Comprueba que la definicién de grupo de Lie para un grupo
topoldgico G es equivalente a que las aplicaciones (g1, g2) — gi1g2 y g9~ ' sean

de clase C".

1.1.2. Morfismos de grupos de Lie

Llamamos morfismo de grupos de Lie a cualquier aplicacién ¢ : G — G’ de
clase C'*>° que sea un homomorfismo de grupos , es decir ¢ es compatible con las
leyes de grupo definidas sobre los grupos de partida y llegada:

©(91 *a 92) = @(g1) *a' ¢(g2) Vg1,92 € G

Para fijar ideas, visualiza el grupo S, de las permutaciones de n elemen-
tos en términos matriciales; en este caso, la composicién de permutaciones se
representa como el producto de las matrices que las representan. Ejercicio.-
Compruébalo para n = 3 y extiende esta observaciéon al grupo alternado.

El producto de grupos de Lie es un grupo de Lie, pero el cociente no tiene
por qué ser siquiera un grupo (de entrada es necesario que el denominador sea
un subgrupo normal. La relacién entre productos y morfismos de grupos de Lie
es bastante sutil, tal y como muestra el ejercicio siguiente:

Ejercicio.- Demuestra que la aplicacién p : G X G — G es un homomorfismo
de grupos si y solo si el grupo G is abeliano.

Las propiedades habituales de morfismo de grupos (inyectividad, suprayec-
tividad, biyectividad) se extienden de forma natural a morfismos de grupos de
Lie. En particular, diremos que ¢ es un isomorfismo de grupos de Lie, si es un
homomorfismo biyectivo entre grupos de Lie con inversa de clase C*°.

Cuando el grupo de llegada G’ es el grupo lineal general GL(n; K) para algin
n se dice entonces que el morfismo ¢ : G — GL(n;K) es una representacion
lineal del grupo G. Diremos que una representaciéon lineal ¢ es fiel si ¢ es
inyectiva, es decir, Ker(¢) = e donde eg es el elemento neutro de G.
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Ejercicio.- Muestra una representacion lineal del grupo de las permutaciones
de n letras en GL(n;K) que sea fiel y tenga dimensién minimal.

1.1.3. Comentarios y Ejemplos

1. La componente conexa G¢ del elemento neutro e € G es un subgrupo de
Lie cerrado de G. Las componentes conexas de G son difeomorfas (jcudl es
la componente conexa de la identidad en GL(m;R)?). Por ello, el cociente
G/G® es un conjunto discreto que parametriza el conjunto de componentes
conexas de G.

2. El grupo de traslaciones en un espacio euclideo es un grupo de Lie.

3. El grupo de unidades K* es un grupo de Lie (respecto a la multiplicacién).

4. Si H es un subgrupo normal cerrado de un grupo de Lie G, entonces G/H
es un grupo de Lie. En este caso P(G/H, H) es un fibrado principal sobre
G/H con grupo estructural H.

5. El grupo St := {z € K | |z|| = 1} es un grupo de Lie cuando K es el
cuerpo de los reales 6 de los complejos 6 bien el algebra de los cuaterniones.

6. Si G y H son grupos de Lie, entonces G x H es un grupo de Lie. En
particular, el toro m-dimensional T™ := S! x ... x S! es un grupo de
Lie m-dimensional compacto conexo conmutativo.

7. La aplicacién R/Z — S' dada por la asignacién ¢ — €?™ define un iso-
morfismo entre grupos de Lie.

8. Sea V un espacio vectorial n-dimensional sobre el cuerpo K =R, C 6 H,
donde representamos al dlgebra H de los cuaterniones mediante

H — {( ol ) € GL(2,C)}

Entonces GL(n;K) := Autg (V) es un grupo de Lie, es decir, la aplicacién
GL(n;K) x GL(n;K) = GL(n;K) | (A,B)— A.B

es de clase C*°. Esta condicién “se comporta bien” por restriccion y da
la estructura de grupo de Lie para cada uno de los grupos clédsicos que
describimos en el niimero siguiente. Més abajo veremos un procedimiento
topoldgico alternativo para mostrar la estructura como variedad diferen-
ciable, sin usar cartas coordenadas locales.
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1.1.4. Apéndice: Subgrupos de Lie

Este apartado se puede saltar en primera lectura, pues tiene un caracter
mas avanzado que el resto de la seccién; se incluye sélo a titulo informativo y se
desarrolla con mas detalle en el curso sobre Grupos y Algebras de Lie (Seminario
con J.Gliemes). Una cuestién natural es preguntarse cuéndo un subgrupo H
de un grupo de Lie G es un subgrupo de Lie, es decir, cuando es una C"-
subvariedad. El siguiente resultado da la respuesta:

Teorema del subgrupo.- Un subgrupo abstracto H de un grupo de Lie G es
una subvariedad si y s6lo H es un subgrupo cerrado.

Nota.- La implicacion = es evidente. La inversa es bastante mas dificil y
no se demuestra aqui (Teorema de Cartan). Como consecuencia inmediata, se
tiene que todos los subgrupos del grupo lineal general que consideramos en este
capitulo son subgrupos de Lie.

Corolario 1.- Cualquier homomorfismo continuo f : G — H entre grupos de
Lie es de clase C'*

Demostracion.- El grafo T'y := {(g9,h) € G x H | f(9) = h} de f es un
subgrupo cerrado de G x H. En virtud del Teorema del Subgrupo, I'; es una
subvariedad suave. Por ello, la proyecciéon 7g |r,: I'y — G sobre la primera
componente es suave. Es facil verifica que la asignacién g € G — (g, f(g)) € T'y
es suave. Por ello, la aplicacién f = myo(mg |r,) es composicién de aplicaciones
suaves y por tanto, suave.

Corolario 2.- Cualquier grupo topolégico tiene a lo sumo una estructura de
grupo de Lie 7.

Nota histdrica.- El Quinto Problema de Hilbert (1900) planteaba si cual-
quier grupo topoldgico que sea una variedad tiene una estructura de grupo de
Lie (compatible con la estructura de variedad). Montgomery, Zippin y Glea-
son (1951) demostraron que cualquier grupo topoldgico que sea una variedad
topoldgica, es decir, de clase C° admite una tnica estructura como grupo de
Lie.

Notese la gran diferencia que existe con los resultados que se muestran en la
Topologia Diferencial de Variedades segtn los cuales s6lo existen “esencialmen-
te” dos categorias de clase C° y las de clase C°°, pues cualquier objeto (variedad
o aplicacién) de clase C" para r > 1 se “puede aproximar” por objetos de clase
C que son “densos” (forman un conjunto “residual”) para la topologia débil.

Ejercicio 1.- Si p: G X G — G es suave, demostrar que ¢ : G — G es suave
(indicacion: Utiliza el Teorema de la Funcién Implicita.

Ejercicio 2.- Sea G un grupo de Lie y G, la componente conexa del elemento
neutro e € G. Demuestra que G, es un subgrupo normal cerrado de G (por ello,

7 Nétese la diferencia con las dlgebras de divisién en las que S7 admite 28 estructuras
diferenciables no-equivalentes entre si (J.Milnor, 1963)
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G/H tiene estructura no sélo de espacio topoldgico cociente, sino también de
grupo cociente como grupo de Lie).

1.2. Descripcion de Grupos Clasicos

Un grupo cldsico es un subgrupo del grupo lineal general GL(n;K) correspon-
diente a las matrices A cuyo determinante es no-nulo. Este grupo proporciona la
representacién natural para los automorfismos Aut(Vg') de un espacio vectorial
n-dimensional V' sobre un cuerpo K. Fijada una referencia en V' cualquier auto-
morfismo se representa mediante una matriz regular, es decir, con determinante
no-nulo.

Con la notacién anterior, introducimos los grupos siguientes:

1.2.1. Subgrupos basicos
Grupo especial lineal

SL(n,K) := {A € GL(n; K) | det(A) = 1}

que conserva la “forma de volumen” representada por el determinante de una
matriz.

Grupo ortogonal caracterizado por la conservacién de la matriz identidad
en coordenadas reales (que representa la métrica euclidea), es decir,

O(n):={AcGL(m;R)| TAA=T}

que también se describe en términos del producto < z,y >:= > z;y; como
O(n) = {A € Aut(WR) |< Az, Ay >=< z,y > Va,y € Vr} .

Grupo unitario caracterizado por la conservacion de la matriz identidad
en coordenadas complejas (que representa la métrica hermitica), es decir,

Un):={AcGL(n;C)| TAA=T}

que es conexo (verificadlo como ejercicio) y que también podemos describir en
términos del producto < z,y >:= Y x;§; como

Un) := {A € Aut(Vp) |[< Az, Ay >=< z,y > Vz,y € Vc} .
Para n =1 es el grupo asociado a la interaccion electromagnética.

Grupo simpléctico caracterizado por la conservacién del anti-automorfismo
J asociado a la conjugacién compleja, es decir,

Sp(n) :={A € Aut(Vu) | TA.JA=J}
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donde, si I,, denota la n X n-matriz identidad, entonces

0 —I,
Ty = (In 0 >eGL(2n,(C)

Este grupo conserva la matriz asociada a las ecuaciones estructurales del movi-
miento en Mecédnica Analitica Clésica. 8

Con maés generalidad, para cualquier forma bilineal B : V' x V' — W sobre
un espacio vectorial real W, se tiene que

Gp = {Ac Aut(V) |< Az, Ay >=< z,y >Vx,y € V}

es un grupo de Lie. Un ejemplo de gran interés en Relatividad Especial viene
dado por

Grupo de Minkowski ubicuo en relacién con fenémenos de propagacién
(desde D’Alembert) y sobre todo en Relatividad Especial

0(3,1) :={A€GL(4C)| TAgA=g}

donde g es la métrica de Minkowski dada por g = (dx? + dy? + dz?) — dt? con
matriz diagonal (1, 1,1, —1); en muchos textos de Fisica se de denota mediante
O(1, 3) con las re-interpretaciones inmediatas a para los signos. La extension a
espacios de dimensién arbitraria es inmediata y se denota mediante O(n,1) o
bien mediante O(1,n).

Ejercicio.- Demuestra que O(1,3) es no-compacto y que tiene 4 component
conectas de acuerdo con el signo del determinante (dos posibilidades) y el signo
de la entrada (0,0) (dos posibilidades). A la componente del elemento neutro
(matriz identidad) se le denota en Fisica mediante 01(1, 3).

1.2.2. Subgrupos clasicos obtenidos como interseccién

Los demas grupos clasicos se deducen a partir de los ya citados por opera-
ciones algebraicas bésicas. Asi, p.e., tenemos:

Grupo Especial Ortogonal asociado a variedades riemannianas

SO(n) := SL(n;R)NO(n) = O(n; R)!

Para n = 2 6 3 representa las rotaciones del plano o del espacio ordinario,
respectivamente; en todos los demads casos, sus elementos no se pueden inter-
pretar como rotaciones del espacio ordinario. Para n = 4 es un grupo no-simple
(es producto de dos grupos) que estd estrechamente relacionado con los cuater-
niones; a principios de los noventa se decia que esta propiedad estd vinculada a
la existencia de estructuras diferenciables no-estdndar sobre R*.

8 Ver capitulo 7 de este médulo 2 para una introduccién geométrica 6 [Gui83] para un
tratamiento maés sistematico
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Grupo Especial Unitario asociado a variedades hermiticas

SU(n) = SL(n;C)NU(n)

Es el grupo estructural para la Geometria de las Variedades Complejas. Para
n = 2 es el grupo asociado a la interaccién débil (exterior del niicleo). Paran = 3
es el grupo asociado a la interaccién fuerte (interior del nicleo). Por ello, las
representaciones de ambos grupos proporcionan informacién crucial para el zoo
de particulas elementales.

1.2.3. Grupos asociados a geometrias lineales

Grupo lineal proyectivo.- Es el grupo estructural de la Geometria Pro-
yectiva:

PGL(n;K) := GL(n; K)/K*

para cualquier cuerpo K, donde K* es el subgrupo cerrado normal de las n x n-
matrices diagonales AI,, para A € K*. Este grupo recibe el nombre de “homo-
grafias” en la Geometria Proyectiva Clasica.

Grupo Afin Es el grupo estructural de la Geometria Afin. Se define co-
mo el producto semidirecto del grupo lineal general GL(n;K) por el grupo de
traslaciones K™. Por ello, sus elementos son de la forma

At
( To | > , Ae GL(n;K) , t e K"
conserva el paralelismo donde t representa una traslacién. Si A € SL(n;K),
entonces conserva los volimenes orientados.

Grupo Euclideo Es el grupo estructural de la Geometria Euclidea. Se define
como el producto semidirecto del grupo especial ortogonal SO(n) = SL(n;R) N
O(n) por el grupo de traslaciones R™. Por ello, sus elementos son de la forma

(T‘% ;) , A€ GL(mK) , x € K"

conserva longitudes (y, por consiguiente, dngulos), por lo que conserva &reas,
volimenes, etc orientados. Notese que una transformacion que conserva distan-
cias (euclidea) conserva dngulos (conforme) y, por consiguiente, conserva dreas
6 volimenes (llamada en algunos casos equiforme), pero que el reciproco no es
cierto.

En los casos de baja dimensién (es decir paran = 2 6 n = 3) la representa-
cién del grupo euclideo mediante pares {R,t} dados por una rotacién R y una
traslacién t permite expresar la accién del grupo sobre un espacio cartesiano
mediante

{Rit}x=Rx+t VxeR"
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(para n > 4 hay que reemplazar la rotacién R por un elemento de SO(n;R)).
Aplicando dos veces esta operacién a cualquier x € R se tiene

{R27t2}{R1,t1}X = RQ(R1X =+ tl) +ty = RoRix+ (tg + Rgtl) R
por lo que, la composicién se escribe de forma abreviada como

{Ra,t2}{R1,t1} = {R2Ry, t2 + Roty}

donde la inversa se calcula como:

{R,t}7" = {R7,-R7't}

La caracterizacion del grupo euclideo como el grupo de transformaciones que
conservan la métrica euclidea esta justificada por el resultado siguiente:

Ejercicio 1.- Demuestra que cualquier si una transformacion arbitraria del
espacio cartesiano ordinario conserva la métrica euclidea, entonces es producto
de una matriz ortogonal y una traslaciéon. Nota.- Este resultado justifica la
descripcién presentada mas arriba.

Ejercicio 2.- Demuestra que cualquier inversién conserva angulos pero no
distancias (indicacion: utiliza la representacién compleja dada en términos de
transformaciones fraccionarias y la férmula de Euler).

Nota.- Como cualquier transformacién conforme del plano (llamada tam-
bién transformacién fraccionaria o de Moebius) es composicién de homotecias,
traslaciones e inversiones, el ejercicio anterior demuestra que cualquier transfor-
macién conforme conserva los dangulos. Nétese que ésta es una condiciéon més
débil que la conservacién de la métrica pero mas fuerte que la conservacién de
las dreas (tipica del grupo especial lineal).

Una aplicacién reciente de las transformaciones conformes es la asistencia
a la animacion de personajes; la estimacién de las transformaciones a realizar
requiere elementos adicionales (Christoffel) vinculados para cada uno de los tres
modelos complejos 2-dimensionales (Teorema de Uniformizacién). Estos tpicos
se abordan en el ultimo mdédulo de Informética Gréfica.

1.2.4. Algunas Propiedades Conjuntistas interesantes

GL(n,C) NSO(2n;R) = U(n).

GL(n,R) NnSO(2n;R) = O(n;R).
= O(n;R) — SO(n+ 1;R).
= U(n) = GL(n,C) N O(2n;R) N Sp(n) °.

9 Esta igualdad aparentemente inocente “codifica” buena parte de la Geometria de las
Variedades Kéhler en Geometria Algebraica Diferencial Compleja; ademés se tiene que la
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= Gram-Schmid real: GL(n,R) es difeomorfo al producto del conjunto Dgr
de las matrices triangulares superiores por el grupo ortogonal O(n;R).

= Gram-Schmid complejo: GL(n,C) es difeomorfo al producto del conjunto
D¢ de las matrices triangulares superiores por el grupo unitario U(n).

» Si A € O(3,1), entonces det(A)? = 1. Esto da dos posibilidades +1 para
el valor de det(A). Por otro lado, como
ago — (afy +ajy +a3p) =1,

tenemos que a?, > 1, por lo que el signo de agy puede ser positivo 6
negativo . En resumen, tenemos 4 componentes conexas para O(3,1)
que representamos (siguiendo la notacién usual en Gravitacién) como

0(3,1) = SOB,1)" U ApSO(3,1) U ArSO(3, 1) U AprSO(3,1) .

En particular, el cociente O(3,1)/S0(3,1) tiene 4 elementos que denotamos
mediante I, y las matrices
1 -1 -1

-1 1 -1
= 1 ) APT -

-1 1

Ap =

Por analogfa con el grupo euclideo, dado como el producto semidirecto del grupo
(especial) ortogonal por el grupo de traslaciones, el grupo de Poincaré se define
como el producto del grupo O(n, 1) por el grupo de traslaciones. Por ello, es un
subgrupo lineal de GL(n + 2; R)

Nota.- Con mas generalidad, Iwasawa demostré que si G es un grupo de Lie
conero, entonces G se puede descomponer en producto de un subgrupo compacto
mazximal H y un espacio topolégico contractible, es decir, homeomorfo a un
espacio euclideo (no es elemental).

A continuacién se reproduce un cuadro (tomado de Sattinger y Weaver)
donde las flechas denotan las relaciones de inclusién entre los diferentes grupos
clasicos

GL*(2n,R)
T
GL*(n,R) — GL(n,R) — GL(n,C) — GL(n,H) — GL(2n,C)
T T T ) T
SO(n) — O(n) — U(n) —  Sp(n) —  Sp(n,C)
1 1
SO(2n) U(2n)

estructura asociada a la intersecciéon de dos cualesquiera de los 3 grupos clasicos determina la
tercera (M.Atiyah, 19787). Este resultado es altamente no-trivial y se comenta en el médulo
7 (Unificacién de interacciones) y en capitulos avanzados del Curso de Geometria Algebraica

10 La versién diferencial de esta matriz aparece asociada a la métrica de Minkowski (ver
médulo 5) que juega un papel clave en relacién con el operador de ondas (D’Alembert, Laplace-
Beltrami) y en particular con cuestiones de Relatividad Especial (ver médulo 7)
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Este diagrama pone de manifiesto las relaciones entre las diferentes geo-
metrias cldsicas en términos de las relaciones basicas entre sus grupos estructu-
rales. De acuerdo con el Programa de Erlangen de F.Klein (1873), la descripcién
de una geometria equivale al estudio de las propiedades invariantes de su grupo
estructural G. Las geometrias mas tradicionales correspondientes a la jerarquia
usual (euclidea, afin, proyectiva) se obtienen como el producto semidirecto de
alguno de los grupos del diagrama con el grupo de las traslaciones é bien como
el proyectivizado de alguno de estos grupos.

1.3. Estructura Localmente Euclidea de los Grupos Clasicos

Para fijar ideas, supongamos que K = R. Entonces, parametrizamos local-
mente el grupo lineal general Aut(Vg) = GL(n;R) como subconjunto del espacio
vectorial End(Vg) = M(n;R) ~ R™ por las entradas a;; de la matriz A que re-
presenta cada elemento de Aut(Vk), una vez elegida una base. La norma euclidea
usual definida sobre R"* da por restriccion

JAI? = > Jai; |?
)
Se tienen las siguientes propiedades (comprobarlas como ejercicio):
L [[A+ B[ < || Al + [ B]-

2. [|A.B| < [lA[L.[1BI[-

3. Si||X]| <1 entonces A =1+ X € GL(n,R) (indicacién: mostrar que la
serie B =1 — X + X? — ... converge).

La 1ltima propiedad permite construir un entorno de la identidad I,, en
GL(n,R) mediante {A € GL(n,R) | |A — I|| < 1}. En términos coordenados,
estd dado por

xij(A)zaij—dij, ISZ,]STL

La descripcién de este entorno de I, permite obtener por traslacién un en-
torno de cualquier punto B € GL(n,R).

1.3.1. La aplicacion Exponencial. Propiedades

Esta aplicacion permite reconstruir un “pequeno” entorno del origen dado
por la matriz identidad I para los grupos de matrices (para grupos més genera-
les, el origen estd representado por el elemento neutro e € ) . Para un entorno
del “origen” suficientemente pequeno, la aplicacion exponencial

exp : T.GL(n;R) — GL(n;R)
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dada por la asignacién

X X2 X
exp(X) 5:I+ﬂ+j+'“+ o
es convergente; de hecho para || X|| < 1. Por ello, es este caso la exponencial
toma valores efectivamente en (la componente conexa de I de) GL(n;R).

+...

Ejercicio.- Verifica las propiedades siguientes:

" Si XY =YX = exp(X +Y) = exp(X).exp(Y). Cuando XY # Y X,
existe una complicada férmula debida a Baker-Campbell-Hausdorff que
relaciona ambos términos.

= Para cualquier X, se tiene que A := exp(X) es inversible y A~! =
exp(—X).

= Para cualquier X, exp( 7X) = Texp(X).

Para un entorno suficientemente pequeno del origen, la aplicacién exponen-
cial es biyectiva.

1.3.2. Grupos uniparamétricos como grupos de Lie

La introduccién de grupos uniparamétricos (ver §1,5,10) dados por exponen-
ciales para el estudio de buenas parametrizaciones locales de un entorno de la
identidad fue desarrollado sistematicamente por I.Schur (1890) y J.E.Campbell
(1897). La idea original se debe no obstante a S.Lie en relacién con la obtencién
de transformaciones localmente finitas mediante la exponenciacién de transfor-
maciones infinitesimales (dadas por campos vectoriales, en la terminologia més
moderna de H.Weyl)

En general, la exponencial de cualquier X € g toma valores en G, cualquiera
que sea el grupo de Lie G. Para demostrarlo debemos usar la descripcién global
del fibrado tangente a cualquier grupo de Lie G como un producto G x g (ver
§2,5,17) y la descripcién del dlgebra de Lie g := T.G como el conjunto de campos
vectoriales invariantes a la izquierda (ver §2,5,8). Tomando las exponenciales
de dichos campos vectoriales, obtenemos curvas integrales de los campos que
parametrizan localmente un entorno del elemento neutro, y por traslacién un
pequeno entorno de cualquier elemento del grupo que pertenezca a la misma
componente conexa.

En el §1,5,10 se ha mostrado cémo el valor de X,(0) € T.G determina el
valor de X,(\) para A € R. Este resultado se globaliza de la forma siguiente: la
asignacion que a cada grupo uniparamétrico (conteniendo al elemento neutro) le
lleva en el vector tangente X,(0) € T.G a la imagen (calculado en la identidad)
define una aplicacién biyectiva entre el conjunto de subgrupos uniparamétricos
y el dlgebra de Lie de los campos vectoriales (esta correspondencia se extiende
al caso de subgrupos conexos, usando Frobenius; ver §2,6 para detalles).
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En consecuencia, si G es un grupo de Lie de dimension d, el conjunto de fa-
milias d-dimensionales de grupos uniparamétricos de un grupo de Lie G es igual
al conjunto de parametrizaciones locales del grupo de Lie G. Esta descripcion
basada en la aplicaciéon exponencial, permite construir un “diccionario” entre
propiedades locales de grupos y de algebras de Lie.

En particular, cuando se estudia la topologia de los grupos de Lie se de-
muestra que cualquier grupo de Lie conexo G estd generado por un entorno del
elemento neutro e € G. En virtud de este resultado, se tiene que cualquier grupo
de Lie es paracompacto.

No obstante, existen algunos inconvenientes que limitan el alcance de este
enfoque. Por un lado, se tiene que en general eXe¥ # eX*Y (lo cual se “re-
suelve” con la complicada férmula de Baker-Campbell-Hausdorff). Adem4s, la
aplicacién exponencial puede presentar singularidades fuera de un pequeno en-
torno del origen. Por tltimo, existen elementos de la componente conexa G, del
elemento neutro e que no son alcanzables mediante subgrupos uniparamétricos
que pasen por e € G (ver ejercicios).

Por todo ello, el estudio de los grupos de Lie no se reduce al de su algebra
de Lie g. En cualquier caso, la informacién proporcionada por la linealizacion
es significativa para nuestros objetivos.

1.3.3. Campos Vectoriales Invariantes sobre un Grupo de Lie

Sea a : Gx G — G la accién de un grupo G que actia a la izquierda sobre G
via traslaciones. Para cada g € G la traslacién a la izquierda a4 : G — G dada
por ag(x) := g *  es un difeomorfismo de G. Por tanto, la diferencial dgag :
T,G = T4.eG de a4 es un isomorfismo de espacios vectoriales. En particular,
si = e obtenemos un automorfismo del algebra de Lie g de G.

Definicion.- Diremos que un campo vectorial X : G — TG es invariante
a la izquierda si el diagrama obvio asociado a la diferencial de la accién es
conmutativo, es decir, si dag(X) = X, es decir, si

(dag)(X)(z) = X(ag(z)) = X(g*z) VgeGVrelG.

Un campo vectorial invariante a la izquierda sobre un grupo G esté deter-
minado por su valor en e € G y reciprocamente, pues (da,)(X)(e) = X(g) para
cualquier g € G y

X(agh) = X(gh) = (dagn)(X(e)) = d(agan)(X(e)) = (dag)(dan X (e)) = day(X (h))

Por ello, los campos vectoriales invariantes a la izquierda estan globalmente
definidos sobre (la componente conexa del elemento neutro de) G. Su integracién
proporciona parametrizaciones locales con mejores propiedades que los grupos
uniparamétricos arbitrarios mostrados mas arriba. Ello se debe a lo siguiente:
Denotemos mediante
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Lo = {X€C®(G,TG) | X =/(day)(X)VgeG}

al conjunto de los campos vectoriales invariantes a la izquierda sobre G. Este
conjunto es una subdlgebra de Lie del conjunto de campos C* (G, T'G) definidos
sobre G (comprobarlo). Ademds, se tiene un isomorfismo

p:Ls—T.G dadopor ¢(X)=X(e).

En efecto, si ¢(X) = ¢(Y), entonces X (g) = (day)(X(e)) = (dag) (Y (e)) =
Y (g) para cualquier g € G, por lo que ¢ es inyectiva.

Para ver que ¢ es suprayectiva, tomamos v € T,G y construimos el campo
X : G — TG dado por la asignacién g — X(g) := agv € T.G para cualquier
g € G. En particular, se tiene que X(e) = a.v = vy o(X) = v. Ademds, X es
invariante a la izquierda pues

X(agg') = X(99) = (dagg)(v) = (dag)(dag)(v) = (dag)(X(g')) Vg,9' €G.

1.3.4. Relacién con Geometria Diferencial Local de Curvas

La observacién mostrada en el apartado precedente permite conectar con
el Teorema Fundamental de Clasificacién de Curvas en R™ en términos de re-
ferencias moviles. En efecto, a cada punto de una curva C C R" le asociamos
una referencia de n vectores (el tangente y el normal para una curva plana; el
triedro intrinseco de Frenet para una curva alabeada, p.e.). La variacién de esta
referencia moévil de vectores con respecto a un parametro intrinseco s asocia-
do a la curva verifica un sistema de EDO (ecuaciones de Frenet-Serret) que es
invariante con respecto a movimientos rigidos (traslaciones y rotaciones para
n=26n =3, p.e.). Por ello, los coeficientes del sistema determinan invariantes
diferenciales asociados a la accién de un grupo clasico.

Si razonamos desde el punto de vista dual, podemos construir un sistema de
1-formas diferenciales invariantes a la izquierda sobre un grupo de Lie G. Este
es el punto de partida para el enfoque unificado de E.Cartan de la Geometria
Diferencial Equivariante. En este caso, la determinacién de un sistema de 1-
formas diferenciales independientes G-invariantes por la accién de un grupo G es
la herramienta que permite extender a variedades diferenciables el razonamiento
que acabamos de mostrar para curvas. Del mismo modo que en el caso de curvas
(Frenet), este sistema de 1-formas diferenciales verifica un sistema de ecuaciones
diferenciales (llamado de Maurer-Cartan) que caracteriza el grupo de Lie en base
a sus invariantes diferenciales.

Ambas observaciones proporcionan el punto de partida para la Teoria Dife-
rencial de Invariantes (que desarrollaremos a partir del §4,7).
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1.4. Complementos sobre la Topologia de los Grupos de Lie

La primera etapa consiste en describir las propiedades bésicas de compacidad
y conexividad (por arcos). Estas descripciones motivan que nos restrinjamos
al estudio de grupos de Lie coneros. Para ello, en el caso general debemos
considerar la componente conexa (G, del elemento neutro e € G, que es un
subgrupo cerrado de G. Frecuentemente, el cociente G/G, tiene una estructura
de espacio discreto.

1.4.1. Compacidad para grupos de Lie

Definicion.- Un grupo de Lie matricial G es compacto si se verifican las
condiciones siguientes

1. Si (An)nen es una sucesiéon de matrices en G que converge hacia A, en-
tonces A € G.

2. Existe una constante C' tal que para cualquier A € G se tiene que ||A4;;]| <
Cconi<i,j<n

Esta caracterizaciéon corresponde a la descripcién por convergencia de su-
cesiones acotadas (& la Cauchy) que no es la definicién estdndar en Topologia
General que, en este caso, corresponde a un cerrado y acotado en el espacio
cartesiano (real o complejo) ambiente. Sin embargo, como el espacio ambiente
es un espacio de Banach, esta definicién es equivalente a la usual.

Ejercicio.- Comprueba que los grupos O(n), SO(n), U(n), SU(n) y Sp(n)
son compactos. L

Ejercicio.- Demuestra que el grupo lineal general GL(n;R) 6 GL(n;C) no es
compacto. Indicacion: El limite de una coleccién de matrices inversibles no tiene
por qué ser inversible (puede converger hacia un elemento de la hipersuperficie
caracterizada por la condicién det(A4) = 0).

Los grupos de traslaciones R and R™ 6 los grupos multiplicativos de unida-
des R* y C* son obviamente no-compactos. El ejercicio siguiente incrementa la
coleccién de grupos no-compactos:

Ejercicio.- Demuestra que el grupo especial lineal SL(n;R) 6 SL(n;C) no
es compacto. Demuestra que O(n;C), SO(n;C), O(n, k), SO(n, k) para n > 1
y k > 1 no son compactos. Tampoco lo son los grupos simplécticos Sp(n;R),
Sp(n; C), los grupos euclideo Gg(n) y de Poincaré G p(n; 1). Indicacidn: Ninguno
de los grupos mencionados verifica la segunda condicién.

11 Se sobrentiende que el grupo ortogonal es a coeficientes reales y que el unitario es a
coeficientes complejos
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1.4.2. Conexividad para grupos de Lie

Definicion.- Se dice que grupo de Lie matricial G es conezo si dados cualquier
par de matrices Ao, A; € G existe un camino continuo A(t) con t € [0, 1] tal que
A(0) = Ao y A(1) = A,

Para grupos de Lie G, el criterio de conexividad por arcos es equivalente al
criterio habitual de conexién. Este resultado es no-elemental y no serd demos-
trado aqui.

Proposicion.- Si G es un grupo matricial de Lie, entonces la componente
conexa G°de la identidad I es un subgrupo de Lie de G.

Demostracion.- Supongamos que A, BinG¢. Entonces existen caminos con-
tinuos A(t) y B(t) con A(0) = I = B(0) y A(1) = A, B(1) = B . Entonces,
A(t)B(t) es un camino que empieza en I y termina en AB € G°. Andlogamente,
A(t)™! es un camino conintuo que empieza en I y termina en A=1, por lo que

At e@ge

Ejercicio.- Comprueba que GL(n; C), SL(n;R), SL(n;C) SO(n;C), U(n;C),
SU (n; C) son conexos

Ejercicio.- Comprueba que GL(n;R), O(n;R), SO(n,1) y E(n) tienen dos

comp onentes conexas.

Ejercicio.- Comprueba que O(n, 1) y P(n) (Poincaré) tienen cuatro compo-
nentes conexas.

Definicion.- Se dice que grupo de Lie matricial G es simplemente conexo si
cualquier lazo se puede reducir a un punto. Dicho de otra forma si dado cualquier
camino A(t) con A(0) = A(1) existe una funcién continua A(s,t) con s,¢ € [0, 1]
verificando que

1. A(s,0) = A(s, 1) para cualquier s € [0, 1], es decir, para cualquier valor de
s se tiene un lazo.

2. A(0,t) = A(t), es decir, para s = 0 se tiene el lazo prefijado.

3. A(1,t) = A(1,0) para cualquier s € [0,1], es decir, para s = 1 el lazo es
un punto.

Ejemplo.- El grupo SU(2) que topolégicamente representa la esfera S3 en R*
es simplemente conexo. Este hecho es extremadamente importante, pues pro-
porciona la clave para construir el espacio recubridor universal de otros grupos
cldsicos como se ve mas adelante.

“Fjercicio”.- Los grupos SL(n;C), SU(n) y SO(1,1) son simplemente cone-
xos. Todos los deméas mencionados no son simplemente conexos.
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1.4.3. Descripcion topolégica local

La herramienta para el estudio topoldgico local de los grupos de Lie conezos
se facilita en virtud del resultado siguiente:

Proposicion Cualquier grupo de Lie conexo estd generado por un entorno
del elemento neutro e € G.

Corolario 1.- Cualquier grupo de Lie es paracompacto.

El estudio topoldgico de un grupo de Lie conexo G se lleva a cabo en términos
de su recubrimiento universal 7 : G — G, donde G es simplemente conexo. La
existencia de un espacio recubridor universal X para un espacio topolégico X
arbitrario (que es un resultado general de la Topologia Algebraica) se traduce
aqui en el resultado siguiente

Corolario 2 Para cada édlgebra de Lie existe un tunico grupo de Lie simple-
mente conero G, tal que todos los grupos de Lie conexos que tienen el mismo
algebra de Lie son cocientes de G por un subgrupo normal discreto H de G.

En virtud de este resultado, podemos reducir la parte topoldgica local del
problema de clasificacién de grupos de Lie al problema algebraico de clasificar
algebras de Lie modulo isomorfismo (a través de las constantes de estructura,
tal y como mencionamos en el §1,5,10).

1.4.4. Estructura diferenciable sobre grupos. Unicidad

El resultado siguiente muestra que cualquier grupo topolégico es esencial-
mente un grupo de Lie, respondiendo asi afirmativamente a una cuestién plan-
teada por Hilbert (Paris, 1900):

Teorema (Montgomery y Zippin, 1952) Si G es un grupo topoldgico, entonces
existe una estructura diferenciable compatible con la estructura de grupo para
un entorno abierto del elemento neutro e € G. En particular, el grupo G admite
una estructura de clase C'°° que es compatible con su estructura original.

De hecho, un subgrupo abstracto H de un grupo de Lie G admite a lo sumo
una estructura como subvariedad de G. Ademds, si dicha estructura existe,
entonces H es un subgrupo de Lie de G.

Proposicién Si f : G — G’ es un homomorfismo entre grupos de Lie, entonces
feC>(G,qa).

Corolario Cualquier grupo topolégico verificando la segunda condicion de
separacion Ts y localmente euclideo posee a lo sumo una estructura diferenciable
que le convierte en un grupo de Lie.

Los resultados relativos a embebimientos para subvariedades (presentados
en el capitulo anterior), se traducen aqui en los resultados siguientes:

Teorema (E.Cartan) Si H es un subgrupo cerrado de un grupo de Lie G,
entonces existe una tnica estructura de variedad diferenciable sobre H tal que
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H es un subgrupo de Lie de G.

Corolario Si f : G — G’ es un homomorfismo de grupos de Lie, entonces
Ker(f) es un subgrupo de Lie y To(Ker(f)) = Ker(d.f).

En este Curso no realizaremos un estudio sistematico de grupos de Lie y cen-
traremos nuestra atencién en cuestiones geométricas relacionadas con algunos
grupos clasicos, especialmente aquellos cuya aplicacién a modelos elementales
que aparecen en Fisica es mas elemental.

A continuacién mostramos una aplicacién a grupos de Lie del punto de vista
mostrado en el §2,4 para variedades que nos permite obtener la estructura de
los grupos clasicos como grupos de Lie y, al mismo tiempo, calcular su dlgebra
de Lie.
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2. Estructuras Diferenciables sobre grupos

En el §2,4 se ha mostrado cémo construir subvariedades utilizando la imagen
reciproca de valores regulares de una submersion. Este método puede ser utili-
zado para describir la estructura diferenciable de los grupos clédsicos y también
otras propiedades de naturaleza conjuntista. Para fijar ideas, consideraremos en
detalle el caso correspondiente al grupo ortogonal G = O(n; R).

2.1. El Grupo Ortogonal

La motivacion para las construcciones llevadas a cabo sobre el grupo or-
togonal parte de la descomposicién de cualquier matriz A € M(n x n;R) en
producto de una matriz ortogonal y una matriz simétrica. Esta descomposicién
(esencialmente tinica) permite visualizar dicho conjunto de matrices como una
“fibracién” sobre el espacio vectorial de las n X n-matrices simétricas cuya fibra
es el conjunto de las matrices ortogonales. Esta descomposicion se extiende de
forma inmediata al caso complejo. La extensién a otros cuerpos es mas compli-
cada y no serd revisada aqui (Teorema de Malcev-Iwasawa).

2.1.1. Descripcién como subvariedad

Para cualquier matriz A € O(n;R) := {A € Endg(Ve) | TA.A = I} se tiene
que la matriz B := T A.A es simétrica. Por ello, construimos una aplicacién lisa
sobre el conjunto Sim(n;R) de las matrices simétricas con coeficientes reales:

f: Endg(Vg) — Sim(n;R) | A TAA

de modo que O(n;R) = f~1(I). En virtud del resultado que acabamos de citar,
para ver que O(n;R) es una variedad, basta comprobar que la matriz identidad
I,, es un wvalor reqular de f. Para ello, calculamos la aplicacién lineal tangente:

dfa(B) = limeo? <A+f€> - f(4)

Como End(R") ~ R y Sim(n) ~ RY, donde N = n(n;l), obtenemos
que I, es un valor regular para f si, y sélo si, dfa : End(V) — Sim(n) es
suprayectiva.

En virtud de la descripcién dada mds arriba para df4(B), la condicién de

suprayectividad para df 4 equivale a demostrar que

= B.TA+A. "B

VC € Sim(n) 3B € End(V) | dfa(B) =B.TA+A. "B

Haciendo C = (C + T()/2, la condicién requerida equivale a encontrar
B tal que B. TA = C/2. Como A € O(n), basta tomar B := C.A/2. Este
razonamiento muestra ademas que

5 n(n+1) _ n(n—1) .
2 2

dim(O(n;R)) = dim(End(R"™))—dim(Sim(n;R)) = n
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Ademds, como variedad topoldgica O(n;R) es compacta, pues

A= (a;;) € O(;R) = Zaszl Vi .
J

Ejercicio.- Extiende la construccién presentada a los grupos U(n) y SL(n).
Indicacion: Para G = U(n) basta reemplazar R por C y adaptar los argumen-
tos; para G = SL(n) ndtese que 0 es el tnico valor critico de la aplicacién
determinante det : End(V") — R

2.1.2. Extension a otros grupos

El grupo espacial ortogonal SO(n) := SL(n) N O(n). Para fijar ideas, nos
restringimos a n = 3. En este caso SO(3) es el grupo de rotaciones de R? que
dejan fijo el origen. De Geometria Béasica es conocido que cualquier rotacién R €
SO(3) tiene una base ortonormal de autovectores (complejos) con autovalores
cuyos afijos estdn contenidos en la circunferencia S! = {z € C | |z| = 1} de
radio unidad; en particular si v es un autovector de R con autovalor A, es decir,
Rv = A\v, entonces se pueden presentar dos casos

= A € R, en cuyo caso, A = +1 y v es real (representando el eje de rotacién);

= A ¢ R, en cuyo caso los autovectores v + v y (v 4+ ¥)/i son reales y
la rotacién actia multiplicando por 6 := arg(\) sobre el subespacio 2-
dimensional generado por dichos vectores.

Como los autovectores aparecen por pares conjugados y det(R) = 1 se tiene
que el autovalor —1 debe aparecer un numero par de veces. Por ello, los au-
tovectores correspondientes aparecen por pares en subespacios 2-dimensionales
sobre los que actian los elementos R € SO(n) 2.

Por ello, la accién de cualquier R fija un subespacio L de codimensién 2
(una recta en el caso n = 3) y actia como suma directa de rotaciones SO(2)
en el plano complementario de L. Este argumento se extiende asimismo a di-
mensién arbitraria (se utiliza de forma frecuente en dlgebras de Clifford). Como
consecuencia, variando el dngulo de rotacién se obtiene que SO(n) es conexo
por arcos.

En términos algebraicos, en el caso n = 3 cualquier rotacién no trivial (di-
ferente de la identidad) tiene un vinico vector propio con valor propio igual a 1;
dicho vector propio representa el eje de rotacién £ sobre cuyo complementario
acttiia SO(2) a través de una representacién inducida por el grupo de rotaciones
del plano ortogonal al eje de rotacion.

De este modo se obtiene una descomposicién espectral que corresponde pre-
cisamente al toro maximal T2 = S* x S x S! en SO(3). Nétese que T! =St y

12 Este argumento es valido para cualquier dimensién, aunque el elemento R € SO(n) no se
pueda interpretar como una rotacién en el espacio n-dimensional
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que la aplicacién que lleva cada componente en el grupo es un cardcter del gru-

po. Los toros maximales juegan un papel esencial en Teoria de Representacion
13

Ejercicio.- Extiende los argumentos presentados en este ejemplo a los grupos
SO(n) y SU(n)

Los casos U(n) y SL(n) son similares; el primero realizando la traslacién
obvia de R a C, y el segundo mostrando que 0 es el tinico valor critico de la
aplicacién determinante det : End(V") — R

2.1.3. El grupo pseudo-ortogonal

Para cualquier particién (p, ¢) de n, el grupo pseudo-ortogonal se define como

O(p,q) = {A€GL(n;R) | TAIp,qA: g}

En particular, para (p,q) = (3,1) se obtiene el grupo de Minkowski que con-
serva la métrica dz? +dy?+ dz? — dt?. Una matriz es ortogonal si su inversa coin-
cide con su transpuesta. La caracterizacion para matrices pseudo-ortogonales es
ligeramente diferente:

Ejercicio.- Demuestra que A~ =1, , TAI, ,.

Nota.- Las matrices ortogonales son siempre diagonalizables. Sin embargo,
las matrices del grupo SO(p, ¢) no son necesariamente diagonalizables, ni siquie-
ra para la particién més simple (1,n — 1). Este hecho estd relacionado con la
existencia de elementos idempotentes en su algebra de Lie so(n — 1, 1), aunque
la demostracion no es elemental.

El grupo O(p,q) contiene a un subgrupo cerrado de isometrias pseudo-
ortogonales:
SO(p,q) = {A€0(p,q) | det(A) =1}

que tiene dos componentes conexas. A la componente conexa del elemento neutro
e = I se le denota mediante SO¢(p, ¢) **

FEjercicio (avanzado).- Demuestra que SO(p,q) = SO(p) x SO(q) x RP?
(Indicacidn: Ver Knapp)

2.1.4. Geometria de Lorentz
Para fijar ideas, nos restringimos al caso SO(3,1) con producto de Lorentz

<u,v >=<u,t><v,t' > = uv—tt’

que da lugar a tres tipos de vectores:

13 En la tltima seccién se formaliza este enfoque en el marco de la Teorfa de Representacién
14 En ocasiones también se denota mediante SOp(p,q) que puede dar lugar a confusiones
entre 0 y O, por lo que evitaremos esta notacién
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= tipo espacio si < u,u > > 0, es decir, |jul|? > t2

= tipo tiempo si < u,u > < 0, es decir, |lul|? < ¢
= tipo isdtropos si < u,u > = 0, es decir, |Jul|? = ¢?

que corresponden a las regiones en las que el cono de luz (conjunto de vectores
isétropos) descompone al espacio 4-dimensional. Para més detalles y aplicacio-
nes ver [Nei83] 15

2.2. Espacios tangentes de otros grupos clasicos

El célculo del espacio tangente T, G en el elemento neutro e para cada grupo
clasico G se lleva a cabo en términos del conjunto de los vectores tangentes X
a todas las curvas continuas A(t) contenidas en dichos grupos que pasan por
I, es decir, tales que A(0) = I. Las imégenes de estas curvas son subgrupos
uniparamétricos de G. En primer lugar, se calcula la forma que tienen estos
vectores y a continuacién se demuestra que cualquier vector tangente es de esa
forma.

Deberia observarse que este procedimiento es estrictamente local, pues no
todo punto de la componente conexa del elemento neutro se puede conectar
con e mediante un camino continuo , pero basta para la descripcién del espacio
tangente en e € G (la proyeccién de G sobre T,G es un difeomorfismos local).

Tlustraremos esta construccién local con algunos ejemplos tomados de grupos
clasicos

2.2.1. El espacio tangente T;GL(m;R)

Sea A(t) una curva en GL(m;R) tal que A(0) = I. Entonces, TrGL(m; R
el espacio vectorial generado por todos los vectores de la forma X := A( ) \t
Reciprocamente, para t suficientemente pequeno, la curva A(t) = I +tX C
GL(m;R) verifica que A(0) = I y que A(0) = X. En consecuencia, T;GL(m; R) =
End(RM).

2.2.2. El espacio tangente T7SL(m;R)

Podemos ver SL(m;R) como el lugar de ceros de la aplicacién

f:Mm;R) - R | A~ det(A)—1

Tomando coordenadas euclideas en el espacio ambiente R™ de M (m;R),
e interpretando f como la ecuacién de una hipersuperficie en GL(m;R), es
inmediato que la aplicacién f es regular en un punto si y sélo si existe x;; tal

que am # 0.

15 B.O’Neil: Semi-Riemannian Geometry and applications to Relativity, Academic Press,
1983
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Sea A(X) una curva en SL(m;R) tal que A(0) = I. Entonces, det(A()\)) =
1 V. Por tanto,

0 = %(detA()\)) Ia=0 = traza(%A()\)) Ix=0 = tr(A(0)) = 0.

Reciprocamente, si X € M (m;R) verifica que tr(X) = 0, entonces la curva
A(N) =1+ AX verifica que
detA(N) = det(I + AX) =1+ \tr(X)) + o(A\?) =1 +0()\?) ,

por lo que X es tangente a SL(m;R) en I. En consecuencia,

Tr(SL(m;R)) = {X € M(m;R) | tr(X) = 0} .

El calculo es idéntico si reemplazamos C en lugar de R.

2.2.3. El espacio tangente 770(m;R)

Sea A(A) una curva en O(m;R) tal que A(0) = I y A(0) = X. Entonces,
TA(N).A(\) = I para cualquier \. Calculando la derivada en el origen, obtene-
mos

0= (TANAN) heo= TA(0).A(0) + TA©0).A(D) = TX + X .

Reciprocamente, si X verifica X = —X, y tomamos una curva genérica
A(M) = I + AX pasando por I, obtenemos

TI+AX)T+ M) =T+ M "X+ X))+ X ITXX =T+ TX.X,

por lo que, como esta curva tiene contacto de orden > 2 con O(m; R), es tangente
a O(m;R) en I. En consecuencia,
Tr(O(m)) = {X e M(m;R) | "X =-X}.
De hecho, este resultado se puede obtener de forma sintética usando que si
TX + X =0, entonces A := exp(X) € O(m;R) pues en este caso, se tiene que
TAA= T(exp(X)).(exp(X)) =exp(TX + X)=1T.

Como SO(m;R) = O(m; R)NSL(m;R), se tiene que T SO(m; R) = T1O0(m; R)N
T1SL(m;R). Por ello, los elementos X del algebra de Lie so(m;R) del grupo
especial ortogonal estdn caracterizados por las condiciones

X = - X |, tr(X) =0.
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El calculo del espacio tangente en [ para los grupos unitario y simpléctico
es idéntico y se deja como ejercicio. Describe una base para so(2;R) y para
50(3; R).

2.2.4. El espacio tangente T;Sp(m)

2.3. Homomorfismos e isomorfismos entre grupos de Lie

La comparacién entre grupos G o subgrupos H (asi como su extensién a
algebras g := T.G y subdlgebras h = T.H) de Lie se lleva a cabo en térmi-
nos de C"-homomorfismos. En el caso mas estricto, dichos homomorfismos son
isomorfismos y proporcionan el criterio basico de clasificacién. Esta construc-
cién permite asimismo introducir algunas cuestiones bésicas relacionadas con la
Teoria de Representacién que se desarrollan con més detalle en la tltima seccién
de este capitulo.

2.3.1. Homomorfismo entre grupos de Lie

Definicion.- Sean G y H dos grupos (matriciales) de Lie. Diremos que ¢ :
G — H es un homomorfismo de grupos de Lie si

1. ¢ es un homomorfismo de grupos, es decir,
Plgxg')=d(g)xdlg') Vg9 €C
2. ¢ es de clase C"

La segunda condicién es técnica. En el caso més general r = 0 se supone
que ¢ se requiere que ¢ sea continua; en las categorias diferenciable, algebraica
o analitica se requiere que ¢ verifique asimismo dicha condicién. Inicialmente,
se adopta la condicién mas débil correspondiente a la categorias C°. En la
practica es muy dificil dar un homomorfismos que no sea continua, pues si
un homomotfismo ¢; G — H entre grupos es medible (condicién muy débil),
entonces es automaticamente continua.

2.3.2. Isomorfismo entre grupos de Lie

Definicion.- Sean G y H dos grupos (matriciales) de Lie. Diremos que un
homomorfismo de grupos de Lie ¢ : G — H es un isomorfismo de grupos de Lie
si, ademads de las condiciones que caracterizan a un homomorfismo se tiene que

1. ¢ es biyectiva.

2. ¢! es continua.
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Si ¢ : G — H es un isomorfismo de grupos de Lie, escribimos simplemente
G~H

2.3.3. Un ejemplo significativo

Ejemplo trivial.- La aplicacién exponencial exp : R — R* es un homomor-
fismo entre el grupo aditivo de los reales y el grupo multiplicativo de los reales,
verificando que exp(s + t) = exp(s)exp(t).

Este ejemplo es significativo pues proporciona el primer ejemplo de represen-
tacién del grupo aditivo (R, +) como grupo multiplicativo R*. Adem4ds y lo que
es mas importante, contiene el germen de aplicaciéon exponencial que permite
relacionar el dlgebra de Lie g := T, G de un grupo matricial de Lie G con G. En
efecto, la aplicacién exponencial estd dada por

2 3

exp : M(n;R) = GL(n;R) | exp(A) = 1+A+%+%+-“
que converge para ||A]| < 1. La aplicacién exponencial estd bien definida para
cualquier grupo matricial de Lie, pero no para grupos de Lie arbitrarios. Para
resolver este problema se utiliza una parametrizacién local en términos de grupos
uniparamétricos que extiende el ejemplos trivial presentado al comienzo del
apartado.

En virtud de la integracién local de campos (ver final del méudlo 1), cualquier
campo vectorial 1-dimensional es integrable dando lugar a una curva integral
parametrizada por R. Por ello, cualquier vector v € g induce una aplicacién
lineal entre los espacios tangentes R — g que lleva 1 en v € g (de hecho es un
homomorfismo entre las dlgebras de Lie, como veremos més abajo. Como R es un
grupo simplemente conexo, la aplicacién exponencial induce un homomorfismo
entre grupos de Lie

Oy :R—=G | dy(s+1)=du(s) xdy(t) Vs, t €R |

donde * representa el producto en GG que representa la aplicacién exponencial.
Por ello, esta adaptacion de la construccién llevada a cabo al final del médulo
1 proporciona una parametrizacién local de G en términos de subgrupos unipa-
ramétricos que no depende del caracter matricial para G.

Ejercicio.- Demuestra que la aplicacién ¢ asi definida es un difeomorfismo
local de un entorno de 0 € R en un entorno de e € G.

Como la aplicacién exponencial es suprayectiva, a una coleccién de genera-
dores v del algebra de Lie g de G se les llama generadores infinitesimales de

g

En particular, para algebras de Lie matriciales se tiene un difeomorfismo
local entre un entorno de la n X m-matriz idénticamente nula en M(n;R) =
Edn(V) y un entorno (de la componente conexa) de I, en GL(n;R) = Aut(V)
donde V' es un espacio vectorial n-dimensional sobre R.
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Ejercicio.- Demuestra que el difeomorfismo local inducido por la aplica-
cién exponencial End(V) — Aut(V) se restringe de forma natural a cualquier
subdlgebra h de g = End(V'), proporcionando un difeomorfismo local entre h y
la componente conexa H€ del elemento neutro e € H C G.

2.4. El espacio recubridor del grupo de rotaciones

Un “ejemplo“ particularmente interesante de homomorfismos entre grupos
de Lie est4 relacionado con la topologia de los grupos de Lie presentada al final
de la seccién anterior. De una forma més explicita afecta a la construccién del
recubrimiento universal del grupo de rotaciones del espacio ordinario.

Los elementos de SO(3;R) estdn parametrizados por las rotaciones de una
esfera S? respecto a su centro. Esta es una patologia de R?, pues en el caso m = 4,
el grupo SO(4;R) tiene dimensién 6, mientras que la esfera S es 3-dimensional
y es una variedad paralelizable.

2.4.1. Relaciéon con el grupo de Moebius

Si quitamos un polo (tipicamente el polo norte N de S?) y llevamos a cabo
la proyeccién estereografica sobre el plano tangente a la esfera en el otro polo
(tfpicamente el polo Sur S), cada rotacién induce una aplicacién del plano R? en
si mismo. Por otro lado R? es difeomorfo a la recta compleja C'. En términos de
la variable compleja z, la aplicacién asociada (via el difeomorfismo) a la rotacién
mencionada més arriba, es una transformacion lineal fraccionaria del tipo

f(z) = ZSIZ con ad—bc#0
a la que también se llama transformacion de Moebius de la recta compleja; desde
el punto de vista real es composicién de traslaciones, dilataciones e inversiones
del plano ordinario R? que generan las llamadas transformaciones conformes
del plano caracterizadas por la conservacién de los dngulos (verificadlo como
ejercicio).

Se obtiene la misma transformacién si se multiplican todos los coeficientes
por un mismo factor. Por ello, podemos suponer que ad — bc = 1. Esto equivale
a proyectivizar el espacio soporte, por lo que el grupo pasa a ser PSL(2;C)
cuya version real es de uso frecuente en la Geometria Proyectiva Elemental del
plano real RP? que podemos visualizar como homografias de la recta proyectiva
compleja CP*.

Esta construccién permite parametrizar las transformaciones f(z) de la rec-
ta compleja C!' mediante elementos de SL(2;C) 6, si los consideramos salvo
escala (multiplicando por un escalar arbitrario) de la recta proyectiva compleja
CP! mediante la accién de PSL(2;C)). Desde un punto de vista mas formal, la
construccién anterior proporciona un epimorfismo de SL(2;C) sobre las trans-
formaciones lineales fraccionarias cuyo niicleo es +1 16.

16 En el §4,5 volveremos sobre este tipo de cuestiones en relacién con el problema de la
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2.4.2. Reinterpretando las transformaciones conformes

Por otro lado, la condicién para que una transformacién lineal fraccionaria
corresponda a una rotacién en la esfera equivale a que la matriz representante
sea unitaria, es decir, debe ser de la forma

(_ab g) con a4 [p)* =1

Esto da una sucesion exacta de grupos de Lie

0 - +I —» SU(2) — SOB3;R) — 0,

que nos permite interpretar los elementos de SU(2) como puntos de la esfera
unidad S® en el 4-espacio R*. En efecto, basta tomar a = a; +ias y b = by +ibo;
la condicién a.a + bb = 1 equivale a que el punto (ay, as, by, by) esté en S* € R*

2.4.3. El grupo unitario como recubridor universal

Desde el punto de vista de la Teoria de Homotopia, el espacio recubridor
universal de SO(3) es Spin(3) en virtud de la sucesién exacta

0 — m(SO(3)) — Spin(3) — SO(3) = 0,

hecho que tiene importantes consecuencias en relacién con la interaccién débil y
su unificacién con la electromagnética (esta unificacién se etiqueta como electro-
débil en la literatura fisica).

De forma alternativa, podemos adoptar un enfoque geométrico (relacionada
con la sucesién exacta mostrada al final del apartado anterior) que facilita una
reinterpretacién mas intuitiva. Para ello, basta complexificar la esfera de Rie-
mann S? que es la recta proyectiva compleja P1(C) que parametriza las lineas
¢ que pasan por 0 € C2. La accién transitiva (aunque no fiel) del grupo lineal
general GL(2;C) da lugar por paso al cociente al grupo de las transformaciones
conformes (Moebius) de P1(C) o bien sobre S? como el modelo real 17

La accién de U(2) sobre P!(C) no es fiel pues factoriza a través del grupo
unitario proyectivo, ignorando las transformaciones de escala. De hecho, cual-
quier elemento de (U(2) es producto de un multiplo escalar de la identidad y un
elemento de SU(2). Por ello, podemos limitarnos a estudiar SU(2) tal y como
se hace en la interaccién débil, p.e.. En general, cualquier elemento de SU(n)
tiene una base ortonormal de vectores propios de norma unidad; en particular,
para n = 2 se tienen sélo 2 valores propios conjugados, por lo que cualquier
elemento de SU(2) es conjugado de un elemento de la forma

e 0
0 67i0 .

clasificacién topoldgica de grupos de Lie
17 De hecho, cualquier subgrupo compacto de GL(2;C) es conjugado de un subgrupo del
grupo unitario U(2) (como subgrupo compacto maximal del grupo lineal general)




2 Estructuras Diferenciables sobre grupos 37

En consecuencia SU(2) es conexo por arcos y la expresién anterior muestra una
representacién elemental de los toros maximales T? en SU(2). Para terminar
de entender desde el punto de vista geométrico la sucesion exacta planteada al
final del apartado anterior, hay que resolver el ejercicio siguiente:

Ejercicio.- {Qué elementos de SU(2) actiian como rotaciones de la esfera
de Riemann S? y qué elementos como el nicleo del morfismo suprayectivo?
Indicacion: Utiliza la proyeccion estereogrifica).
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3. Algebras de Lie

De la misma forma que el fibrado tangente 7'M de una variedad proporciona
una aproximacion lineal a la variedad M, cada algebra de Lie g proporciona una
aproximacién lineal al grupo de Lie G. El objetivo de esta seccién consiste en
mostrar algunas propiedades estructurales basicas de las dlgebras de Lie que
simplifican su manipulacién. La nocién de algebra de Lie es extremadamente
util en las aplicaciones, pues la estimacién directa de una transformacion A € G
es muy dificil, por lo que debemos recurrir a la estimacion de una aproximacién
de primer orden (el vector tangente X a un camino A(t) que pasa por A),
calcular el elemento A(t) como exp(tX) y evaluar A haciendo ¢ = 0.

Desde un punto de vista algebraico las exponenciales proporcionan homeo-
morfismos locales que se pueden interpretar como desplazamientos infinitesima-
les sobre las soluciones de EDO. Los “paquetes” de soluciones forman congruen-
cias de curvas solucion que “fibran” localmente entornos de cada punto p € M
de la variedad sobre la que se integra. Esta idea ya era conocida a finales del
$.XIX y S.Lie (1885) fue el primero en estudiar las transformaciones que llevan
una soluciones en otras que escribia originalmente como

/ . -
x, = filx1,. ., Tmia1, ..., am) 1<i<m
donde las f; son analiticas en las variables z1,...,x,, y en los pardmetros
ai,...,ay,. La unificaciéon de los métodos de integracién sobre variedades fue

posible gracias al descubrimiento de S.Lie (1885, 1891) de la integrabilidad entre
dichas ecuaciones y las propiedades de los grupos de transformaciones infinite-
simales, y que, por tanto, proporcionan integrales de la distribuciéon de campos
vectoriales en una terminologia mas moderna. 8

El propdsito inicial de Lie era estudiar las propiedades algebraicas de dichas
transformaciones, incluyendo en particular, su estructura de grupo analitico y
su “variacién 7 dependiendo del punto base elegido (1891). La primera cuestién
pretendia abordarla como una extensiéon de la Teoria de Galois, algo que se
revelé como sorprendentemente dificil y que no se reformula correctamente hasta
la segunda mitad del s.XX. La segunda cuestion la reformula el propio S.Lie en
términos de una aproximacion tangencial al grupo que corresponde a lo que
ahora llamamos algebra de Lie. Por ello, la clasificacién de las soluciones de
EDO se traduce algebraicamente en términos de la clasificacién de algebras de
Lie; este tltimo problema fue casi resuelto por W.Killing para el caso semisimple
(ver seccién 4) y completado por E.Cartan en su tesis (1896).

De una manera sintética y desde el punto de vista analitico, podria decirse
que a finales del 8. XIX el problema era doble: encontrar métodos de integracién
de Ecuaciones Diferenciales basados en la G-invariancia de un operador con
respecto a un grupo de Lie G e investigar qué medidas permanecen invariantes

18 La integrabilidad de distribuciones se ha presentado al final del médulo 1; la demostracién
del Teorema Fundamental (Frobenius) es més sencilla para la formulacién en términos de
sistemas de formas diferenciales y se presenta en el médulo 4. Al final de este médulo se
muestra el enfoque de Lie-Cartan
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por la accién del grupo G. Desde el punto de vista algebraico, a finales del s.XIX
el problema también era doble: Clasificar los grupos abstractos subyacentes a
todos los grupos de transformaciones locales o infinitesimales y estudiar todas
sus representaciones sobre espacios (inicialmente de) dimensién finita.

La transformacién del algebra en el grupo a través de la aplicacién exponen-
cial puso de manifiesto no sélo el transvase de informacién entre ambas 2, sino
el papel jugado por el espacio vectorial V' subyacente al dlgebra de Lie g de G.
La representacion del dlgebra sobre dicho espacio recibié el nombre de repre-
sentacién adjunta del grupo. La reduccién al caso semisimple (ver sobre todo la
subseccién 4) mostré que bastaba con clasificar los endomorfismos asociados a
todas las aplicaciones de la forma ad(X) donde X € g, es decir, bastaba con cla-
sificar los sistemas de raices de la ecuacién caracteristica det(AI,, — ad(X)) = 0.

Este problema fue resuelto por Killing (1892) para las 4 series de grupos
clésicos A, (correspondiente a SU(n + 1)), B, (correspondiente a SO(n+ 1) é
Spin(2n + 1)), C,, (correspondiente a Sp(n)) y D, (correspondiente a SO(2n)
6 Spin()2r; asimismo, introdujo alguno de los grupos excepcionales. Esta cla-
sificacién fue completada y sistematizada por E.Cartan en su tesis (1894) con
la lista de singularidades excepciones Fg, E7, Fg, Go y F, para las algebras de
Lie semisimples que ahora conocemos. Una pequena introduccién a las cuestio-
nes béasicas relacionadas con los aspectos integrales y la Teoria Algebraica de la
Representacién se muestra al principio de la seccién 4. 20

Al tratarse de un Curso introductorio, en esta subseccién sélo se presentan
las nociones fundamentales y algunos resultados muy bésicos de tipo algebraico,
tratando de mostrar las conexiones con los aspectos geométricos presentados en
capitulos anteriores del Curso. Por ello, s6lo se pone acento en la caracteriza-
cion de algebras de Lie y algunos aspectos relacionados con el lenguaje de las
derivaciones (sobre todo las G-invariantes) que es realmente el tinico aspecto
no estrictamente algebraico que resulta necesario para construir y manipular
algebras de Lie en un contexto absolutamente general.

3.1. Definiciones y Ejemplos
3.1.1. Variedad paralelizable

Definicion.- Diremos que una variedad M es paralelizable si su fibrado tan-
gente T'M es isomorfo a un fibrado trivial e” ~ M x R™ de rango m = dim(M).

3.1.2. Ejemplos

En el capitulo 1 del médulo 2 hemos visto que

19 Este transvase es de hecho un difeomorfismo local para grupos simplemente conexos

20 En el médulo 5 se dan més detalles; algunas conexiones con la Fisica Teérica se muestra
en el médulo 7. Las relaciones con la clasificacién de singularidades y sus relaciones con la
Mecénica Analitica se presentan en los médulos 3 y 4 de Topologia Diferencial.
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= Cualquier espacio vectorial es paralelizable.
» Las esferas S', S? v S7 son paralelizables.

= El producto de variedades paralelizables es paralelizable. En particular, el
toro n-dimensional es una variedad paralelizable.

3.1.3. Paralelizabilidad de grupos de Lie

Proposicion Cualquier grupo de Lie es paralelizable.

Demostracion La aplicacién traslacién por un elemento arbitrario gg de G
es un difeomorfismo local En virtud del Teorema de Funcién Inversa, dicho
difeomorfismo induce un isomorfismo

dfgo : TgoG — T4.9,G

entre los espacios tangentes en g y g.go (en particular, podemos tomar g :==
go ). Este isomorfismo es la fibra de un morfismo de fibrados

®:TG — GxT.G | (g9,v) = (g, (dfy)(v))
sobre la variedad base G, lo cual concluye la demostracién.

Ejercicio.- Supongamos que X es un espacio G-homogéneo por la accién
de un grupo de Lie G. Como G es paralelizable, jimplica ello que X es pa-
ralelizable?. Razona tu respuesta, incluyendo contraejemplos si la respuesta es
negativa.

3.1.4. Caracterizacién local de morfismos

Corolario.- Un morfismo entre grupos de Lie conexos estd determinado por
su diferencial en el elemento identidad.

Demostracion En efecto, pues en virtud de la Prop. 1.5.11, la aplicacién
exponencial da un difeomorfismo local que se extiende por la trivialidad del fi-
brado tangente del grupo (es decir, via traslaciones en el grupo) a la componente
conexa del elemento neutro. Como ambos grupos son conexos, dicha extension
describe completamente el comportamiento en todo el grupo.

3.2. Algebras de Lie. Nociones basicas

El dlgebra de Lie es, por definicion, el espacio tangente T.G en el elemento
neutro e € G dotado de un producto interno [, ] al que se llama corchete de
Lie. Las propiedades de este corchete se pueden motivar a partir de propiedades
similares asociadas al algebra de matrices que representan los endomorfismos
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Edn(V) de un espacio vectorial m-dimensional V. Sin embargo, se presenta una
definicién formal para facilitar su aplicabilidad para algebras de Lie que no son
representables matricialmente.

La homogeneidad de G con respecto a la accién de G permite calcular el fi-
brado tangente de un grupo de Lie “propagando” el comportamiento del espacio
tangente en un punto. Para que esta “propagacién” alcance todos los puntos de
G es necesario que GG sea conexo. Por ello, para calcular el fibrado tangente 7¢g
a un grupo de Lie conexo G basta calcular su fibra T, G en el elemento neutro
e € (. Esta construccion se aplica de forma inmediata a la componene conexa
del elemento neutro en todos los casos descritos al final de la primera seccion.

El espacio tangente T.G aparece dotado con una forma bilineal antisimétrica
que le dota de la siguiente estructura:

3.2.1. Corchete de Lie

Definicion.- Llamamos algebra de Lie de un grupo de Lie G,y la denotamos
por g a un espacio vectorial sobre R con una forma bilineal antisimétrica,

[ ]:gxeg—g,
a la que se llama corchete de Lie verificando las propiedades siguientes:
» Anticonmutatividad: [X,Y] = —[Y, X] VX,Y e€g.
» Identidad de Jacobi: [[X,Y], Z]+[Y, Z], X|+[[Z, X], Y] =0VX,Y, Z € g.

3.2.2. Morfismos entre algebras de Lie

Definicion 2.5.19 Diremos que ¢ es un morfismo de dlgebras de Lie, si es
un homomorfismo entre los espacios vectoriales subyacentes que conserva los
corchetes de Lie, es decir,

(X, Y] = [6(X),6(Y)] ,VX,Y €g

Definicion.- Diremos que ¢ es un isomorfismo de dlgebras de Lie si es un
homomorfismo de algebras de Lie biyectivo.

Ejercicio.- Construye el fibrado tangente a un grupo de Lie cldsico no-conexo,
extendiendo el comportamiento del espacio tangente a las componentes que no
contienen al elemento neutro. Indicacion: Razona sobre GL(n;R) (introduciendo
una reflexién, p.e.) y extiende este argumento a cualquier subgrupo cldsico.
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3.2.3. Algunas propiedades basicas

s La diferencial en e € G de un morfismo f : G — G’ entre grupos de Lie
es un homomorfismo d.f : g := T.G — ¢’ := T.G’ entre dlgebras de Lie.

= La nocién de homomorfismo de dlgebras de Lie permite definir el concepto
de subdlgebra de Lie, como un subespacio vectorial cerrado respecto a la
estructura de Lie de g inducida por la aplicacion restriccién.

= Kl producto de &lgebras de Lie es un &lgebra de Lie con la estructura
producto, pero el cociente de dos algebras de Lie no tiene por qué ser un
algebra de Lie. Para ello, necesitamos la nocién de ideal.

3.2.4. Constantes de Estructura

Un procedimiento efectivo para verificar si dos dlgebras de Lie son isomorfas,
consiste en verificar si tienen las mismas constantes de estructura, moédulo K*.
Si {e;}icr es una base para g, entonces

lei e;] = Zcfjek , Vi,jel
kel

Llamamos constantes de estructura a los coeficientes cfj que aparecen en las
expresiones anteriores. Las formas maés simples que pueden presentar estas cons-
tantes de estructura es el punto de partida para la clasificacion de las dlgebras
de Lie. Este enfoque fue iniciado algebraicamente por Killing (1889) y E.Cartan
(1893), y geométricamente por Bianchi (quien clasificé las dlgebras de Lie 3-
dimensionales; para una descripcién geométrica detallada, ver p.e. [D+F+N],
p.227).

Usando las constantes de estructura podemos describir las formas més sim-
ples que pueden presentar las algebras de Lie. El caso trivial corresponde a las
algebras de Lie abelianas, es decir, aquellas tales que [X,Y] = 0 para cualquier
X,Y € g. Estas algebras estan caracterizadas por tener nulas todas las constan-
tes de estructura. La idea original de la clasificacién pasa por encontrar la forma
mas simple que pueden presentar las matrices que representan las constantes de
estructura.

Ademis, las dlgebras de matrices ocupan un lugar privilegiado dentro de
esta teoria, pues cualquier dlgebra de Lie de un grupo de Lie sobre R 6 C
es un &lgebra de matrices (este es esencialmente el Teorema de Ado). En este
Curso no abordaremos la clasificacién de grupos y élgebras de Lie (no obstante,
mas abajo presentamos una nota donde mostramos algunas de algunas ideas
relevantes para este problema).
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3.3. Ejemplos y Observaciones
3.3.1. Algebra Especial Ortogonal

Las 4lgebras de Lie correspondientes a R? con el producto exterior y al grupo
SO(3) de rotaciones estdn generadas por

0 0 O
s0(3)=<| 0 0 -1 |,
01 0 -1

son isomorfas.

3.3.2. Algebra Unitaria especial

A continuacién se describen los generadores del dlgebra de Lie real del grupo
SU(2)

511(2)*<6*1 0 e*1 0 -1 e*1 —i 0 >
TR T =i 0 27901 0 BT ol 0

Este dlgebra C-isomorfa al dlgebra de Lie del grupo SLy(R) que escribimos

0 1 0 0 171 0

pero estas algebras no son R-isomorfas. De hecho, los que acabamos de describir
son los dos tinicos modelos reales no isomorfos de s¢(2,C) (no es trivial).

A continuacién se analizan con mas detalle la correspondencia entre elemen-
tos del grupo y del algebra sobre un ejemplo especialmente significativo

3.3.3. Rotaciones y Rotaciones Infinitesimales

Este ejemplo muestra la correspondencia entre los campos vectoriales (ge-
neradores infinitesimales del algebra asociada a SO(3)) y los subgrupos uni-
paramétrico definidos sobre el grupo de rotaciones SO(3;R) Para fijar ideas,
consideremos el campo vectorial £ := 2:(9/dy) — y(9/0x) que corresponde a una
rotacion infinitesimal respecto al eje Oz y consideremos el grupo uniparamétrico
en SO(3,R) dado por

cost —sent 0
p: :R—=SO(3;R) | pu(t) := sent cost 0 vteR
0 0 1
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que representa las rotaciones ordinarias de R? que dejan invariante el eje Oz. El
vector tangente a la imagen p,(t) en el elemento neutro e = I3 estd dado por

1 cost —sent 0 1 0 0
Xe = limtﬁog(pz(t)—fg) = limtﬁog[ sent cost O |- 0 1 0
0 0 1 0 0 1

Desarrollando en serie de Taylor cada una de las entradas de la matriz, se obtiene

-1 0
0 0
0 0

. A-5+..) —(t-5+..0 0
0 0 1

o = O

La denominacién dada a esta matriz procede de su relacién con el campo co-
rrespondiente a la rotacion infinitesimal. En efecto, observemos que

a0 9 0 0.,
E'_‘/an yax_ )'

Reciprocamente, si ahora partimos del vector X¢, 6 si se prefiere del sistema li-
neal asociado a(t) = X¢a(t), es posible describir facilmente la curva en SO(3;R)
cuyo vector tangente en el elemento neutro es dicho X¢. En efecto, la Teoria
elemental de las EDO muestra que la solucién de este sistema con dichas con-
diciones iniciales estd dada por la exponencial de tX¢, que calculamos a partir

de las potencias de la matriz X¢:

-1 0 t2 t3 0

0 0 |+ 0 -1 0 |+ —1
2! 3!

0 O 0 0

0
a(t) == exp(tXe) = Is+t | 1

0
Reagrupando términos, podemos representar a(t) (para un t suficientemente
pequenio, donde la serie precedente sea convergente) mediante una dinica matriz
que resulta ser

(1—%4'---) —(t—ﬁﬁ—...) 0 cost —sent 0
a(t) = (t—g—d,—i—...) (1-L+..) 0| =| sent cost 0
0 0 1 0 0 1

Por ello, la integracién de una rotacién infinitesimal (como campo vectorial é
si se prefiere como vector en el algebra de Lie T7,SO(3;R)) da una rotacién en
el sentido ordinario de R®. La extensién de este razonamiento a los otros dos
campos vectoriales correspondientes a las rotaciones infinitesimales respecto a
los ejes Oy y Oz es elemental y se deja como ejercicio. De este modo, obtenemos
también una descripcion explicita del difeomorfismo local entre un entorno del
elemento neutro I3 del grupo G = SO(3;R) y un entorno del origen 0 € g =
T1,50(3;R). Este ejemplo no es un caso aislado; al contrario, ilustra la situacién
general que aparece en la Teoria de Grupos de Lie.

O O =

o O O
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3.3.4. Transformaciones euclideas infinitesimales

El vector tangente a un camino () en el grupo euclideo SE(3) viene dado
por

W= (A0 )= (o V)

El vector traslacién x(t) se puede representar mediante x(t) = (I — A)u(t) +
Opv /2. El vector posicién inicial (p(0),1)7 se transforma en (p(\),1)T a lo
largo del camino v(t) por multiplicacién a la izquierda. Identificamos la veloci-
dad en coordenadas afines (p(t),0)T con p(t) que calculamos reemplazando el
valor del vector traslacién x(¢) obteniendo

B(t) = Qp—u)+0v
2w
]\§ donde el vector (p—u) representa el vector posicién del punto p con respecto

al eje del movimiento. Como la matriz ) asociada a la rotacion infinitesimal es
antisimétrica, podemos escribirla como

0 —w, Wy
Q = Wy 0 —Wg
—Wy Wy 0

por lo que su efecto sobre el vector x corresponde al producto vectorial

Ox =w X x

siendo w el vector velocidad angular instantdnea. Representando mediante 9%\7
a la velocidad instantanea de un punto sobre el eje del movimiento, podemos
expresr globalmente la velocidad como un twist dado por el 6-vector de compo-
nentes

T T
t=(w,v)" = (Wg,wy,ws, Ug, Uy, V)
donde ahora el vecotr velocidad lineal asociado al movimiento viene dado por
. p R
v=uxw+0—v
27

De una forma més sintética, expresamos la transformacion cinemdtica de un
punto p como

P=wXp+vVv

es decir, como la composicién de una rotaciéon instantanea representada por el
area orientada w X p y de una traslacién infinitesimal representada por el vector
velocidad v. Esta observacién proporciona el punto de partida para la aplicacién
de las Algebras de Clifford a la Cinematica.
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3.4. Derivaciones del Grupo

Estrictamente hablando, las derivaciones de un grupo G son los tinicos datos
de Geometria Diferencial necesarios para desarrollar una Teoria de Grupos y
Algebras de Lie que vaya més alld de las descripciones algebraicas introducidas
en (sub)secciones anteriores.

Desde un punto de vista formal, las derivaciones también se pueden consi-
derar como una herramienta algebraica; basta caracterizarlas por su compor-
tamiento sobre las constantes y por la regla de Leibnitz. Sin embargo, aqui se
adopta un enfoque mas “pedestre”, utilizando en ocasiones coordenadas locales,
algo que es exclusivo de las algebras de Lie matriciales. En el médulo 3 de Topo-
logia Diferencial y a lo largo del Lie Seminar (impartido de forma conjunta con
Javier Gilemes a principios de los noventa) se desarrolla un enfoque algebraico
mas general donde sélo se utilizan propiedades formales.

El enfoque abstracto para el caso C™ se basa en la descripcién del espacio
tangente en un punto como el espacio generado por los vectores tangentes a
las curvas que pasan por el punto “contenidas” en la C"-variedad (en realidad,
basta que tengan un contacto de orden 2 en el punto). Un enfoque abstracto
facilita el desarrollo de propiedades formales del dlgebra de Lie.

3.4.1. Subgrupos uniparamétricos

Los grupos uniparamétricos de G = Aut(g) permiten obtener derivaciones
sobre g, a partir del vector tangente X, a la imagen a(t) C G evaluado en el
elemento neutro e.

Reciprocamente, el conocimiento de una “buena base” de vectores tangentes
X! de T,G, permite obtener por integracién los grupos uniparamétricos a;(t) :
R — G, cuyos vectores tangentes en e son precisamente X:. De este modo,
obtenemos un sistema de coordenadas candnicas sobre G (E.Cartan) 2!

3.4.2. Campos invariantes a un lado

La clave de esta construccién consiste en que el algebra de de Lie T, G esta
generada por campos vectoriales invariantes a la izquierda (6 a la derecha) por
la accién del grupo G. La eleccién de una “buena base” (formada por campos
vectoriales independientes) se justifica por la descripcién global del fibrado tan-
gente de un grupo de Lie G como producto directo del propio grupo G por su
algebra de Lie g (cualquier grupo de Lie es paralelizable)

21 Este enfoque se desarrolla en el cap.7 del médulo 4 en relacién con el célculo diferencial
exterior sobre grupos de Lie
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3.4.3. El algebra de las derivaciones

En general, un élgebra de Lie no es conmutativa 22. Por ello, es necesario
desarrollar un formalismo diferencial sobre g = T.G de tipo no-conmutativo
que permita gestionar las propiedades presentadas al final del médulo 1. En
este apartado, se consideran algunas propiedades bésicas.

La falta de conmutatividad para las derivaciones se traduce en una no-
anulacion del corchete de Lie asociado a las derivaciones. La representacion
de este fendmeno sobre variedades se expresa como una “holonomia’ no-nula”
(lamada también “defecto de holonomia”) ‘para la “traslacién infinitesimal”
asociada a una “conexién” (formalmente, una conexién representa una diferen-
ciacién covariante) . Este enfoque se desarrolla sobre todo en el médulo 5 de la
asignatura.

La relacién con la Teorfa de Deformaciones (transversal a la Topologia Di-
ferencial, Geometria Algebraica y Geometria Analitica) presenta ain una gran
cantidad de problemas abiertos. Desde el punto de vista geométrico, el caso me-
jor conocido corresponde a superficies analiticas complejas (ver el médulo 4 de
Geometria Algebraica para més detalles).

Prdctica avanzada.- Desarrolla el formalismo bésico y aplicalo al algebra
de divisién de los cuaterniones. Conecta con el enfoque de la Geometria No-
Conmutativa desarrollado por Connes.

3.4.4. El algebra envolvente

En general, un algebra de Lie no es necesariamente asociativa 23. Una forma
de resolver esta dificultad consiste en asociar de forma canodnica un &lgebra
asociativa que permita “recuperar” alguna de las propiedades tipicas para el
caso asociativo. Este dlgebra asociativa recibe el nombre de /(lgebm Envolvente
Universal y se denota mediante U(g).

Para construir U(g) se recurre al dlgebra tensorial ®g construida sobre g
(como espacio vectorial) conservando las propiedades asociadas a las diferentes
representaciones de g. Para ello, se pasa al cociente del dlgebra tensorial por el
minimo ideal bildteral correspondiente a la anulaciéon de todas las expresiones
en las que “falla la asociatividad”.

El algebra tensorial de cualquier espacio vectorial tiene sus correspondientes
parte simétrica y antisimétrica (esta descomposicién es la generalizacién natural
al dlgebra tensorial del resultado bien conocido para matrices). En nuestro ca-
s0, si g es conmutativa, el dlgebra universal U(g) es el dlgebra simétrica Sim(g)
de g. Por ello, la “falta de conmutatividad” se traduce en la “adjuncién” de
componentes correspondientes a la parte antisimétrica de g. Los topicos relacio-
nados con algebra tensorial se desarrollan en el médulo 3. Por ello, relegamos
su desarrollo hasta el final de dicho médulo.

22 Los cuaterniones presentados en el capitulo 1 del médulo 2 proporcionan un primer ejem-
plo de algebra no-conmutativa

23 Los octoniones presentados en el capitulo 1 del médulo 2 proporcionan un primer ejemplo
de &dlgebra no-asociativa
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4. Una introduccién a la Teoria de Representacién

De una forma intuitiva, la Teoria de Representacién de un grupo en un
espacio vectorial consiste en un homomorfismo p : G — GL(V;K) sobre el
grupo lineal de las transformaciones regulares de un espacio vectorial V' sobre
un cuerpo K. Si la aplicacién p es inyectiva, podemos visualizar las propiedades
de G como si fueran transformaciones regulares de un espacio vectorial V. La
Teoria de Representacion de Grupos de Lie resulta muy simple cuando el grupo
GG es compacto. En este caso, cualquier representacién unitaria irreducible es
finito-dimensional (Teorema de Weyl).

4.1. La Representacion adjunta
4.1.1. Algunos resultados basicos

Proposicion.- Supongamos que un grupo de Lie G actia a la izquierda sobre
una variedad diferenciable M mediante a : G x M — M. Sea p € M un punto
fijo para la accién de G. Entonces, la aplicacién p : G — Aut(T,M) dada por
la asignacién g — (ag)«(p) es una representacién de G.

Corolario.- El elemento neutro es un punto fijo de la accién de cualquier
grupo de Lie G por los automorfismos interiores.

La representacién adjunta de G en el espacio vectorial g, que denotaremos
por Ad : G — Autg estd dada por la asignacién A +— dep4, donde ¢4 es la
aplicacién que describe la clase de conjugacién de cada elemento en el grupo, es
decir,

ba:G— Aut(g) | ¢a(B):=ABA'VYACG .

El Corolario anterior muestra que la aplicacién Ad : G — Aut(g) es una
representacion del grupo G en el espacio vectorial g.

4.1.2. La representacion adjunta y las derivaciones

Un camino 7 : G — G pasando por I se puede representar mediante
By = (t) = I +tY +t2Q(t), donde Y = L~(t) |;—o es el vector tangente
al camino y(¢) en t = 0. La accién de G sobre (t) esta representada por la con-
jugacién con A. Diferenciando esta accién y evaluando en el origen, encontramos
que ad(A)Y = AY A~! para cualquier A € G. Con més generalidad, tomando
espacios tangentes, la representacién adjunta de G en g da un homomorfismo
de algebras de Lie que denotamos mediante

ad:T.G=g— End(g) | X — ad(X) donde ad(X)(Y) :=[X,Y]VY €g.

La asignacion X — adx define una derivacién sobre g, es decir,

ad(X)([Y,2)) = [ad(X)Y,Z) + [V.ad(X)Z] ,¥X.Y.Z € g,
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6 si se prefiere ad([X,Y]) = [ad(X),ad(Y)] (comprobadlo como ejercicio). Por
ello, la asignacién X — ad(X) define un homomorfismo de Lie del dlgebra g en
Der(g).

4.1.3. La representaciéon adjunta de SO(n)

Deseamos calcular Q' = AQAT para cualquier A € G = SO(3), donde
Q € so0(3) estd representada por

0 —w, Wy
QO = Wy 0 —Wy
—Wy Wy 0

Como A € SO(3,R) sus columnas a; estén representadas por vectores ortonor-
males, es decir,

a;.a; :(57;]‘ ,ap Xaz =ag,az Xazg =aj ,az X a; = az
Como Qv = w x v, obtenemos A(QAT) = A(w x a; | w x ay | w x a3z) que

desarrollamos en forma matricial como

0 al.(w X ag) al.(w X 33)
as.(w x ag) 0 as.(w x ag)
as.(wxaj) as.(wxa) 0

Desarrollando, obtenemos

0 w(ag X al) w(ag X al) 0 —asz.w ag.w
w(a1 X ag) 0 w(ag X ag) = —as.w 0 —ap.w
w(a; x ag) w(az x az) 0 —aw a.w 0

que es precisamente Aw, es decir la representacién adjunta sobre SO(3) es la
misma que la representacién adjunta sobre R?. Este es un hecho aislado que no
se extiende a dimensién superior ni tampoco a otros grupos.

4.1.4. La representacion adjunta de E(n)

Para fijar ideas, nos restringimos al caso n = 3. Los calculos realizados en
el apartado anterior facilitan una expresion explicita de la representacién de
SE(3) sobre se(3). Para encontrarla, debemos calcular

O v\ [ At Q v\ [ AT —ATt\ [ AQAT Av-— AQATt
o 0o )=\ o” 1) 0o o of 1 )T of 0

donde —AQATt = (Aw)) x t, en virtud del apartado anterior; esta expresién es
clave en Visiéon Computacional ( (Reconstruccién 3D euclidea) y en Robdética
(Anélisis y control de movimientos, navegacién interactiva). Por otro lado, si
hacemos
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0 —t. t,
T=| t. 0 —t
—~ty, t. 0

, interpretando Tx = t X x obtenemos

—AQATt = (Aw)) x t = TAw

Todo esto se puede escribir de una forma maéas compacta en terminos de
vectores 6-dimensionales (interpretables como rectas en el espacio proyectivo)
asociados a la expresién vectorial del algebra de Lie se(3) como

(v)=(a 2) (%)

, por lo que el efecto infinitesimal de una rotacién y una traslaciéon en el espacio
ordinario viene dado por la matriz

(74 4)

. Estas matrices forman efectivamente un grupo pues

A0 Ay 0 A A, 0
T1A1 A1 T2A2 A2 o (Tl + AszA?)AlAQ A1A2

y por otro lado
A 0o\t [ AT o0
TA A —\ —ATT AT

Ambas propiedades son de gran interés para las aplicaciones a Robdtica y a
Visiéon Computacional en relaciéon con problemas de estimacién. Asimismo, ad-
miten interpretaciones de gran interés en relacion con la topologia de variedades
de banderas y sus aplicaciones a teoria de control en espacios estratificados (ver
mds abajo)

4.2. Una aproximacion a Representaciones de Algebras de Lie

El ejemplo anterior muestra que un grupo abstracto se puede realizar de
formas diferentes dependiendo del espacio sobre el que actia. Esta observacion
conduce de forma natural al estudio de las representaciones como herramienta
para visualizar acciones (algebraicas o infinitesimales) sobre espacios vectoriales
(no necesariamente de dimensién finita) y, a continuacién, abordar la clasifica-
cion de grupos y algebras de Lie en términos de sus representaciones. El caso
inicial corresponde a representaciones sobre espacios de dimensién finita. 24

24 El caso general se aborda en el Seminario de Lie (con J.Giiemes). Algunas aplicaciones a
espacios oo-dimensionales se pueden ver en el médulo 4 de Topologia Diferencial
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4.2.1. Nociones basicas

Definicion.- Una representacion de un grupo G en un k-espacio vectorial V'
es un k-homomorfismo p : G — Autp (V).

Una representacion de un dlgebra de Lie g sobre un k-espacio vectorial V' de
dimensién finita es una aplicacién lineal p : g — gf(V) tal que

p([X. Y] = [p(X),p(Y)] , VXY € 9.

Con més generalidad, si V' es un espacio vectorial arbitrario (no necesaria-
mente de dimensién finita), llamamos representacidn de un algebra de Lie g
sobre V' a una aplicacién lineal p : g — End(V) que conserva los corchetes de
Lie, es decir, p([X,Y]) = [p(X), p(Y)].

El estudio de representaciones permite (entre otras cosas) abordar el proble-
ma de la clasificacién de las dlgebras de Lie, y por consiguiente de los grupos
de Lie. No obstante, es preciso hacer notar por un lado que un algebra de Lie
puede ser el algebra de diferentes grupos de Lie; ademds, un &dlgebra de Lie
puede presentarse de formas muy diferentes, segtin el espacio de representacién
donde se esté visualizando la accién. El primer problema requiere algo més de
topologia, y posponemos su discusion hasta el §4,57. El segundo es mas sencillo,
y puede ser abordado en términos de las constantes de estructura.

Se llama grado de la representacidén p y se denota por deg(p) a la dimensién
del espacio V. si dim(V) = 1y p(X) = 0 para cualquier X € g se dice que
p es la representacion trivial. En este curso sélo se consideran representaciones
sobre espacios vectoriales V' de dimensién finita sobre R 2°. A continuacién se
comentan algunas cuestiones algebraicas relacionadas con la representacién més
usual.

4.2.2. Una introduccién a la geometria de la aplicacion momento

La formulacién tradicional (Lagrange, Legendre, Hamilton, Jacobi) de la
Mecéanica Analitica se lleva a cabo en términos de las ecuaciones de Hamilton-
Jacobi. La invariancia de estas ecuaciones por la accién del grupo simpléctico,
el papel jugado por la conservacién de los invariantes fundamentales escalares
(energia) y vectoriales (momento angular) sugieren un tratamiento unificado en
términos de la aplicacion momento. En este apartado se esboza una primera
aproximacién al problema en términos de la representacion adjunta asociada al
grupo SO(n) y su recubrimiento universal.

Ejercicio.- Desarrollar segin [Gui83|

25 En el médulo 3 de Topologfa Diferencial (Singularidades de Aplicaciones) y en el médulo 4
de Geometria Algebraica (Variedades Complejas) se considera el caso general correspondiente
a representaciones sobre espacios de dimensién infinita sobre C
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4.2.3. Algunas aplicaciones a Mecanica de Medios Continuos

El enfoque presentado en el apartado anterior plantea su posible extension
a la Mecanica de Medios Continuos (Liouville, Arnold, Marsden) que presenta
multiples aplicaciones a Fisica e Ingenieria. En este apartado se presenta una
aproximacién muy bésica utilizando representaciones de SL(n). Para fijar ideas,
se considera sobre todo el caso n = 2.

Ejercicio.- Desarrollar segin [Mar97)

4.3. La forma de Killing

4.3.1. Nociones basicas

Definicion.- Un producto escalar < , > sobre un algebra de Lie g es una
forma de Killing si el operador ad(X) es antisimétrico para cualquier X € g, es
decir,

<adX)(Y), Z>= — <Y ,ad(X)Z> VY, Zcg

A partir de la identidad de Jacobi, construimos la forma bilineal de Killing
dada por

K(X)Y) :=tr(ad(X).ad(Y)) VX, Yeg.

Como la traza del producto de 3 matrices es invariante por permutaciones cicli-
cas, se tiene la siguiente igualdad

K(X,Y],Z) = K(V,[Z,X]) VX,Y.Zeg.

4.3.2. Descripcidn infinitesimal

La definicién dada se puede justificar usando la representaciéon adjunta aso-
ciada a los campos vectoriales més elementales (procedentes de subgrupos uni-
paramétricos). Asi, si

d
%(Y(t))tzo =[X,Y]=ad(X)(Y).

Como los subgrupos uniparamétricos estan dados topolégicamente por difeo-
morfismos locales, inducen isometrias infinitesimales de la variedad. En particu-
lar, el producto interno debe ser invariante, es decir, < Y; , Z; > =<Y , Z >.
Derivando con respecto a t en t = 0, obtenemos

Yy := ad(exp(tX))(Y) = Y+[X, Y]+o(t*) =

<[XaY]aZ> + <K[X?Z]>: 0.

De forma mas sintética, si A € GG, entonces cualquier vector tangente a G en
A es de la forma Lx (A) para algin X € g, donde Lx (A) := AX = Agexp(tX).
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4.4. Sobre el Problema de Clasificacion de Algebras de Lie

En esta subseccién sélo se abordan algunas cuestiones elementales de tipo
algebraico. Un enfoque mas avanzado requiere resultados diferenciales que son
consecuencia del Tercer Teorema de Lie 26

En la clasificacién algebraica de dlgebras de Lie, se ve que si g es simple,
entonces g es isomorfa al dlgebra de Lie de las transformaciones lineales ad(X),
donde X recorre g. Por ello, la estrategia més natural (desde el punto de vista
algebraico) consiste en tratar de encontrar las formas canénicas més elementales
que pueden presentar las matrices ad(X), cuando X recorre g (este fue el punto
de vista desarrollado inicialmente por Killing y Cartan a finales del siglo XIX).

4.4.1. Nociones basicas

Definicion.- Diremos que H es una subdlgebra de Cartan del dlgebra de Lie
g si es una subédlgebra maximal abeliana de g y ad(H) es un endomorfismo
diagonalizable para cualquier H € H.

La demostracién de la existencia de subdlgebras de Cartan para g no es
elemental (requiere la prueba de los Teoremas de Lie y de Engel sobre &lgebras
solubles y nilpotentes, respectivamente).

El método para estudiar las formas candnicas que puede presentar ad(X)
estd basado en el estudio de la ecuacion caracteristica det(A —ad(X)) = 0. Los
coeficientes de esta ecuacién son invariantes; en particular, el doble del segundo
coeficiente es tr(ad(X)?) que es el valor que toma la forma de Killing cuando
Y = X (esta es la aproximacién original de Killing-Cartan).

Si g, ..., q, son las raices, las propiedades del dlgebra de Lie se pueden ex-
presar en términos de ciertas propiedades aditivas de las raices (Killing, 1889).
Esto motivé la introduccién de la (ahora llamada) matriz de Cartan, cuyo ele-
mento general a;; estd dado por

—a;; = maz{q € Z | a;+qajes unaraiz } .

Alternativamente, la matriz de Cartan de un dlgebra de Lie semisimple g
sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k de caracteristica cero se puede des-
cribir en términos de la forma de Killing < , > sobre g mediante

< oy, 05 >
A = (agh<ij<r = 22— )i<ij<r
JIEsnI= <oj,05 > SRIse
donde a1, ..., a, es un sistema de raices simples de g respecto a una subalgebra

de Cartan prefijada H.

De hecho, la matriz de Cartan es un invariante de g: no depende de la
eleccion de la subdlgebra de Cartan H, ni del sistema de raices simples relativo
a H. Asimismo, determina completamente el dlgebra de Lie en el caso semi-
simple: Dos algebras de Lie semisimples son isomorfas si, y sélo si tienen las
mismas matrices de Cartan, salvo permutacién de indices.

26 Al final del médulo 4 se presenta una demostracién basada en la versién del Teorema de
Frobenius en términos del dlgebra exterior.
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Diremos que un algebra de Lie semisimple g es simple si y sélo si su matriz
de Cartan es indescomponible, es decir, no se puede expresar como una matriz
diagonal por bloques después de alguna permutacién de indices.

4.4.2. Etapas de la clasificacion algebraica

El problema de la clasificacion de las algebras de Lie tiene dos etapas:

» Caracterizar las matrices de Cartan (a;;) indescomponibles que puedan
aparecer y mostrar las clases de equivalencia verificando dicha caracteri-
zaci6on (Killing, 1889; Cartan, 1892).

= Mostrar que para cada clase de equivalencia representada por una A =
(ai;) existe exactamente un algebra de Lie simple, cuya matriz de Cartan
(sobre C) es precisamente A (Cartan, 1892).

El problema de la caracterizacién (6 identificacién) de las dlgebras de Lie
consiste en recuperar el dlgebra a partir de generadores y relaciones. En el caso
semisimple esto es posible gracias al resultado siguiente:

Teorema (Chevalley, Serre).- Para un algebra de Lie semisimple g existe un
sistema de generadores linealmente independientes

6iafi7hi Gg i:|,...,T

al que se llama base de Chevalley verificando las relaciones

les, fj1=stghi , [hi,ej] = aije; , [ha, fi] = —aijfj , [hi,hy] =0

Dos bases de Chevalley estan relacionadas por un automorfismo de g. Ademas,
los generadores e;, f; verifican las relaciones

(ad e)~*Fle; = 0, (ad fi) ™M f; =0 i#]

Por 1ultimo, los dos sistemas de relaciones que acabamos de mostrar para los
generadores caracterizan al dlgebra de Lie g.

Para maés detalles sobre este topico remitimos a la literatura especializada
(Serre, 1966). Seria del méximo interés encontrar criterios similares para 4lge-
bras de campos vectoriales de dimensién infinita (ver tesis de T.Pérez para los
casos asociados a singularidades simples).
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5. Complementos

5.1. Algunos desarrollos adicioanles

5.1.1. Una aproximacién algebraica a aspectos topoldgicos

A lo largo de este apartado, suponemos que G es un Grupos de Lie Conexo
cuya topologia se desea estudiar desde un punto de vista algebraico.

El objetivo consiste en mostrar algunos resultados bésicos de carédcter to-
poldgico (demostracién como ejercicio) que son las 4 proposiciones siguientes:

Subgrupos e ideales del dlgebra de Lie.- Sea H un subgrupo de Lie conexo
de G. Entonces, H es un subgrupo normal de G si y sélo si su algebra de Lie
H es un ideal de g.

Caracterizacion del centro.- Si G es un grupo de Lie conexo, entonces el
centro Z(G) = Ker(Ad).

Caracterizacion de Grupos y dlgebras abelianas.- Sea G un grupo de Lie
conexo. Entonces, GG es abeliano si y sélo si g es un dlgebra de Lie abeliana.

Caracterizacion del toro como grupo.- Si G es un grupo de Lie compacto,
conexo y abeliano, entonces G es un toro.

5.1.2. Elementos de la Teoria de Representacion

La Teoria de Representacién es la parte més estrictamente algebraica de la
Teoria de Grupos y Algebras de Lie. Permite estudiar propiedades de ambos
objetos a través de morfismos definidos sobre grupos y algebras de Lie construi-
dos como transformaciones (algebraicas lineales o infinitesimales) dadas sobre
un espacio vectorial con alguna estructura adicional. El caso inicialmente més
“sencillo” corresponde a grupos compactos, aunque existe una analogia con el
caso no-compacto descubierta por E.Cartan (1936) quien demuestra que si G es
no-compacto, entonces es posible asociar de forma unica a cada grupo semisim-
ple un grupo compacto G cuyo algebra de Lie coincide con el algebra del grupo
inicial (no compacto). 27

Se llama radical Rg de un grupo de Lie simplemente conexo G al mayor
subgrupo invariante resoluble cerrado conexo de G. Cuando dicho radical se
reduce al elemento neutro, se dice que G es semisimple. El Teorema de Levi firma
que, bajo las condiciones anteriores, el grupo G descompone como producto
directo de su radical y de un grupo de Lie semisimple que es isomorfo a Rg.
Por ello, basa conocer la table de las 4 series de grupos lineales cldsicos ABCD
para descomponer cualquier grupo de Lie en producto directo de sus subgrupos
invariantes cerrados simplemente conexos y casi-simples.

27 Estas cuestiones se abordan con més detalles al final del médulo 6 en relacién con la
clasificaciéon de espacios homogéneos y simétricos.
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El desarrollo del caso correspondiente a un grupo de Lie compacto G tie-
ne lugar desde principios del siglo XX con aplicaciones casi inmediatas para el
estudio de propiedades en Fisica de Particulas. Buena parte del desarrollo ini-
cial se debe a H.Weyl quien proporciona los elementos fundamentales para su
aplicacién a la Mecédnica Cudntica a lo largo da la tercera década del siglo XX.

La unificacion de los métodos infinitesimal e integral se inician con el resul-
tado de E.Cartan (1930) quien demostré que cualquier dlgebra de Lie sobre R
es el dlgebra de Lie de un grupo de Lie 2%, Esta unificacién inaugura el estu-
dio global algebraico de los grupos de Lie (ver refs [Che49], [Hel78] al final del
capitulo).

De hecho, si G es un grupo de Lie simplemente conexo se obtiene un diccio-
nario perfecto entre propiedades de grupos y de algebras de Lie; esto pone de
manifiesto el interés de calcular el espacio recubridor universal de los grupos de
Lie. El diccionario “perfecto” consiste en los dos resultados siguientes:

» GG siysélosig~g

= Si dim(g) < oo, encontes existe un grupo de Lie simplemente conexo G
cuya &lgebra de Lie es g.

Sin embargo, la situacién para un grupo de Lie conexo (no necesariamente
simplemente conexo) la situacién es algo peor. No obstante, también se cuenta
con construcciones generales que permiten abordar el problema desde un pun-
to de vista topoldgico: Si K es un subgrupo compacto conexo maximal de G
entonces G es homeomorfo a K x R® y ademas existen s subgrupos cerrados uni-
paramétricos Hq,...H (es decir isomorfos a R)tales que G es isomorfo como
grupo a K x Hy x H, (Malcev 1945; Iwasawa, 1949).

Un ejemplo bdsico de esta descomposicion estéd dada por la expresion de un
cualquier matriz A € GLT(n;R) como producto de una matriz ortogonal y una
matriz simétrica; el caso complejo es similar, reemplazando la condicién de ser
ortogonal por la condicién de ser unitaria. Como el conjunto de las matrices
simétricas es un espacio vectorial (y, por tanto, contractible), esta descomposi-
ciéon muestra que el grupo lineal general es contractible al grupo ortogonal, es
decir, cualquier base se puede ortogonalizar (Gram-Schmid).

La idea subyacente a la descomposicion de Malcev-Iwasawa consiste en que
las propiedades topoldgicas de un grupo de Lie conexo son esencialmente las
de un subgrupo compacto maximal 6 conexo maximal K. A la vista de estas
descripciones, interesa obtener propiedades topolégica (como p.e. ser cerrado s
simplemente conexo) de los subgrupos a partir de propiedades algebraicas de
los mismos y topolédgicas del “grupo ambiente”. Este enfoque se utiliza para la
clasificacién de los espacios riemannianos simétricos irreducibles que se presenta
al final del médulo Aqg.

28 Este resultado se demuestra como consecuencia de la descomposicién de Levi (ver més
abajo)
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5.1.3. Transformaciones Activas y Pasivas de Coordenadas

Segun la terminologia clasica, podemos interpretar los elementos de cada
uno grupos clasicos como transformaciones que aplican una referencia asociada
a un sistema en otra. Asi por ejemplo, el grupo de Lorentz O(3,1) es el grupo
asociado a la Relatividad Especial.

A partir de estos grupos Clésicos, podemos construir (mediante operaciones
algebraicas) otros mds complicados que son los apropiados para describir la
dindmica de un sistema. El ejemplo tipico de esta situaciéon estd dado por el
grupo inhomogéneo de Galileo asociado a la dindmica de un cuerpo rigido que se
desplaza en el espacio. Con més generalidad, el grupo de la Relatividad General
permite describir simultdaneamente los fenémenos descritos por la accién del
grupo de Galileo y del grupo de Lorentz.

En cualquier caso, estos grupos actian siempre sobre referencias inerciales,
que son bases del espacio tangente de una cierta variedad M (en los modelos
antes citados, esta variedad es un modelo de espacio-tiempo). El hecho de que
el fibrado tangente T'M sea una ”buena aproximacién” del espacio-tiempo para
los fenémenos que intentamos describir, implica la existencia de estas referencias
inerciales.

Pero puede haber efectos que no podamos detectar en términos de estas
referencias inerciales, como por ejemplo, las fuerzas centrifugas que aparecen
en un soélido en rotacién. El modelo cldsico no se altera esencialmente cuando
incorporamos estas fuerzas, porque el cuerpo sobre el que actian se supone
indeformable (un sélido, segin la terminologia usual). Sabemos que esto no
siempre es asi, por lo que debemos ampliar tipo de transformaciones con las
que trabajamos, incluyendo (como haremos mds abajo) la accién de grupos de
difeomorfismos (esto nos permitird de paso, conectar con la Mecdnica de Medios
Continuos).

Por otro lado, la existencia de invariantes algebraicos por la accién de cada
uno de estos grupos (hasta ahora hemos descrito el momento lineal, el momen-
to angular y la energia) es consecuencia de ciertos principios de Relatividad
General (segin la aproximacién teolégica propia de un matemadtico). Por ello,
debemos ser capaces de detectar invariantes en términos de las transformaciones
generalizadas que estemos introduciendo.

Para fijar ideas, consideraremos una situacién que aparece frecuentemente
en varios contextos de Fisica Tedrica, pero que reformulamos de acuerdo con
las nociones introducidas en el §2,2. El lector deberia intentar concretar esta
descripciéon para alguno de los grupos clasicos mostrados al principio de este
§2,3.

En el §2,2,18 comentabamos algunas ideas relacionadas con las transforma-
ciones pasivas y activas de coordenadas definidas en un fibrado vectorial £ sobre
un modelo de espacio-tiempo M. En este ntimero revisitamos estas ideas in-
corporando la estructura y el lenguaje que facilitan los fibrados principales (la
referencia para este apartado es [Gui83]).

Si en lugar de considerar un fibrado vectorial, consideramos un fibrado prin-
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cipal Py — M sobre M, las TPC estdn dadas por difeomorfismos ¢ de Py que
conmutan con la accion del grupo estructural H sobre la fibra, es decir,

¢(zxh) = ¢(z)xh YzePyg,VheH

A estas transformaciones se les llama automorfismos de Py y constituyen un
grupo al que se denota mediante Aut(Pp). Como dichos automorfismo llevan
fibras en fibras, inducen difeomorfismos D(¢) del espacio total Py dados por

D(¢)(nz) = wD(9)(2) Vz € Py

por lo que tenemos un homomorfismo de grupos (una representacién) que se
denota:

D : Aut(Py) — Diff(M) .

Se llama grupo gauge del fibrado principal Py al nicleo del homomorfismo
anterior D y se denota mediante Gauge(Pg). Por ello, las transformaciones
gauge dan simetrias internas del sistema, mientras que los automorfismos del
fibrado principal Py combinan simetrias internas y externas.

5.1.4. Un ejemplo basico de Fibrado Principal

Supongamos que el fibrado principal Py es trivial sobre M, es decir, Py =
M x H. En este caso, cualquier difeomorfismo ¢ de M define un automorfismo
¢ € Aut(Pp) mediante

PY(m,h) = (Y(m), h) YmeM,VYheH.

De la misma forma, a partir de cualquier aplicacién f : M — H, podemos
construir

f(m7h) = (m> f(m)h) )

por lo que obtenemos un elemento f € Gauge(Py)- Ademas, Vh € H tenemos

dofo ™ (m,h) = $.f($ 7 (m),h) = G m), f@THm)R) = (m, fH(m))e),

Por ello, la accién de los automorfismos 1; del fibrado principal Py (proceden-
tes de los difeomorfismos ¢ de la variedad base M) induce una transformacién
en cada aplicacién f : M — H que se transforma de acuerdo con la regla

pogod =,
donde hemos hecho g := f o~!. De una manera mas formal: se tiene un

isomorfismo del producto semidirecto Dif f(M) x F(M,H) en el grupo de los
automorfismos Aut(Py) del fibrado principal Py .
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Razonando anédlogamente, obtenemos que el algebra de Lie de Aut(M x H)
estd dada como el producto semidirecto Vect(M) x F(M,H) de los campos
vectoriales sobre M con las aplicaciones definidas sobre M a valores en H.

En el caso general, s6lo podemos garantizar que esta descripcién se verifica
localmente, es decir, para cada punto xz € M se tiene un abierto U C M de
trivializacion del fibrado principal Py tal que existe un homomorfismo inyectivo

Diffo (M) x F.(M,H) — Py

(donde el subindice . indica soporte compacto), y en particular sobre g :=
Aut.(Py). El dlgebra de Lie estd dado en este caso por un producto semidirecto
de campos sobre M con soporte compacto por el conjunto de aplicaciones (con
soporte compacto) definidas sobre M a valores en H.

Un problema abierto de gran interés para la Teoria de Singularidades de
Aplicaciones es la formulacién de resultados similares al que acabamos de expo-
ner, pero relativos a cierres de orbitas eventualmente con singularidades.
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5.2. Ejercicios

Insertar en el texto

5.2.1. El grupo ortogonal

= Comprobar que el grupo ortogonal O(2) tiene dos componentes conexas
parametrizadas por

cosf  —sinf cos  sinf

senfl  cost ’ senfl —cost
correspondientes a las rotaciones ordinarias y las reflexiones con respecto
a la linea xo — xltgg =0.

= Extender la descripcion del apartado anterior a n > 3.

5.2.2. El grupo especial ortogonal

Verificad que la aplicacién RP? — SO(3) dada por la asignacién

w? 4+ 2?2 —y? - 22 2(xy —wz) 2(xzz + wy)
(w:x:y:z)»—)K 2(zy + wz) w? — 2 4+ 9% - 22 2(yz — wz)
2(xz — wy) 2(yz + wz) w? — 2?2 —y? + 22

con A = w? 4 22 +y%+ 22, define un homeomorfismo entre el espacio proyectivo
real tridimensional y el grupo SO(3). Comprobar que la matriz asi definida es
ortogonal.

Indicacién: A partir de una matriz A = (a;;)1<i j<3 € SO(3) construir una
inversa local de la asignacion anterior mediante

1 1 1
A — (1+ai1+a2+ass: 5(032 — @23 : §(a13 —asy: 5(6121 —a12)

Notese que el plano w = 0 no estd en la imagen, por lo que debemos utilizar
cartas para ”pegar” aplicaciones locales definidas de forma similar. Por ello,
sobre el abierto affn Dy (1 + a11 + as2 + asz) de RP? utilizamos las asignaciones

1 1 1
A — (5(032 —ag3: 1+ ay1 —az —ass 5(021 +aig: 5((113 + as1)
definida sobre Dy (1 + a1y + ags + az3) N Dy (14 a1 — asy — ass).

1 1 1
A~ (5(013 —asy: 5((121 +aiz:1—ay +azg —asz: §(CL32 + ag3)

definida sobre Dy (1 + a1y + ags + as3) N Dy (1 — ay1 + asy — ass).
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1 1 1
A — (§(a21 —ap2: 5((113 + asz : 5(1132 +ags:1— a1 —ag +ass:)

definida sobre D (1 + a11 + az2 + azz) N D4 (1 — a11 — az2 + ass).

que coinciden sobre las intersecciones comunes de abiertos y recubren todo RP?
(verificarlo). Por ello, proporcionan el homeomorfismo requerido.

5.2.3. Algunos resultados basicos de algebras de Lie
= Demuestra que el algebra de Lie del grupo unitario es
T;(U(n)) = {X e M(n;C) | "X =-X}.

De hecho, este resultado se puede obtener de forma sintética usando que
si TX + X =0, entonces A := exp(X) € U(n).

= Demuestra que el algebra de Lie del grupo simpléctico estda dado por

Ti(Sp(n)) = {X e M(n;C) | TX.J+JX =0} .
= Si g es la métrica de Minkowski, demostrad que
T1(SO(3,1) = {Xe M(4R) | TXg+g9X =0}.

5.2.4. Isomorfismos entre grupos y algebras de Lie

Dos grupos de Lie G1 y G2 son isomorfos si existe un isomorfismo de grupos
¢ : G1 = G4 que es de clase C*°. Demostrar que

= El grupo U(1) es isomorfo al grupo SO(2). Indicacion: Utiliza la asignacién

cost + isenf — ( cosf  —send >

senf  cosf

= El grupo de los cuaterniones unitarios es isomorfo a SU(2). Indicacion:
Utiliza la asignacién

a+bitcj+dk — ( a+ib CHd)

—c+1id a—1ib

w 5U(2) ~ sO(3,R). Indicacién: Utiliza la asignacién dada por

a+1ib c+1id
—c+id a—1ib

2(be + ad) a? =+ —d? 2(ed — ab)

) a? +v? —c? — d? 2(bc — ad) 2(ac + bd)
’-)
2(bd — ac) 2(cd + ab) a? —b? —c? + d?



5 Complementos 62

Noétese que p(A) = ¢(—A) para cualquier A € SU(2) (comprobarlo pa-
ra A = I y extenderlo). Por tanto, la aplicacién diferenciable ¢ descrita
es un doble recubrimiento no trivial de SO(3) (de hecho, el recubrimien-
to universal). Topolégicamente corresponde al fibrado no trivial aplica-
cion S* — RP? (nétese que no es posible encontrar una seccién continua
s : SO(3) — SU(2) que sea la inversa global de ¢ (la esfera S* no es
topolégicamente equivalente a dos copias de RP?).

= El grupo simpléctico Sp(2; R) es isomorfo a SL(2). Indicacidn: Nbtese que
el grupo simpléctico verifica la condicién

a c 0 1 a b\ 0 1

b d -1 0 c d) \-10
por lo que simplificando obtenemos det(A) = ad — be = 1, es decir, A €
SL(2). (Es posible extender este argumento a dimensién superior?.

= 50(2,R) ~s0(1,2) ® C.
= s5u(4) ~s0(6,R).

5.2.5. Espacios recubridores de grupos de Lie

Aunque las §lgebras de Lie de SU(2) y de SO(3;R) sean isomorfas, sin
embargo, m : SU(2) — SO(3;R) es un recubrimiento con un nimero infinito de
hojas (Indicacion: ver Schultz, p.103).

5.2.6. Constantes de estructura de algebras de Lie

Calcula las constantes de estructura cfj de las algebras de Lie correspondien-
tes a los grupos clasicos que aparecen sobre espacios de dimension 2 y 3 sobre
K=Ré6K=C.

5.2.7. Topologia local de grupos de Lie

0 -1
tidad de G = GL(2;R) pero no estd en ningin subgrupo uniparamétrico de G
(demuéstralo como ejercicio).

Este ejemplo muestra que el estudio local de un grupo de Lie a partir de
los subgrupos uniparamétricos es insuficiente incluso para la componente cone-
xa de la identidad. Este problema desaparece cuando trabajamos con grupos
compactos. En efecto, si G es un grupo de Lie compacto, entonces cualquier
elemento g estd en un grupo uniparamétrico, es decir, existe X € g tal que
g = exp(X) (no probaremos este resultado, que se enmarca en la teorfa de
clasificacién algebraica).

Ejemplo.- La matriz > estd en la componente conexa de la iden-
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5.2.8. Derivaciones sobre algebras de Lie

Dada un &lgebra de Lie g de un grupo de Lie G con corchete [, ], diremos
que D es una derivacién de g, si D[X,Y]| = [DX, Y]+ [X, DY] cualesquiera que
sean X,Y € g. En este caso, lo representaremos mediante D € Der(g).

En el §2,5,23

Mas arriba se ha mostrado como la representaciéon adjunta del grupo da au-
tomorfismos internos, y al pasar al espacio tangente, la representacién adjunta
del &lgebra da derivaciones internas. Demostrar directamente (usando grupos
uniparamétricos) que el dlgebra de Lie de los automorfismos de g es efectiva-
mente el conjunto de las derivaciones de g.

Indicacion.- Sea v : R — G un grupo uniparamétrico de automorfismos de
g. Tomamos la derivacién

d
D:g—g | DX):= %V(t)X li=o

dada por el vector tangente a la curva en cada X € g y observamos que

d d d
DX, Y]) = 2 (o)X, 0)Y] lemo = [;0(t)X lt=0, (@)Y ]+[o(t)X, o (t)Y fe=0]
Reciprocamente, si D es una derivacion, la exponencial ¢ — exp(tD) es
un grupo uniparamétrico de transformaciones de g. De hecho, como D es una
derivacion, se tiene que el grupo uniparamétrico obtenido pertenece al grupo
Aut(g) (compruébalo como ejercicio).
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5.3. Practicas

Se presentan 3 préacticas a modo de ejemplo, aunque hay otras muchas que
se pueden desarrollar en términos de las notas precedentes o de otros tépicos
que so6lo aparecen esbozados en secciones anteriores. Al final se incluye una
bibliografia comentada que muestra diferentes caminos a seguir, dependiendo
de los intereses de cada uno.

5.3.1. Practica: Elementos de Mecanica Hamiltoniana Equivariante

El grupo simpléctico Sp(n) actiia sobre las fibras del fibrado cotangente
T*M de una variedad M. La condicién de dejar invariante a la matriz J es
equivalente a dejar invariante las ecuaciones de Hamilton. Por ello, las drbitas
por la accion de este grupo son las soluciones de las ecuaciones de Hamilton.
La Mecanica Analitica Hamiltoniana estudia la geometria de las soluciones de
estas ecuaciones (en particular, de las "lagrangianas” que son las subvariedades
integrales de dimensién maximal).

Reciprocamente, cualquier grupo uniparamétrico del grupo simpléctico pro-
cede de un observable. Recordemos que (segun la notacién de §1,6,8) los obser-
vables se expresaban en términos de ”funciones” f tales que {f, H} = 0, donde
H es un hamiltoniano Estas funciones reciben el nombre de simetrias obvias del
sistema (en contraposicién con otras de las que no hemos hablado, que son las
simetrias ”ocultas”).

De este modo, veifamos que la anulacion de estos corchetes daba lugar a su vez
a simetrias infinitesimales del Hamiltoniano. Ahora sabemos que, como Sp(n)
es un grupo compacto, cualquier elemento esta en un subgrupo uniparamétrico.
Por ello, en el caso clasico podemos recuperar el hamiltoniano a partir de sus
simetrias infinitesimales, ¢ si se prefiere de los observables, asociados a dicho
hamiltoniano (este punto de vista se encuentra ya en Whittaker, 1944, y es la
base para el enfoque que desarrollaremos en el §2,6).

En particular, la érbita de un planeta estda completamente determinada por
dos observables no triviales como la energia y el momento angular, por ejemplo.

Afortunadamente hay “més observables de los que hacen falta”. Basta pen-
sar que las funciones constantes son soluciones obvias de las ecuaciones de Ha-
milton, por lo que generan un subgrupo uniparamétrico del grupo simpléctico
que corresponde a la transformacién identidad (verificarlo). En consecuencia, la
asignacion que a cada observable le envia en un subgrupo uniparamétrico no es
inyectiva. Por ello, debemos pasar al cociente modulo el centralizador.

Esta situaciéon es mucho més interesante cuando la acciéon del grupo que
consideramos es unipotente, pues en ese caso se tiene una descomposicién del
espacio de érbitas atendiendo a la dimensién del centralizador de cada elemento.
El prototipo de esta situaciéon en el caso clasico estd relacionado con los ope-
radores que aparecen en Mecdnica Cudntica. Otras situaciones mas accesibles
(mateméticamente hablando), proceden de las acciones nilpotentes dadas por
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algebras de Lie que actiian sobre singularidades de aplicaciones é sobre datos
asociados a su linealizacién 2°

5.3.2. Una nota sobre el grupo simpléctico y polinomios cuadraticos
invariantes

Para simplificar, consideremos el grupo simpléctico Sp(2) que actia sobre
R2 conservando las ecuaciones de Hamilton que escribimos en forma matricial
(segun §1,4,10) como

(5 =G (S )y

El campo vectorial hamiltoniano asociado a una funcién H estd dado (segin

OHO _ OH O
Ip Oq dq Op

Tomando como hamiltonianos las funciones cuadraticas en las variables ¢, p y
operando de forma elemental obtenemos el siguiente cuadro (tomado de [Gui83]):

g =

Hamiltoniano Cuadréatico H Campo Vectorial Matriz
o (00)

%qQ —qa% _01 8

P4 4% —ray (1) _01

3(0° +¢°) P — 4% _01 é

donde la cuarta fila corresponde al oscilador armoénico hamiltoniano y es una
consecuencia obvia de las dos primeras. De hecho, las tres primeras filas del
cuadro precedente contienen implicitamente diferentes versiones (en espacios
de funciones, campos vectoriales y matrices) de una representacién de sf(2).
Esta afirmacién es una obviedad cuando observamos la tercera columna, pues
las matrices que aparecen en las tres primeras filas forman la base natural del
algebra de Lie del grupo SL(2; R). Comprobarlo en las otras dos columnas como
ejercicio. Generalizar estos argumentos al grupo Sp(n).

Lejos de ser un ejemplo de variedades diferenciables, la Teoria de los grupos
de Lie proporciona la herramienta fundamental para abordar la mayor parte
de las cuestiones relacionadas con la integrabilidad de ecuaciones que aparecen
en Mecanica (Analitica, Cudntica y de Medios Continuos). Ello se debe a que
el espacio de las fases (correspondiente al fibrado cotangente en el caso de la

29 Esta situacién se trata de forma mds sistemdtica en la materia A4 (Topologfa Diferencial)
donde se introduce la Teorfa Diferencial de Invariantes sobre espacios de jets como marco
general.
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Mecénica Analitica) se puede identificar con el dual g* de un dlgebra de Lie g
dotado de una estructura de Lie-Poisson:

{Xi, X;} = ;X

(més detalles en Arnold (1974) 6 Kirillov (1972) desde perspectivas comple-
tamente diferentes, por parte rusa; y Konstant y Weinstein (1983), por parte
americana)

Sea G un grupo de Lie y g su dlgebra de Lie (funcionales que podemos definir
sobre ). La conjugacién define una aplicacién de clase C*° sobre G; fijada la
primera componente, obtenemos

0 :G—=G | @4(h) = ghg™?

que deja fijo el elemento neutro e € G; la diferencial de esta aplicacion en h = e
da lugar a la representacion adjunta

Ad(g):g—9g | Adg[Y] = [X,Y]

(donde exp(X) = g); la aplicacién dual de esta tltima es la representacion
coadjunta.

Si f € g*, la accién de las transformaciones coadjuntas Ad*(g) sobre f
(cuando g recorre GG) da lugar a la érbita coadjunta oy de f. Sobre esta orbita
coadjunta la estructura de Lie-Poisson es no-degenerada y determina una 2-
forma cerrada no-degenerada w,, a la que se llama la forma de Kirillov.

El grupo G acttia transitivamente sobre la érbita oy dejando la 2-forma w,,
invariante. Por ello, a cada elemento £ € g le podemos hacer corresponder un
campo vectorial hamiltoniano X¢ sobre g* inducido por la funcién hamiltoniana
asociada H¢. Ademas, es posible “arreglar” esta correspondencia & — H¢ de
modo que obtengamos un homomorfismo como algebras de Lie

Hi = [He , Hy)

entre g y el dlgebra de Lie de las funciones con respecto al corchete de Poisson.
Decimos entonces que el grupo es hamiltoniano (una accién de Poisson, en la
terminologia de Arnold, 1974). El resultado siguiente pone de manifiesto la
importancia de la formulacién equivariante en Geometria Analitica.

Teorema (Kirillov, 1972).- Cualquier variedad simpléctica homogénea cuyo
grupo de movimientos es un grupo de Lie conexo G es localmente isomorfa a
una Orbita coadjunta del grupo G 6 de su extensién central mediante R

Ejercicio.- Desarrollar y mostrar aplicaciones

El paso siguiente consiste en la extensiéon del enfoque geométrico de la
Mecéanica Analitica a la formulacién de las interacciones entre particulas en
términos de la Mecédnica Cudntica. Para ello, necesitamos desarrollar una refor-
mulaciéon geométrica de la Mecanica Cudntica. Esta reformulacion fue iniciada
por Von Neumann en torno a los anos cuarenta del siglo XX desde el punto
de vista del Andlisis Funcional (extendiendo el formalismo de variedades a los
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espacios de Hilbert). A la vista del cardcter parcialmente independiente y mds
avanzado de estos topicos, la reformulacién geométrica de la Mecanica Cuantica
se muestra en el capitulo 3 del médulo 7.
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5.3.3. Practica sobre Cuaterniones (enfoque homogéneo)

Mas arriba hemos introducido los cuaterniones H mediante

H:{(“B 2)6GL(2,(C) | abeC}.

Se tiene un embebimiento canénico del cuerpo C de los niimeros complejos
en el dlgebra de division de los cuaterniones H dado por la asignacién

CoH | ¢+~ ( ¢ 0, ) .
0 —c
Comprobad como ejercicio que el centro de H estd dado por

ZM) = {z€H | zh=hzVheH} = R

Usando la representaciéon matricial, podemos describir una base de H como
C-espacio vectorial:

- 10 0 1 2 _ L
He =< (0 1>,<_1 O> > donde j*=—-1yzj=jzVzel

lo cual permite construir un isomorfismo como C-espacios vectoriales

2 . af b
C" ~H | (a,b)r—>a+bj.(_b a)

Del mismo modo que en el caso de C con respecto a R, se tiene que existe
un antiautomorfismo de conjugacion

i:H—H | h:==a+bj+i(h):=h=a—jb.

Sea h un elemento de H que interpretamos como una matriz compleja en
GL(2;C). Entonces definimos la adjunta de h 'y la denotamos mediante *h como
la imagen i(h) por el anti-automorfismo de conjugacién precedente.

La conjugacién asi definida es R-lineal, coincide con la conjugacion compleja
sobre C y ademés verifica que 2 = id y la propiedad i(h.k) = i(k).i(h) (obsérvese
que el orden cambia).

La norma de un cuaternion

|h]lm se define como la norma hermitica sobre C* del par de nimeros com-
plejos que le representa, es decir, ||hljg := h.h = h.h (a veces también se le
denota por N(h)). Comprueba que
la+bjle = laf® + b € R .
En particular, si h € C se tiene que ||h|jg = |h|?> = h.h = det(h)
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Veamos ahora cudl es la estructura real subyacente a H. El algebra de los
cuaterniones tiene dimensién 4 sobre el cuerpo R de los ntimeros reales. Un
sistema de generadores estd dado por

10 . (i 0. (01 (0
== (0 1) = (0 5) o= (5 0) (0 0)

con las reglas obvias de multiplicacién dadas por las expresiones

i=j?=k>=-1,ij=—ji=k, jk=-kj=1i, ki=—-ik=j.

Segun esta representacion real de los cuaterniones, descomponemos Hy en

R @ {cuaterniones purosq} = @{bi+cj+dk | b,c,d € R} ~cg RO R3

lo cual da un isomorfismo como espacios vectoriales reales

R* ~ Hg | (a,b,c,d) — a+bi+cj+dk

(con las reglas antes mencionadas para i, j y k). Con esta forma real para los
cuaterniones, podemos escribir el antiautomorfismo de conjugacién ¢ : H — H
mediante

ir+q)=r—q = |r+q|=r"-q*.

En particular, si q es un cuaternidn puro (es decir con parte real nula), enton-
ces se tiene que ||q|| = —q?. Ademds, el cuadrado h? dr un nimero cuaterniénico
arbitrario estd dado en términos de su representacién real por h? = r2+q2+2rq.
Por ello,

WReRer=06q=0

(en particular, h? € R~ < r = 0), lo cual muestra la relacién con la norma
euclidea sobre R*. Por tltimo, del mismo modo que los nimeros complejos de
norma unidad se pueden representar mediante el grupo SO(2;R), cuando usa-
mos su representaciéon real, tenemos un analogo para el caso de los cuaterniones
de norma 1 que dan lugar al grupo cuaternionico 6 simpléctico 1-dimensional

(sobre H):

a b
Sp() = e | =13 = {( % V) eGne.0) | PP =1} = sUE
Por ello, desde el punto de vista de los grupos de Lie clasicos, obtenemos
un doble recubrimiento Sp(1) ~ S* — SO(3) cuyo centro es Z(Sp(1)) = {+1}
(recuérdese de §2,5,147 que SU(2) es el doble recubrimiento de SO(3;R)). La
forma usual de describir el homeomorfismo entre Sp(1) = SU(2) y la variedad
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S? est4 basada en los dngulos de Euler x,0, que describen las coordenadas de
esta ultima variedad:

a= e%(x"’“o)cosg , b= e%(X_‘p)senQ .

Estas observaciones justifican a posteriori las identificaciones llevadas a cabo
usualmente en topologia donde se interpreta la esfera n-dimensional cuaterniéni-
ca

S = {he W™ | B =1} =5 S

(por analogfa con la situacién compleja donde la esfera compleja Sg ~ Sﬁ”“).
Asimismo, se identifica el grupo de los automorfismos de H"*! que conservan
la norma cuaterniénica con Sp(n + 1), es decir,

Sp(n+1) = {A€ Auty(H"Y) | |AR| = [A]}

(de hecho esta igualdad se ha presentado como una definicién en el §2,5,3,9 y
§2,5,4,5 para evitar este tipo de disquisiciones).
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5.4. References

La seleccién del “mejor” texto introductorio a Grupos y Algebras de Lie no
es elemental, debido a la multiplicidad de motivaciones, contextos y posibles
aplicaciones.

En el marco de la presente asignatura, es decir, desde el punto de vista de
la Geometria Diferencial, el libro de Warner (1983) es aceptable, aunque los
ejemplos son realmente escasos (por no decir nulos salvo los triviales) y las apli-
caciones inexistentes, algo que sélo se puede entender por la mania bourbakista
de la época, en la que era necesario borrar todas las pistas al pasado, a la historia
o las posibles aplicaciones.

En realidad, para aprender los aspectos bésicos de grupos y algebras de
Lie no es imprescindible tener conocimientos de Geometria Diferencial, pues la
teoria es esencialmente algebraica y, en menor medida, topoldgica. Por ello, los
excelentes libros de Bourbaki, Humpreys, Serre 6 Springer llevan a cabo una
introduccién algebraica, pero presentan el mismo inconveniente que el senalado
més arriba en relacién con [War83].

Para entender bien de qué se estd hablando es necesario “bajar a la arena”
del calculo matricial que luego se recupera via la Teoria de Representacion en
un contexto mas amplio. Una muy buena referencia moderna es [Hal03], aunque
existen otras cldsicas con atin més detalles como [Jac62] 6 [Mne86].

Una aproximacién préxima en espiritu a cuestiones de Geometria y Topo-
logia Diferencial se puede ver en [Bro85]. Algunas excursiones hacia aplicaciones
menos frecuentes, pero de gran interés en relacién con grupos discretos aparecen
en [Oni90]

El manual [Ful91] presenta un enfoque mucho més intuitivo y amigable que
las aproximaciones formales llevadas a cabo entre los anos cincuenta y ochenta.
Ademas, estd escrito por dos de los mejores expertos en Geometria Algebraica,
lo cual garantiza la aplicabilidad a aspectos geométricos de gran interés para
aplicaciones recientes en Fisica Tedrica.

Algunas excelentes referencias estan relacionadas con diferentes aspectos de
la Mecdnica Cldsica en el marco de la Geometria Simpléctica [Gui82], la Mecani-
ca de Medios Continuos [Mar09], las extensiones usando el método de 6rbitas
[Kir04] 6 las més recientes vinculados a cuestiones de Gran Unificacién en Fisica
Tedrica [Donll].

Las aplicaciones a Robdtica se pueden ver en [Mur94] con desarrollos adi-
cionales en trabajos de J.Burdick o de J.Otrowski de finales de los noventa;
algunas aplicaciones relacionadas con robots la cinematica de robots con patas
se presenta en el médulo 3 de mi Curso sobre Robdtica.

Las aplicaciones a la Vision Computacional se pueden ver en [Ma03]; algunas
contribuciones adicionales relacionadas con algoritmos en tiempo real se pueden
ver en los capitulos finales de los médulos 2 (en relacién con la Reconstruccién
3D en tiempo real), 3 (en relacién con la Navegacién asistida por Visién) y
4 (donde se aplican grupos y dlgebras de dimensién infinita para modelos de
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deformacién en Reconocimiento) del CEViC (materia Bs en mi pagina web).
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5.4.3. Aplicaciones a otras areas
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