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0.1. Notacion e Introduccién

En todo lo que sigue las variedades y aplicaciones son siempre de clase C”
para r > 2, salvo que expresamente se indique lo contrario. Al principio de
este apartado, se denota mediante X (en lugar de M) a la variedad con la que
se trabaja, para insistir en que la mayor parte de los resultados presentados
son extrapolables al caso de variedades algebraicas y también al de variedades
analiticas 6 algebraicas.

El objetivo fundamental de este apartado es construir una aproximacion
lineal (de primer orden) a variedades X de clase C” en cada punto xz € X
dada por el espacio tangente T,X; asimismo se muestra cémo extender esta
nocién a espacios de funciones. En términos conjuntistas el espacio tangente
T, X se describe como el conjunto de vectores tangentes a curvas que presentan
un contacto de orden > 2 en el punto. Hay que desarrollar una nocién intrinseca
de vector tangente, es decir, que no dependa del sistema coordenado elegido.

Para ello, es necesario incorporar un formalismo algebraico local basado
en la nocién de germen para evitar problemas de ambigiiedad. De una forma
intuitiva, un germen de una funcién en un punto p es una clase de equivalencia
que se obtiene para funciones que tienen “el mismo” comportamiento en un
punto; cuando esta idea se extiende a derivadas de orden k£ > 1 se obtiene la
nocién de (germen de) k-jet asociada a los polinomios de Taylor. Asi, p.e. el 1-
jet corresponde a (los gérmenes de) funciones que tienen la “misma componente
lineal” en el punto p; desde el punto de vista geométrico corresponde a las curvas
que pasan por el punto p y tienen la misma tangente en el punto (contacto de
orden 2. Esta nocién se extiende a polinomios de Taylor de orden k (truncaciones
del desarrollo de Taylor) con la interpretacién correspondiente al contacto de
orden k en el punto p de las curvas que pasan por p !

La primera seccién del capitulo trata sobre las diferentes nociones de vector
tangente. La segunda extiende esta nocién a vector tangente a una Aplicacién
en un Punto que es la extension natural de la derivada direccional, pero aplica-
da ahora a espacios de funciones. Las secciones siguientes son posibles tépicos
a desarrollar como trabajo individual y tratan sobre algunas aplicaciones del
campo gradiente, EDO de orden superior o elementos de la dindmica clasica
newtoniana. La eleccion del trabajo a realizar depende de las preferencias sobre
Topologia, Anélisis 0 Mecédnica Clasica de las personas matriculadas.

L En el caso geométrico, nétese que no es necesario que las curvas estén contenidas en la
variedad; basta con que tengan el contacto requerido.
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1. Vectores tangentes

En esta seccion se presentan las versiones coordenada e intrinseca de vector
tangente. El caracter intrinseco esta vinculado a la independencia con respecto al
sistema coordenado elegido o, si se prefiere, al abierto del espacio topoldgico (que
es un abierto de trivializacién en el caso de variedades). para ello se introduce
la siguiente relaciéon de equivalencia:

Supongamos que p € X es un punto de un espacio topolégico X y denotemos
mediante C" (X, K) al conjunto de funciones de clase C" de X a valores en un
cuerpo K. Deseamos comparar f,g € C"(X,K) de manera independiente con
respecto al sistema coordenado en p € X que estan definidas localmente en los
abiertos U,V con p € U NV. Para ello, se introduce la relacién de equivalencia
siguiente:

frpg = 3WcUNV | flw=glw

Definicion.- A la clase de equivalencia por dicha relacién se le llama el germen
de f en p € X y se le representa mediante [f].

A menudo y para no complicar la notacién se denota al germen [f] de la
misma forma que a su representante, pasando de funciones a gérmenes y recipro-
camente, dependiendo del contexto. Esta nocién se extiende de forma natural a
las derivadas de cualquier orden para dichas funciones.

Sea (U, ¢) una carta con coordenadas locales x!, ..., 2", correspondientes a
las componentes de la C"-equivalencia ¢ : U — R™. Sea v : I — U una curva de
clase C" (con r > 1) que pasa por P, = ~(0) € U. Para un pequefio entorno de
®(p,) se tiene un desarrollo de la forma

(o)1) = 21(0)) + & o (2 0 )t + (1)

1.1. Curvas tangentes

Empezamos motivando las definiciones formales con una presentacién geométri-
ca de la nocién de vector tangente en términos cineméticos. A continuacién se
desarrolla una versién intrinseca

1.1.1. Vector velocidad de una curva
Llamamos wvector velocidad de la curva 7y en el punto P, al vector dado por

d
= 7 li=0

Definicion.- Diremos que dos curvas 71 y 72 que pasan por p, son tangentes
en p, si la distancia d(v1(t),72(t)) = o(t) cuando ¢ — 0.

Esta nocién de tangencia equivale a que las dos curvas tengan el mismo
vector velocidad en el punto P, (comprobarlo como ejercicio) y es obviamente
una relacién de equivalencia.

v' (z'o07) =t & l4=0 , 1<i<n.
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Fig. 1: Vector tangente a una curva

Por ello, la condicion de tangencia no depende de la carta elegida (usar la
regla que da la diferenciacién de una funcién compuesta y razonar de manera
similar a como se ha mostrado en el §1,2,3). Esto justifica que, en ocasiones,
no representemos la carta coordenada sobre la que estamos trabajando, cuando
hablamos de ”vectores tangentes”.

Diremos que un wvector v es tangente a M en p si es el vector velocidad
de una curva v : I — M que pasa por p. En este sentido, el vector tangente es
una clase de equivalencia de érbitas cuyo representante es el germen del vector
velocidad asociado a la funcién en un punto.

La descripcién intrinseca de las condiciones de tangencia en términos de vec-
tores tangentes a curvas contenidas en la variedad no es gratuita, pues puede no
resultar practico utilizar coordenadas locales 6 bien podemos necesitar la nocién
de tangencia sobre espacios de dimensién infinita no numerable (para localizar
extremales asociados a funcionales de tipo integral en problemas variacionales
6 de optimizacién, por ejemplo).

No obstante, la expresion explicita del vector tangente depende del sistema
coordenado elegido. Sip € UNV, entonces la diferencial d(y o ¢»~1) del cambio
de carta expresa la transformacion del vector tangente en p, en términos de
la base correspondiente al nuevo sistema de coordenadas en (¢, V). De una
manera més explicita, si denotamos mediante z', ..., 2" y mediante y*,...,y"™ a
coordenadas locales en ¢(U) y 1(V), respectivamente, entonces dicha diferencial
esta representada por la matriz jacobiana del cambio de base que escribiremos
abreviadamente como

0y’

(@)19,]@ .
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Fig. 2: Pegado de curvas con la misma tangente (Bézier)

1.1.2. Definicién conjuntista de Espacio Tangente

Dada una variedad X, llamamos espacio tangente en p € X y lo denotamos
por T, X al conjunto de vectores que son tangentes a X en p. Dicho conjunto
de vectores se puede expresar de forma local en términos de derivadas parciales
como

i=n . a
5::25 o

donde (x!,...,2™) es un sistema coordenado centrado en p, 6 mas geométrica-
mente como el conjunto de vectores tangentes en p a las curvas v: I — X que
pasan por p € X, es decir, tales que v(0) = p.

1.1.3. Pegado de curvas con tangentes compatibles

En aplicaciones de diseio CAD/CAM es frecuente utilizar curvas de Bézier
que imponen restricciones en puntos de control para curvas de grado bajo que
tengan la misma tangente. Este topico tiene interés para modelado de objetos
planares y se extiende al caso de superficies en 3D usando B-splines que pueden
ser descritas en términos de “producto tensorial” de curvas de Bézier o de snakes.
En la fig.2 se muestra un ejemplo particularmente simple basado en curvas de
grado < 3

La generacién automatica de snakes es apropiada para reconocimiento de
siluetas o cuestiones de animacién basadas en la variacién de puntos de control.
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B X

Fig. 3: Preferencia Optima del consumidor sobre curvas de indiferencia

1.1.4. Reinterpretaciéon usando operadores

La descripcion conjuntista de vectores tangentes se puede reinterpretar de
una manera funcional en términos de operadores. Esta versién es la que se
muestra en las aplicaciones, donde la diferencia para el valor de una variable
entre dos estados se representa mediante un operador vectorial que asociamos
a la "tasa de variacién” de la variable. Esta tasa de variacidon se representa
matematicamente como la derivada direccional correspondiente a la variable
seleccionada cuyo comportamiento espacio-temporal deseamos evaluar.

Una aplicacién bésica de esta idea aparece en relacién con la formulacién
en términos de estdtica comparativa de las preferencias de un consumidor aso-
ciadas a una restriccion presupuestaria r en Microeconomia. La eleccién entre
dos bienes en funcién de los precios relativos se puede representar mediante una
coleccién de funciones (visualizables como hipérbolas). La restriccién presupues-
taria de cada consumidor se representa mediante una recta 7.

El punto en el que esta recta es tangente a las “curvas de indiferencia”
I; determina la asignaciéon éptima de recursos por parte del consumidor. El
desplazamiento de la recta asociada a la restriccién presupuestaria o la variacion
en los precios relativos de los bienes a consumir da lugar a desplazamientos en
la localizacién del equilibrio (ver Fig.3). En este caso, los operadores pueden
actuar sobre las rectas o bien sobre las curvas.

Este modelo se extiende a un nimero mayor de bienes, a preferencias no-
convexas (no unicidad de equilibrios), a modelos macroeconémicos o de finanzas
o también a la propagaciéon de shocks y la localizacion de equilibrios dindmicos
en términos de hiperplanos o, con mas generalidad, hipersuperficies tangentes.
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1.2. Gérmenes de aplicaciones

Dado el conjunto de las aplicaciones locales f : U — Y (donde U es un abier-
to de X que contiene a pg), introducimos la relacién de equivalencia siguiente:

(,U)~(g.V) & 3IWcUNVeonpeW | flw=glw

1.2.1. Definicién

A la clase de equivalencia por esta relacion se le llama el germen de la
aplicacion [ en el punto xz € X.

Al conjunto de gérmenes de aplicaciones en un punto z € X se le denota me-
diante Ox , (para el caso analitico) 6 mediante Eys,, para el caso diferenciable.
Ambos conjuntos tiene estructura de dlgebra real con respecto a las operaciones
suma y multiplicaciéon definidas mediante la suma y la multiplicacién de sus
representantes (comprobarlo como ejercicio).

1.2.2. Proposicion

El conjunto de gérmenes de funciones f : X — R en z € X tiene estructura
de anillo local, con ideal maximal M igual al conjunto de funciones que se anulan
en x € X (ver Ejercicio 1.1.7.6). Los elementos inversibles 6 unidades son los
no pertenecientes al ideal maximal.

1.2.3. Comportamiento funtorial

Una aplicaciéon F : X — Y entre C"-variedades induce un homomorfismo
entre dlgebras (andlogamente para los anillos) locales en z e y = f(x) dado por
la composicién:

F* Oy, - O0xs | F(p)i=¢oF

verificdndose que Id* = Id y (G o F)* = F* o G* (cardcter contravariante para
el funtor). En particular, si F' representa un germen inversible con respecto a la
composicién (localmente biyectivo), entonces

FoF'=Id = (FoF Y =Id = (F)'=(FYH

1.2.4. Ejemplo

El caso mas simple corresponde a gérmenes de funciones definidas sobre R™,
es decir X = R" e Y = R; el anillo local Ox , estd dado por el conjunto de
las funciones definidas sobre R™ cuyo ideal maximal corresponde a las funciones
que se anulan en un punto z (que podemos tomar como el origen). Denotamos
mediante O,, a este anillo local.
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Usando una carta local (p,U) la derivacién bajo el signo integral permite
reducirnos al caso anterior. En efecto, para un pequeno entorno de z € X
tenemos

F@) - f(0) = /Oljt (1, ta™)dt :ixi/olDif(tml,...,tx”)dt
=1

por lo que en la categorfa C" (para r > 2) podemos escribir

f@) = 1O+ > a'file) donde filo) = [ Dif(ea)i
i=1 0

La descripcion del germen de una aplicacién f : R™ — RP en términos de
sus componentes (fi,..., fp) con f; = fj(z!,...,a™) para j = 1,...,p, dota al
conjunto de gérmenes de aplicaciones F' : (R”,z) — (R?, f(x)) de la estructura
de O,-mébdulo.

1.2.5. Una nota sobre la aproximacion analitica local

La reformulacion en términos de anillos 6 de dlgebras locales asociadas a C"-
variedades permite estudiarlas mediante las propiedades de espacios de funciones
definidas sobre variedades, incluso en el caso singular. La extensién del estudio
al caso singular no es posible si utilizamos la aproximacién tradicional de la
Geometria Diferencial de Variedades.

El procedimiento de “pegado” de datos locales para obtener C"-variedades
se extiende de forma natural al “pegado” de estructuras definidas por los anillos,
médulos 6 algebras locales asociadas a los anillos locales A de funciones regulares
Ox 4 6 los médulos M construidos sobre dichos anillos. El caso més simple
corresponde a la representacién de los gérmenes de aplicaciones f € C"(n,p) en
un punto como el médulo dado por la suma de p copias del anillo Ox ;.

Obviamente, ademds de los anillos (o médulos) de funciones regulares sobre
un punto, se pueden considerar otros objetos obtenidos a partir de las opera-
ciones bdsicas (producto tensorial, p.e.) definidos sobre dichos anillos que es
necesario “pegar” usando condiciones de compatibilidad similares a las del caso
regular. Los objetos iniciales que verifican las propiedades naturales de compa-
tibilidad reciben el nombre de “prehaces”. Una reformulaciéon de la Geometria
Diferencial en estos términos se puede ver en Warner 2.

1.3. El médulo de las derivaciones

Una derivacién £ es una aplicacién lineal £ : Ox, — R (andlogaamente
para el caso diferenciable £y ;) que satisface la regla de Leibnitz, es decir,

2 Una reformulacién de la Geometria Algebraica y Analitica se puede ver en Grothendieck
y Dieudonné: FEléments de Géométrie Algébrique, I, Springer-Verlag, 1974
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La expresién anterior debe ser entendida de forma simbdlica, es decir, cada
una de las funciones se evalia en un punto x € X (en p € M para el caso
diferenciable). Si trabajamos en la categorfa C" para r < o0), hay que tener
presente que una derivacién llevard funciones de clase C” en funciones de clase
cr1L.

Con esta notacién, el espacio tangente se expresa algebraicamente como

0 0
CYSEREREI s >,
donde el ultimo isomorfismo es como k-algebras. En particular, si X = R” y
k = R, entonces el espacio tangente en cualquier punto es isomorfo al Ox ,-
modulo de las derivaciones generado sobre el anillo local Ox , por las derivadas
parciales

T.X = Derk((’)XJ) = Homk(OX,w,k) ~ OX@ <

<9 9
Oxn T Ogn T
donde
0 0
B - Ox,—R | [+~ 8xif@)

es decir, cualquier derivacion sobre R™ se escribe en coordenadas locales como un
operador diferencial en derivadas parciales de primer orden (y reciprocamente):

> :fig donde f'eC"(R™R),Vi=1,...n.
xl
=1

Es bien conocido del Anélisis que el vector tangente a cualquier curva -~ :
I — R" se puede expresar en términos de las coordenadas locales de R™ usando
la féormula precedente y la regla de la cadena. Reciprocamente, la integracion
de un operador diferencial de la forma anterior (con condiciones inciales prefija-
das) permite obtener una curva cuyo vector tangente satisface al operador. Por
tratarse de una propiedad local, esta situacion se extiende obviamente al caso
mas general de variedades:

1.3.1. Equivalencia entre descripciones

Proposicion.- Las descripciones precedentes de espacio tangente para una
variedad X son equivalentes

Ejercicio (avanzado).- Demuestra la proposicién precedente (Indicacién: Ver
Brocker y Janich: Introduccion a la Topologia Diferencial, Ed. AC, 1977, para
detalles).

Nota.- La mayor parte del curso estd dedicada a técnicas para el caso liso,
por lo que marginaremos las propiedades algebraicas que son sin embargo cru-
ciales para la Geometria Analitica y la Geometria Algebraica. Las condiciones
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de lisitud y la dimensién finita de las variedades con que trabajamos permiten
una aproximacién mas intuitiva basada en coordenadas locales.

1.3.2. Trivialidad local para el espacio tangente

Como la descripcién del espacio tangente es local (en virtud del Teorema
de la Funcién Implicita), si #!,...,2™ son coordenadas locales para un abierto
coordenado U de p € M suficientemente pequeno, existe una C"-equivalencia
local que permite describir localmente el espacio tangente TU al abierto coor-
denado U como un producto cartesiano U x T, M.

En particular, si # : TU — U denota la proyeccién sobre la primera com-
ponente, entonces la C"-equivalencia precedente se expresa mediante TU =~
U x T,M y la restriccién de esta C™-equivalencia a la fibra 7! (p’) sobre cual-
quier punto p’ € U C M, induce un isomorfismo

0 0
() ~ 1 (p) ¥~ K< T g

Por ello, identificaremos usualmente al espacio tangente de una variedad m-
dimensional M con el espacio cartesiano K™, aunque esta identificaciéon no es
canénica (depende de la carta elegida). La identificacién es candnica cuando
la variedad es el propio espacio producto K™. Para fijar ideas, restringimos
la atencion al caso K = R, aunque los argumentos algebraicos se extienden a
cualquier otro cuerpo.

Si se parte de un espacio de Banach B en lugar de un espacio cartesiano,
el razonamiento es similar, con una identificacién canénica de la fibra con el
propio espacio B; en el §2, se muestra que el fibrado tangente de un espacio de
Banach (en el caso geométrico, un espacio cartesiano con la métrica euclidea
6 la hermitica ordinaria) es “trivial”, es decir, es una variedad producto de la
base con la fibra genérica. Nétese que una variedad de Banach B construida
sobre un espacio de Banach B (ver capitulo 3) es, en general, no trivial, lo
cual extiende al caso infinito-dimensional los argumentos presentados para el
caso geométrico. Esta extensiéon no es gratuita, pues responde al estudio de
soluciones de ecuaciones funcionales definidas sobre espacios de funciones.

>~ K™,

1.3.3. El espacio tangente a la circunferencia

Denotemos mediante S! := {p = (z,y) € R? | 2% +y? = 1} ala circunferencia
de radio unidad centrada en el origen O

El espacio tangente 7,,S' estd dado por la recta normal a S' al radio vector
Op. Dicho subespacio en p = (x,%) estd generado por el vector (—y,z) que
varia de forma C" con respecto al punto base y es siempre no-nulo; nétese que
(z,y).(—y,2)T = 0 lo cual permite reinterpretar al vector libre (x,y) como el
vector normal n,S' a S en p.

Por ello, el “conjunto” de los vectores tangentes v = ¢tpS! a la circunferencia
se puede expresar globalmente como el producto
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Fig. 4: Rectas tangentes a una circunferencia y representacién espacial global

S!x R = {(p,v) €S xR| v=1t,S"}

La representacién polar e’ proporciona una parametrizacién de la circun-
ferencia S! por el dngulo polar § = arc tg(y/z). En el lenguaje de los campos
vectoriales el vector tangente estd representado por la derivacién 9/96.

En este caso, como la fibra es idéntica para todos los puntos (aunque la
orientacién cambie), el “pegado” de los datos locales correspondientes a las
cartas que recubren S' se lleva a cabo utilizando las mismas cartas que las
correspondientes a la estructura de S' como variedad (en esta caso bastan dos
cartas). Al resultado de “pegar” las rectas tangentes se le etiqueta como “fibrado
tangente” (més adelante se da una definicién més formal)

De una forma sintética y global se expresa esta condicién diciendo que el fi-
brado tangente a la circunferencia S', obtenido como producto cartesiano global
S x R! es el fibrado trivial sobre S! al que se denota mediante

st = S' xR = el

donde Tg1 denota el fibrado tangente a S*.

1.3.4. EIl espacio tangente al toro

Denotemos mediante T™ := S! x ... x S! al toro m-dimensional producto
de m copias de S'. Cada punto p € T™ estd parametrizado por (61, ...,0,,).
Como el toro es un producto cartesiano, no existe ninguna relacién algebraica
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2D grid over (s,t)€[0,1]

Tessellated torus

Fig. 5: Trivializacién del Fibrado tangente al toro 2D

entre las coordenadas. Por ello, el vector tangente en cada punto es una suma
formal de vectores l.i. que expresamos de forma méas compacta como

v =(vy,...,Vp) € T,T" donde vi €Ty, S' 1<i<m

Como cada vector tangente v; € Ty, S' se puede representar mediante una
derivacion, el conjunto de vectores tangentes es un espacio vectorial generado por
las derivaciones 0/06; para 1 < ¢ < m. El argumento mostrado en el apartado
anterior se extiende de forma inmediata a

mm = T™ x R™ = T, (S! x RY) ~ @™ed

donde 77~ denota el fibrado tangente a T™. En este caso, las derivaciones defi-
nidas sobre el toro son combinaciones lineales formales de 0/00; que expresamos
en términos de coordenadas polares como

;aiaaei donde a; € C"(T™,R)

con la ventaja en este caso de que las derivaciones son globales, es decir, 9/96;
se extiende a la copia i-ésima de S'.

Ejercicio.- Cualquier junta esférica de un robot descompone en producto
de juntas rotacionales (parametrizadas por la circunferencia S'). Por ello, el
espacio de configuraciones C de un robot que no tenga juntas traslacionales se
puede reducir al acoplamiento de un nimero finito de m juntas rotacionales; el
acoplamiento se lleva a cabo en términos de sistemas de barras que suponemos de
longitud fija. Describe la cinemaética del robot en términos de la parametrizacién
de un toro m-dimensional.

Observaciones.- 1) La reduccién de una junta esférica a juntas rotaciona-
les es una simplificacién matematica que puede resultar abusiva para algunas
aplicaciones; en particular, no incluye la presencia de juntas traslacionales de
las que disponen un gran numero de robots. En ocasiones es necesario trabajar
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1- Computation of the
minimzation

Tangent Space se;
Local Parameterization

2- Projectionon Sk

Manifold of the Rigid
R Motion SE;

Fig. 6: Geodésicas en el grupo Euclideo

directamente con transformaciones euclideas en el espacio ordinario. El grupo
de transformaciones euclideas SE(3) es un grupo 6-dimensional definido como
el producto semidirecto del grupo de rotaciones por el grupo de traslaciones que
es una variedad no-lineal.

En este caso, las trayectorias ptimas (geodésicas) a realizar por el efector
final del robots deben describirse directamente sobre la variedad, aunque pue-
den ser aproximadas por su discretizacién dada sobre copias “suficientemente
préximas” del espacio tangente. El control para la ejecucién de tareas por parte
de los mecanismos del robot se lleva a cabo sobre el espacio tangente en puntos
préximos (ver Fig.5).

Algunos robots tienen componentes que no son reducibles a sistemas de
barras y juntas rotacionales; un ejemplo tipico estd dado por plataformas de
Stewart que cuentan con dos “platos” conectados entre si mediante un sistema
de barras extensibles (juntas prismdticas) que no estdn contenidas en ninguno
de los planos correspondientes a dichas plataformas con juntas esféricas en los
extremos. Estos robots se utilizan p.e. para simuladores de vuelo.

La cinematica ocupa un lugar intermedio entre la Geometria y la Dindmica
del Robot. En la cinemética no se considera el origen de las fuerzas 6 mo-
mentos asociados a los mecanismos. En particular, la cinemética prescinde de
efectos fundamentales correspondientes a fenémenos inerciales y los mecanis-
mos de anticipacién o compensacién que permiten mejorar el rendimiento de los
dispositivos robéticos. Estos aspectos requieren herramientas més avanzadas de
dindmica que son una extensién natural de la mecénica newtoniana (ver final
de este capitulo) y su reformulacién lagrangiana (que se desarrolla a partir del
capitulo 5 del médulo 2).
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Type 3-3 Type 3-6 Type 6-6

Fig. 7: Plataforma de Stewart simétricas

2. Vector Tangente a una Aplicacion en un Punto

Notacion.- En toda esta seccion M denotard la C"-variedad correspondiente
al espacio de partida N 6 de llegada P para una C"-aplicacién f: N — P.

2.1. Aplicacién Tangente como derivacion

La diferencial d, f de la aplicacién f en p € N estd dada por una asignacién
que a cada vector tangente §, € T, N le lleva en un vector 7,y € Ty, P. En
esta subseccién se interpreta y se formaliza esta idea. B B

2.1.1. La derivaciéon como funcional

Interpretamos ahora dichos vectores como la evaluacion de las derivaciones
que actian como operadores sobre el espacio de funciones definido en cada uno
de los puntos. Cada uno de los vectores esta determinado por el valor que toma
el operador dado por la derivacién en cada punto del espacio de funciones. Por
ello, para definir la aplicacién tangente, debemos mostrar cuél es la imagen de
cada funcién g € C"™"1(P,R). De una manera més formal, escribiremos esta
asignacion mediante

(dpf)(€)(g) = &lgof) =&(f"(9)),

donde f*(g) := g o f representa la imagen reciproca de g via f, obtenida por
composicién. De una forma més simbdlica, si hacemos f, := d,f, la expresién
anterior se escribe también en forma algebraica como

(f:&)(9) = &(f79) -

Esta formulacién es especialmente apropiada para cuestiones relacionadas con
el comportamiento funtorial de las derivaciones y las diferenciales. La definiciéon
que acabamos de mostrar es intrinseca, por lo que es facilmente generalizable a
espacios de funciones.
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La equivalencia formulada en la Proposicién precedente permite traducir
esta formulacién a los términos locales que son més familiares por el uso que de
ellos se hace en Anélisis Matemaético.

2.1.2. Expresion Local de la Aplicacion Tangente

Dada una aplicacién f : N — P entre C"-variedades, los atlas Ay =
{(Ui, dv,) Yier y Ap = {(Vi, ¢v;) }jes, permiten compatibilizar los datos relati-
vos a la construccién de los espacios tangentes para cada punto. Para simplificar
la notacién, identifiquemos al punto p con sus coordenadas locales x y hagamos
y=f(z) €V C Plaimagen de z € U C N via f.
~ Como ¢y y by son C"-equivalencias sobre sus imagenes respectivas, se tiene
que la restriccién de sus diferenciales a las fibras inducen isomorfismos entre los
espacios tangentes. Por ello, tiene sentido construir la diferencial de f relativa
a las cartas (U, ¢y) y (V,9¥y) en las C"-variedades de partida N y llegada P
como la restriccién a (d,¢p)(T,U) de la composicién diyy o df o d(b[}l.

Sizl,...;2" ey!, ..., y? denotan coordenadas locales en ¢(U) y 1(V), res-
pectivamente, entonces la regla de la cadena usual en Anélisis de Varias Varia-
bles, permite expresar localmente el valor que toma en ¢ la diferencial d, f de f
en p como a

(dp)E) = Y € o f) |B%.

1

[

En particular, las iméagenes via d, f de los elementos &' = 9/9z" de la base
de T, N estén dadas como B

o . 0 " afi 9
3%’ (y Of) |£ ayj 8$’ (B)ayj 1 St=n

6 p
f*(%) |g: Z;
j=

Usando nuevamente la regla de la cadena para la interseccién U, NUg de los
dominios de dos cartas coordenadas (Uy, ¢o) y (Us, ), obtenemos que

j=1

(dpf |v.)(Ea) = (dpf |us)(Ep)

(comprobarlo), por lo que la diferencial de f en p € N no depende de la carta
elegida. Una vez fijados sistemas coordenados locales en los espacios de partida
y de llegada, en el lenguaje del Analisis Clésico la diferencial esta representada
localmente por la matriz jacobiana. En este sentido, es frecuente encontrar en
Fisica 6 Ingenieria descripciones antiguas de vectores tangentes como aquellos
que se transforman de acuerdo con reglas de transformacién dadas por matrices
jacobianas. El origen de este enfoque se justifica por el caracter intrinseco de los
tensores que representan los vectores tangentes (es decir las derivaciones) 6 sus
duales (vectores cotangentes ¢ diferenciales); més adelante, volveremos sobre
ello.
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Esta propiedad permite trasladar las propiedades usuales del Anélisis de Va-
rias Variables al caso de Variedades (en particular, su caracterizacién algebraica
como una aplicacién lineal que satisface la regla de Leibnitz).

2.1.3. Campo vectorial gradiente

Si f: M — R es una funcién de clase C” (para r > 1) definida sobre
una C"-variedad M, entonces (d,f)(§) = &(f)(p) para cualquier £ € T,M
(comprobarlo como ejercicio). Por ello,

Lema.- Cualquier campo vectorial en un punto tiene asociada una aplicacién
lineal, es decir, se puede representar como un operador lineal dado sobre el
conjunto C} (N,R) de las aplicaciones definidas en un punto p € N. El operador

lineal dado por un campo vectorial no depende del sistema coordenado elegido.

Ejercicio.- Comprueba que
= La expresion habitual de df es local, pero es una nocién intrinseca.

» Si dos funciones f € C"(U,R), g € C"(V,R) coinciden sobre un abierto
W C UNYV, entonces el valor de cualquier campo sobre ellas es el mismo.

= El conjunto de campos (considerados como operadores lineales) con las
operaciones habituales (suma y producto por un escalar) tiene una estruc-
tura de espacio vectorial al que se llama espacio tangente en un punto
(Indicacién: utiliza las propiedades algebraicas descritas en §1,4,3)

2.1.4. Versiéon coordenada local

Denotemos mediante (£,...,£") a las componentes de € en T, N, y tomamos
coordenadas locales (z!,...,2™) en una carta (U, ¢) con p € U C N. Entonces,

1) = et = gragy(pe.,
i=1

donde
af af
d = (=—,...
grady(f) i= (52, s 5 0)
denota el gradiente de f. El gradiente es un operador vectorial que actia
sobre cada vector { = (€Y,...,€") mediante f (%1<i<n(f) . Es inmediato

verificar que grad(f) es una aplicacién lineal sobre T, V. Por ello, el gradiente
asi construido define un elemento del espacio vectorial dual T; N del espacio

tangente en cada punto.
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2.1.5. Espacio cotangente. Definicion

Dada una C"-variedad M, al espacio T,y M := Hom(T,M,R) dual de T, M
se le llama el espacio cotangente 6 también espacio de las fases (en Fisica,
Ingenierfa, Economia, etc). En particular, si f = x; tenemos que

0 af L0 ;
() 5) = 52(0) = (dy?)(5) = 6 1<ij<n
lo cual proporciona una versién coordenada local para la dualidad entre los
espacios tangente y cotangente en p € M

Nota.- En las aplicaciones practicas, casi nunca se conoce cudles son las
leyes del movimiento o las caracteristicas de las fuerzas que actian sobre los
sistemas. En este caso, s6lo podemos llegar a conocer los campos de forma
indirecta, es decir, midiendo el efecto que producen sobre el sistema; esa medida
numeérica en cada punto es precisamente el valor que proporciona la diferencial.
Por consiguiente, el conjunto de dichas medidas sobre una coleccién de tasas
de variacion linealmente independientes genera el espacio cotangente que, por
dualidad, nos proporciona el espacio tangente.

2.2. Dualidad entre derivaciones y diferenciales

El operador delta de Kronecker dz;(0/0x;) = ¢;; da lugar a una dualidad
formal entre los médulos de derivaciones y diferenciales sobre cualquier anillo
base A; estamos especialmente interesados en

= anillos de C"-funciones regulares que denotamos mediante s (caso dife-
renciable) 6 Ox (caso algebraico k[z] é analitico k[[z]]);

= anillos coordenados de variedades del tipo que denotamos mediante Eyy /7
(caso diferenciable) 6 Ox/Z (caso algebraico k[z]/I ¢ analitico k[[z]]/T
donde I es un ideal);

= anillos locales que denotamos mediante £y /M (caso diferenciable) 6 Ox /M
(caso algebraico 6 analitico) siendo M el ideal maximal (z—z;) en el punto
p,€MbzyeX

2.2.1. El caso cartesiano

En virtud de la igualdad d,z’ )(%) = &7, las diferenciales dz? para
j = 1,...m, desempenan un papel dual al que desempenan las derivaciones
ordinarias %. Esta igualdad se expresa globalmente como una dualidad

0 0
R"~T M~R< —,...
e <6as1’ T Oxm

> — R<dry...dz,, >:T;M:]Rm

En ocasiones (abuso de notacién) se denota mediante el mismo simbolo a
un vector de un espacio y a su dual. Asi, por ejemplo el gradiente estd definido
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por la expresién (d,f)(§) = &(f)(p) por lo que es un elemento del espacio
cotangente Ty M. B

Sin embargo, lo més frecuente es referirse a él en términos coordenados
locales adoptando la expresion

(dgf)(g) = g?"adg(f).é

donde grad,(f) es la evaluacién del campo vectorial (%, ceey %) sobre f,
es decir, como un elemento de T, M. En este ultimo caso, se sobrentiende que
estamos tomando el vector dual y consideramos el gradiente como un operador
diferencial C"(M,R) — C"~1(M,R). Esta diversidad puede dar lugar a alguna
confusién que se salva diciendo que el contexto es el que determina una acepcién
u otra.

2.2.2. Formas no-degeneradas

El isomorfismo T, M ~ Ty M = Homg(T,M,R) equivale a la existencia de
una aplicacién bilineal no-degenerada

TyM xT,M — R

Una métrica g sobre una variedad M estd dada por una aplicacién bilineal
simétrica no-degenerada g;;(p) que depende de forma C*° del punto p € M. La

métrica g asi definida induce un isomorfismo T),M ~ T>M entre los espacios
tangente y cotangente que depende del punto base elegido p € M, es decir,
la métrica g no es constante En particular, la dualidad entre derivaciones y
diferenciales asociada a

9 _

dpr’! (=) = &)

D (81‘2 ) 7
sélo es “natural” para la métrica euclidea. Asi, para una variedad M con una
métrica g = ds? sobre M se tiene un isomorfismo no-canénico T, M ~ oM

inducido por la métrica (este punto de vista se desarrolla a partir del §4)

2.3. Calculando espacios tangentes

El operador diferencial gradiente proporciona la primera aproximacién al
calculo del espacio tangente de una variedad regular, es decir, no signular; al final
del primera apartado de esta subseccién se muestra una primera aproximacién al
calculo de "elementos tangentes” correspondiente al caso singular, en términos
del ”cono tangente”.

El Teorema de la Funcién Implicita permite reparametrizar localmente una
variedad en términos de funciones coordenadas locales correspondientes a las
variables que tienen un menor de tamano méaximo con determinante no-nulo;
la interpretacién geométrica de este enfoque motiva el estudio de la Geometria
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del Discriminante que ilustramos con un ejemplo béasico asociado a familias de
variedades dependientes de pardametros.

El dltimo apartado de esta subseccion esta dedicado a mostrar una estrategia
sintética para el caso en el que no se dispone (6 resulta muy engorroso de utilizar)
una descripcién implicita 6 paramétrica para una variedad.

2.3.1. Representaciones implicitas

La forma més sencilla para expresar una superficie en R3 estd dada en forma
implicita por z = f(x,y) (donde z se puede interpretar como una funcién ”al-
tura” 6 ”profundidad”, p.e.). En este caso, el campo gradiente para g(z,y, z) =
f(z,y)—z esta dado por (fy, fy, —1) que representa el vector normal N (dirigido
hacia el "exterior”) de la variedad V(g) := {(z,y,2) € R3 | g(z,y,2) = 0}. En
este caso, el plano tangente esta dado por la condicién de ortogonalidad

<NxO,X—X0>= 0

Esta construccion y su interpretacion geométrica se extienden al caso n-dimensional
para

= Una hipersuperficie f(x1,...,2,) = 0 con hiperplano tangente (n — 1)-
dimensional dado por < Ny, (%¢),x — %o >= 0 donde ahora Ny, =
grad(f)(xg) = (8‘%, ce %) que genéricamente es # 0 (Teorema de Sard)

= La interseccidn de p hipersuperficies f1,..., fr (sistema no-redundante
6 "funcionalmente independiente”) con f; = fi(x1,...x,). El rango de
la matriz jacobiana Jac(F) = Jac(f1,..., fr) es genéricamente m =

min(n, k) (mds adelante diremos que las hipersuperficies se cortan “trans-
versalmente”). Por ello, el espacio vectorial tangente T, (NF_,V(f;)) a la
interseccién NE_, V(f; de las variedades V(f;) es la interseccién de los es-
pacios tangentes ﬂleT%(V( fi)) que es un subespacio de codimensién k,
es decir, un elemento de Grass(n — k,n) ~ Grass(k,n). En otras pa-
labras, el subespacio L™~ tangente a N¥_,V(f;) en cada punto regular
z, estd representado en cada punto regular z, € R™ (matriz jacobiana
de rango méximo) por el producto exterior (N3 A ... A Ny)(z,) donde
N; = grad(f;) = (8fj - ). Por la condicién de regularidad de F' en

Oxq1’ ' Oz,
z, podemos reordenar las lineas de la matriz jacobiana para que el primer

(m x m)-menor tange determinante no-nulo donde m = min(n, k)

2.3.2. Nota sobre la extension al caso singular

Los argumentos anteriores se aplican al caso de puntos regulares de f que son
”genéricos” (forman un denso) en virtud del Teorema de Sard. Las Geometrias
Algebraica y Analitica se ocupan del andlisis correspondiente al caso singular.
Una primera aproximacion al caso singular estd dada por los ejemplos siguientes
bésicos:
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» Curva nodal: El campo gradiente para la curva y? = 22 + 23 (dibujarla)
estd dado por (2z + 372, —2y) que es genéricamente no-nulo salvo en el
origen. La nocién de espacio tangente presentada al comienzo del capitulo
no es aplicable pues el término lineal es idénticamente nulo. Por ello, se
recurre a la forma inicial dada por los términos de menor grado z% —
y? = (x — y)(z + y) (diagonales de los cuadrantes) que son las rectas
tangentes a las dos ramas que presenta la curva nodal en el origen. A esta
forma inicial se le llama el cono tangente de Zariski y desempena el mismo
papel que el espacio tangente para cada una de las ramas. Ejercicio.-
Obtener una parametrizacién regular (z(t),y(t)) de la curva (fuera del
origen) a partir de la familia de rectas y = tx para t € R y verificar que
esta parametrizacién estd dada por cocientes de polinomios en ¢; se dice
entonces que la curva es racional (el cuerpo de funciones racionales es el
mismo que el de la recta).

» Curva cuspidal: El campo gradiente para la curva y? = 2 (pardbola

semicuspidal de Newton en la terminologfa del s.XVIII) estd dado por
(322, —2y) que es genéricamente no-nulo salvo en el origen. De forma
andloga al caso anterior se tiene un cono tangente dado por y? = 0 (una
tnica rama correspondiente al eje Ox contado con ”multiplicidad” 2), por
lo que no es aplicable el argumento anterior. Sin embargo, la parametriza-
cién es bastante més sencilla, pues basta tomar (z(t),y(t)) = (t2,¢3). En
este caso, cada una de las dos ramas de la curva cuspidal admite una pa-
rametrizacién analitica (serie de potencias convergentes) correspondientes
a cada una de las raices cuadradas de x>

El analisis de las singularidades que pueden presentar hipersuperficies més ge-
nerales se aborda de forma sucesiva en términos de singularidades aisladas, sin-
gularidades estables por perturbacién (incluyendo puntos miltiples ordinarios,
puntos pinzados y las intersecciones entre ambos tipos de lugares) y singu-
laridades arbitrarias (caso que aun presenta muchos problemas abiertos). Las
singularidades correspondientes a la interseccién de k hipersuperficies requieren
una estratificacién por el rango de la diferencial (representada por la matriz ja-
cobiana), presentando una mayor diversidad de tipos que los considerados para
el caso de una unica hipersuperficie.

Una herramienta general para abordar este tipo de problemas consiste en
identificar parametrizaciones locales, resultado que es consecuencia del Teorema,
Preparatorio de Weierstrass (ver R.C.Gunning and H.Rossi: ” Analytic Functions
of Several Complex Variables”, Prentice Hall, 1977). En el apartado siguiente
se aborda el estudio de representaciones paramétricas para el caso regular:

2.3.3. Representaciones paramétricas

Una representacién paramétrica real estd dada por una C"-aplicacién F :
R™ x A® — RP que se puede interpretar como una ”familia” de aplicaciones
fr : R" — RP dependientes de un ”espacio” de pardmetros A. Denotemos
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mediante m; : R™® x A® — R” la proyeccién sobre la primera componente y
mediante 75 : R™ x A = A la proyeccién sobre la segunda componente. Ambas
proyecciones son genéricamente regulares. Un objeto de gran interés es el estudio
de la Geometria del Lugar Discriminante asociado a m; dado por

OF (2, \
(@) eR x A’ | F,y =0, 2 _g
Oz
que consiste en “eliminar” los pardmetros A 6 bien en la Geometria del Lugar
discriminante asociado a wa dado por
OF(z, A
(@A) eR x A' | F,p) =0, L&A
A
que consiste en “eliminar” las variables z. Para entender este proceso, conside-
remos un ejemplo muy sencillo que permite “conectar” los dos ejemplos consi-
derados en el apartado anterior como elementos de una familia de cibicas dada
por la deformacién “universal” de y = f(z%) (singularidad de tipo A dentro de
la clasificacién diferencial de gérmenes de aplicaciones):

Ejemplo.- Se considera la familia f(x;a,b) := 2® — 3azx + b (representarlo
graficamente como un ”pliegue” geoldgico con su correspondiente sinclinal y
anticlinal). El lugar discriminante asociado a la proyeccién sobre el plano (a,b)
de pardmetros corresponde a ”eliminar” la x, resolviendo el sistema

of(x;a,b
f(z;a,b):=2% —3ax+b=0, % =322 -3a=0
x
por lo que ¢ = 22 = ¢ = ial/Q; sustituyendo obtenemos f(a,b) = +a3/? —
3(+a®/?) + b =0, por lo que

b=+2a%2 = b =4d®

es decir, se obtiene una curva cuspidal K en el plano de pardmetros (a,b) € A
con la siguiente interpretacién:

= V(a,b) € A — K la imagen reciproca es un polinomio que tiene 3 raices
simples;

= la imagen reciproca de (a,b) € K — 0 es un polinomio que tiene 2 raices
multiples y una simple

= la imagen reciproca de 0 es un polinomio con una tnica raiz triple

Por ello, la curva cuspidal del plano de pardametros ”separa” los diferentes casos
que se pueden presentar para los polinomios en una sola variable de grado 3
en términos del lugar discriminante, es decir, de las raices multiples de dichos
polinomios. La elevacién del lugar discriminante a la superficie cibica V(f) en
R? dada por f(z;a,b) = 0 da una curva Ram(f) C V(f) a la que se llama el
lugar de ramificacion que se visualiza como el contorno aparente asociado a la
proyeccién sobre le plano (a, b)
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La generalizacién de este ejemplo al caso de singularidades de tipo Ay (en la
terminologfa de V.I.Anrold) con deformacién “universal” dada por f(x;aq,...,ax) =
o a2k 4 .. 4 ai que depende de k pardmetros (verificar que siempre
existe una transformacién que permite “eliminar” el coeficiente correspondiente
al término de grado k). La extensién a funciones que dependen de dos o més
variables (z1,x2,...) ya no es tan elemental y se aborda en la Clasificacién de
Singularidades de Aplicaciones *

2.3.4. Representaciones simbdlicas

Las descripciones correspondientes a los dos apartados anteriores utilizan
la forma implicita é paramétrica para la representacion global é local de una
variedad. En este apartado se incluye un ”ejemplo” que muestra cémo calcular
el espacio tangente a una variedad X en un puntoz, de una forma ”intrinseca”,
es decir4, sin utilizar ningin tipo de representacién en términos coordenados.
La estrategia consiste en construir el espacio tangente a partir de la definicion,
es decir, como el conjunto de los vectores tangentes a las curvas v : I — X que
tienen un contacto de orden > 2 con la variedad X en el punto v(0) = z,.

Ejemplo: Espacio tangente a la grassmanniana en un punto Denotemos por
Lo a un subespacio vectorial (k + 1)-dimensional de V™! representado por
un punto Pr, € Grass(k + 1,n + 1) que denotamos abreviadamente como
G"~* (grassmanniana de subespacios de codimensién n — k. La grassmanniana
G™~ 1 es interseccién de una coleccién de hipersuperficies cuddricas, pero esta
representacién carece de utilidad para calcular el espacio tangente y da lugar
a una casuistica considerable. Por ello, es conveniente adoptar una estrategia
alternativa basada en la descomposicién V1 = LSH ® Q" ! inducida por la
sucesion exacta

0= LgT - vt 5 Qnt = VLt 0

Denotemos mediante {ep, ..., e; a una base B(LSH) de LISH que completamos
con {exi1,...,e, de Q"% que forman una base B(Q"*), hasta obtener una
base {eg,...,e, de V"l Denotemos mediante ijﬂ al subespacio (k + 1)-

dimensional que resulta de reemplazar el generador i-ésimo e; de B (L’g“) por
el vector j-ésimo e; de B(Q" ) para 0 < i < k y para k+ 1 < j < n; esta
construccién da lugar a (k+1)(n—k) elementos de la grassmanniana verificando
que dim(LET! 0 ij“'l) = k por lo que el haz A\ L™ + )\1ij-+1 determina una
recta tangente a la grassmanniana G™*: por la eleccién de los generadores,
todos los subespacios (k + 1)-dimensionales estan asociados a vectores Li. ey A
RRAVA é; A ... N ey en el dlgebra exterior A¥t1V donde é; denota el resultado

de reemplazar el elemento i-ésimo e; de B(L{™') por 1 elemento j-ésimo e,
de B(Q"*). Como la dimensién de G" % es (k + 1)(n — k) los multivectores
egN... A éé A ... Aeg son Li., son necesariamente un sistema de generadores de
G™F. De una manera més sintética, la construccién anterior muestra que

3 Estos tépicos se abordan en el médulo local de Topologia Diferencial
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Ty Grass(k+1,n+1) = Homg(Li™ Q™ %)

y estdn representados por la (k+1) X (n— k)-matriz correspondiente a las (n—k)
iltimas columnas de la representacién paramétrica usual de una grassmanniana
como variedad proyectiva en el abierto coordenado D (po1..x) = {(pr) € PV |
po1..x # 0} (una vez realizada la divisién por dicha coordenada po1. x que
permite reemplazar la primera caja por la matriz identidad Ixy). Para k = 0
se obtiene que Grass(l,n + 1) ~ P" por lo que el espacio tangente al espacio
proyectivo en un punto L! estd dado por (el proyectivizado de) Homg (L', Q™)

Ejercicio.- Describe de forma explicita el espacio tangente a la grassmannia-
na Grass(2,4) (rectas en P3) en un espacio 2-dimensional L(?) (cuyo proyecti-
vizado es una recta proyectiva £.

Nota (para matemdticos con conocimientos de Macroeconomia).- Esta des-
cripcion se puede aplicar al modelo keynesiano IS-LM en Macroeconomia donde
I es la inversidn, S el ahorro, L la oferta monetaria (liquidity) y M la demanda
monetaria para los 2-espacio IS (mercado de bienes) y LM (mercado moneta-
rio), respectivamente. Las politicas fiscales modifican el equilibrio en el plano IS,
mientras que las politicas monetarias modifican el equilibrio en el plano LM. Si
se toman las funciones ISLM como las coordenadas locales del modelo se obtiene
una representacién “natural”. Una politica inteligente consiste en modificar de
forma alternativa unas y otras, algo muy alejado de la politica del Banco Central
Europeo y de sus acélitos que se empena en actuar sélo sobre la componente
LM, evitando cualquier politica fiscal, lo cual conduce de forma inevitable al

estancamiento o al retroceso *.

Ejercicio.- Denotemos mediante B({y, . . ., £,) denota la variedad de banderas
de “nacionalidad” ({1,...,4,), es decir a la coleccién de subespacios encajados

OcLhcLlhallc..clel”s..aLr=V"

para cualquier particién (¢q,...,¢,) de n+ 1. Si B € B(¢y,...,¥{,), demostrar
que que

TpB(ly,...,0) ~ Ticicj<pHom (L%, L)

indicacion: El estabilizador de B es el producto GL(¢1) x ... x GL({,) (ma-
trices diagonales por cajas de tamafio {1, ..., ¢, y la variedad B(¢1,...,4,) estd
parametrizada por las matrices triangulares por cajas de tamano (¢; x £;) que
estan situadas por encima de las cajas de la diagonal principal. Razonando por
induccién sobre r (el caso r = 1 es trivial y el caso r = 2 es la grassmanniana)
se concluye.

Nota avanzada.- La descripcién anterior es vélida para cualquier tipo de
jerarquia geométrica que podemos introducir sobre variedades en el sentido méas

4 Para mds detalles ver G.Mankiw: Macroeconomia (2994) o mis notas sobre Modelos
Geométricos para Macroeconomia; estos tépicos se desarrollan mas adelante en relacién con
aplicaciones de Foliaciones
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amplio de la palabra, incluyendo el caso estratificado o variedades de Hilbert
H 6 de Banach B modeladas sobre espacios de Hilbert H 6 de Banach B. En
particular,

= Para una variedad estratificada, la descripcién anterior permite comparar
los limites de espacios tangentes de diferentes dimensiones asociados a
diferentes estratos.

= Si se tiene una jerarquia entre soluciones asociadas a diferentes operadores
cuyas soluciones dan lugar a conjuntos parcialmente ordenados (posets),
el esquema precedente permite aproximar las soluciones de un sistema por
las de otro sistema de ecuaciones

Este tipo de observaciones plantea el problema de identificar soluciones 6pti-
mas (que minimicen algin tipo de funcional definido sobre una variedad 6 sobre
un espacio de funciones) atendiendo a las jerarquias naturales de una variedad
eventualmente estratificada o bien de espacios de soluciones asociados a dife-
rentes tipos de operadores. La descripciéon de la variedad de banderas como
cociente de un producto de grupos lineales es poco apropiada, pues GL(r;R) es
un abierto, lo cual da lugar a una convergencia "muy lenta” para las soluciones
de sistemas. Para remediar este problema, resulta mas apropiado ortogonalizar
o bien ortonormalizar las bases:

= Ortogonalizacidn (Gram-Schmid): estd justificada porque cualquier matriz
regular con coeficientes reales descompone en producto de una simétrica y
una ortogonal. El conjunto de las matrices simétricas es contractible por
ser un espacio vectorial. Por ello, la ortogonalizacion permite pasar a un
subgrupo cerrado.

= Ortonormalizacion en términos de grupos consiste en pasar a SO(n) =
SL(n) N O(n) que es un grupo compacto, lo cual acelera la convergencia,
si bien a costa de “reescalar” modelos y procesos (algo que puede resultar
inapropiado dependiendo del problema a resolver(.

Esta "reduccién” del grupo estructural (paso del grupo lineal general al orto-
gonal o al especial ortogonal) implica que los cdlculos de Optimizacién deben
ser llevados a cabo en el grupo ortogonal O(n) (cerrado) 6 el especial ortogonal
SO(n) (compacto); en otras palabras, es necesario resolver el problema de op-
timizacién en el espacio tangente (dlgebra de Lie) del grupo. Esta cuestién se
aborda en el médulo 2. Una pequena introduccién a cuestiones de optimizacion
se presenta en la seccion siguiente.

Toda la construccion llevada a cabo en este apartado se traslada casi de
forma inmediata al caso complejo, si bien la interpretacién intuitiva es algo
mas complicada, debido al cardcter que tienen las derivaciones holomorfas y
antiholomorfas. La subseccion siguiente lleva a cabo una primera introduccion
al problema que se ird abordando en diferentes médulos de esta asignatura.
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2.4. Practica: Gradiente complejo

El resultado clave para obtener una parametrizacién local real en un pequeno
entorno de un punto es el Teorema de las Funciones Implicitas. La regularidad de
la diferencial en un punto estd representada por la no-anulacién del determinan-
te de un menor maximal de la matriz jacobiana correspondiente a un C"-cambio
de coordenadas. Realizando las adaptaciones oportunas para C® ~ R?" se ob-
tiene una descripcién andloga. Para fijar ideas, nos restringimos a n < 2. Esta
practica debe ser completada con resultados basicos de Geometria Diferencial
aplicados a Geometria Algebraica que se presentan en el médulo 4 (Formas
Diferenciales), en el marco de variedades casi-complejas y su correspondiente
extension a variedades Kéhler. En esta subseccién nos limitamos a presentar el
formalismo bésico de los campos holomorfos y anti-holomorfos.

2.4.1. Caso de una variable compleja

Denotemos mediante Z = x — ¢y al conjugado de z € C con z = %[z +7z],
Yy = % [z —Z]. El espacio vectorial C estd generado por x,y 6 bien por z,Z como
R-espacio vectorial. Andlogamente,

o 9:0 0920 9 0

9r 910z oxdz 0z 0%

0 _0:0 020 0 0
Oy Oyodz Oyoz 0z 0%
cuyas inversas nos dan
o 10 0 0 10 0
dz 20x 9y’ 0z 20x Oy

que expresan el cambio de base para las R-derivaciones complejas.

2.4.2. Operadores diferenciales estandar
LemaEl polinomio f(z,%Z) no depende de Z si y sélo si % es idénticamente

nulo (comprobadlo como ejercicio).
Una funcién f(z) = u + v es analitica compleja si'y sélo si
af 1 0u v dv  Ou
0= L = (== — 2V (= + =
0z~ 2l 3 Tiar T gy
que equivale a las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Ju Ov Ov  Ou

dx 9y dx  dy

a partir de las que obtenemos Au = Av = 0 donde
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0? 0? 0?
A=—+— = ——
ox2 = Oy? 020z
es el operador de Laplace. Las soluciones del operador de Laplace se llaman
funciones armdnicas. Este analisis se extiende de forma natural al caso de n

variables complejas. Veamos el caso n = 2.

2.4.3. Funciones algebraicas y superficies de Riemann

Proposicion Sea f € C[z,w] ~ C[z][w]. Denotemos mediante V (f) = {(z,w) €
C? | f(z,w) = 0} a la variedad asociada a f € C[z][w] y consideremos la ecua-
cién f(z,w) = 0 en w. Si f, = % # 0 en pg € V(f), entonces existe un
pequeiio entorno U de pg en C? tal que

1. g(z) es analitica compleja en U

2. La funcién w = g(z) es una solucién de la ecuacién f(z,w) =0 en U, es
decir, f(z,g(z)) = 0 y esta solucién en tnica en U.

Se dice entones que w = g(z) es una funcidn algebraica y al lugar de ceros
V(f) = {(z,w) € C?| f(z,w) = 0} de f se le llama la superficie de Riemann
para la funcion algebraica w = g(z) en los puntos en los que estd definida.

Obviamente, el papel jugado por las variables z,w es intercambiable. Por
ello, la condicién de solubilidad local para f(z,w) = 0 depende sélo de que el
gradiente grad(f) = (%, %) sea no nulo. La extension de esta construccion al
caso de n variables representa un importante topico de la Teoria de Funciones

de Varias Variables Complejas.
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3. Algunas aplicaciones del campo gradiente

Adwvertencia previa: Toda esta seccién esté orientada a proporcionar elemen-
tos para realizar trabajos de forma individual (modalidad no-presencial)

A pesar de su simplicidad los sistemas procedentes de campos gradientes son
de gran interés para las aplicaciones de las Matemaéticas a otras Ciencias. A este
tipo de sistemas se les llama sistemas potenciales ¢ conservativos (proceden de
un potencial 6 conservan una cantidad invariante, como veremos mds adelante).
Estan dados vectorialmente en el entorno de un punto z por un par de la forma
(p,grad(Vz)). A la funcién V : N — R se le llama el potencial; en un siste-
ma conservativo se dice que la dindmica ”deriva” de un potencial V. El lugar
geométrico de los puntos p € N tales que V(z) = r representa obviamente una
solucién particular de la ecuacién del campo gradiente y se puede representar
como una "hipersuperficie de nivel” correspondiente al valor regular r; si ¢ € R
es un valor critico, entonces f~!(c) no es una variedad diferenciable (la matriz
jacobiana no es inversible), aunque sea una variedad algebraica ¢ analftica.

Admitamos que para una variedad compacta M, las funciones de Morse
son densas en C"(M;R) para la topologfa compacta-abierta 5. Como conse-
cuencia, mediante una perturbacion genérica se puede conseguir que todos los
puntos criticos de la funcién f sean no-degenerados, es decir, tales que la for-
ma cuadratica Hess(f)(z) es regular, a las que se llama funciones de Morse.
Por ello, podemos restringirnos al caso de funciones con puntos criticos no-
degenerados que presentan la misma topologia (modulo homeomorfismos). La
topologia de las hipersuperficies de nivel cambia de forma cualitativa cada vez
que se alcanza un punto critico.

Una extensién inmediata de este enfoque concierne al estudio de extremos
relativos simultaneos para una coleccién de funciones. En presencia de varias res-
tricciones simultdneas fi, ..., fp, €l campo gradiente grad(f;)(z) en cada punto
define el vector normal a una hipersuperficie del espacio ambiente R™ en cada
punto que es el borde de la restriccién {& € R™ | f(z) > 0}. La optimizacién
(minimizacién é maximizacién) simultdnea de las restricciones recibe el nombre
de Optimizacion Multiobjetivo. Se expresa como una linealizacion simultianea
que afecta a una ”distribucién” de campos vectoriales conservativos (proceden
de una funcién f; para i = 1,...,p. Este problema se aborda en primer lugar,
con algunas ilustraciones a aspectos elementales de la Teoria Econdémica.

Ademis de los métodos lineales que se suponen conocidos de Programacion
Lineal (asociados al cdlculo de la envolvente convexa en términos geométricos),
la Optimizacion Multiobjetivo utiliza frecuentemente el método de descenso
mds rdpido que se supone conocido también de Anélisis Numérico. Se ilustra
este principio mediante aplicaciones bésicas relacionadas con Sistemas Expertos
(aprendizaje supervisado) y algunas extensiones del enfoque basado en el ”des-
censo mas rapido” a cuestiones basicas de Robética y de Visién Computacional,
a las que se dedican los dos ultimos apartados de esta seccién.

5 Para una demostracién ver M.Hirsch: Differential Topology, Chap.5, Springer-Verlag, 1976
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3.1. Elementos de Optimizacién Multiobjetivo 6 Vectorial

Nota previa.- Toda esta subseccion se incluye como posible prdctica para
aquellas personas matriculadas que tengan algun interés en aplicaciones a Eco-
nomia ¢ en Ingenieria.

Para justificar el enfoque desarrollado en la subseccién, observemos que

= Las situaciones tedricas mas significativas para el analisis de variedades
con borde estan relacionadas con las condiciones iniciales para los sistemas
de EDO 6 bien para las condiciones frontera en los sistemas de EDP que
introducen restricciones para sistemas en términos de desigualdades.

= En cualquier problema de optimizacién se buscan soluciones éptimas para
un sistema mixto de ecuaciones e inecuaciones (algebraicas 6 diferenciales).
Las soluciones son extremales de un funcional y no tienen por qué ser
Unicas (ver més abajo)

= Los espacios de configuraciones C y de trabajo VW para un robot son va-
riedades con borde.

= Las regiones que aparecen como resultado de una segmentacién (extraccién
de contornos) de cualquier imagen en Visién Computacional son varieda-
des con borde.

3.1.1. Conjuntos convexos

Un conjunto C' es convexo si el segmento PQ que une dos puntos cualesquiera
P, Q esta contenido en el conjunto. Esta definicién no es constructiva (debido
al cuantificador universal). La envolvente convexa H(R) de una regién R es el
minimo conjunto convexo que contiene a R

La interseccién de un ntmero finito de semiespacios es un conjunto convexo.
Cualquier convexo se puede construir como una interseccién de los semiespa-
cios que le contienen. Este resultado elemental proporciona una primera apro-
ximacién constructiva al célculo de la envolvente convexa H(R) de una regién
(para una aproximacién algoritmica més eficiente ver O’Rourke: Computational
Geometry in C, Camb. Univ Press 6 bien Berg et al: Comptational Geometry,
Springer-Verlag)

Un conjunto convexo es una C%-variedad con borde que facilita la gestién de
regiones acotadas. Un conjunto convexo no es una C"-variedad para r > 1 (ra-
zonarlo). La optimizacién con respecto a una coleccién de restricciones lineales
se realiza sobre conjuntos convexos. Si las restricciones son no-lineales, se tiene
una optimizacién no-convexa. En las fases mas tempranas de la Vision Compu-
tacional 6 en el disefio y planificacién mas tosco de movimientos en roboética,
se utiliza la envolvente convexa de regiones para una acotacion inicial del pro-
blema. La existencia de diferentes tipos de restricciones en diferentes ramas de
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la Teoria Econémica motiva la introduccién de métodos de Optimizaciéon en
Macro, Micro, Comercio Internacional y Finanzas.

3.1.2. Generalidades sobre Optimizacion

El objetivo general es minimizar 6 maximizar un funcional (no necesaria-
mente lineal) con respecto a un sistema de restricciones dadas por igualdades y
desigualdades. El funcional puede estar definido sobre el soporte de la variedad
6 sobre alguna de sus linealizaciones (espacio tangente ¢ su dual, el espacio,
cotangente)

Las igualdades estan soportadas sobre variedades ordinarias, mientras que las
desigualdades estan soportadas sobre variedades con borde. Suponemos que las
restricciones se satisfacen de forma simultanea; esta hipotesis debe ser corregida
en los problemas reales (como los de control, ejecucién de tareas, seguimiento
de trayectorias), donde existe un proceso secuencial para las restricciones con
retrasos que deben ser tomados en consideracién.

Inconveniente analitico: Falta de unicidad para las soluciones. Segin Ha-
damard, se trata de un problema ”mal planteado”. Esta etiqueta ha funcionado
con demasiada frecuencia como un freno para las conexiones naturales entre
diferentes ramas de las matematicas é de éstas con otras ciencias aplicadas. La
existencia de equilibrios (soluciones éptimas) no-aislados a lo largo de trayecto-
rias es bien conocida desde mediados del s.XVIII. Asimismo, incluso cuando las
soluciones 6ptimas son aisladas, no tienen por qué ser uinicas La utilizacién de
funciones multivaloradas es bien conocida desde mediados del s.XIX (Riemann).
Las restricciones no-lineales pueden dar lugar a la existencia de multiples esta-
dos de equilibrio simultaneos, no sélo para cualquier tipo de interaccién, sino
también para diferentes estados de macrosistemas (como ocurre en la economia
real, p.e.).

En el resto de esta seccion se comentan otras aproximaciones generales al
problema motivadas originalmente por desarrollos de la Teoria Econdémica y
con un gran numero de aplicaciones variadas a Biologia, Quimica e Ingenieria.
Actualmente, las aplicaciones més avanzadas conciernen al desarrollo de estra-
tegias evolutivas de Optimizacién Multobjetivo para el aprendizaje en entornos
colaborativos como los correspondientes a videojuegos; en este caso, el aprendi-
zaje del sistema se lleva a cabo de forma implicita por parte de jugadores que
pueden jugar on-line, lo cual da lugar a una modificacién de ”pesos relativos”
para diferentes combinaciones de funciones objetivo. Debido a su caracter més
avanzado, este topico no se aborda en el Curso de Geometria Diferencial.

3.1.3. Optimizacién de Pareto

Frecuentemente, la funcién objetivo para la que deseamos calcular los ex-
tremales no es unica. En este caso, la solucién 6ptima no existe y se dice que
tenemos “subdptimos de Pareto”, Intuitivamente, corresponden a soluciones pa-
ra las cuales cualquier modificacién parcial local de los pardmetros da lugar a
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una situacién peor que la correspondiente al subéptimo encontrado. De una
manera mas formal, el problema consiste en calcular
mingexp(f(x)) con x € R, f € R™ bajo las restricciones

h(x) =0,heR? , g(x)<0,gcR’

3.2. Aproximaciones a la Optimizacién Multiobjetivo

Nota previa.- Toda esta subseccion se incluye como posible prdctica para
aquellas personas matriculadas que tengan algin itnerés en aplicaciones a Eco-
nomia ¢ en Ingenieria.

Un problema de Optimizacion Multiobjetivo consiste en la minimizacion si-
multdnea de una coleccion de funciones (fi(z), fa(),..., fe(z)? sometidas a
restricciones z € X donde X es una C"-variedad cuyos ”estados” se etiquetan
como "vectores decisién”; esta terminologia justifica la denominacién de opti-
mizacion vectorial para la optimizacién multiobjetivo. Cada decisién 6ptima
corresponde a una solucién del problema: en general, la soluciéon no tiene por
qué ser unica.

En el caso clasico, se supone que X es un subconjunto convexo de R™, en
cuyo caso se tiene solucién tunica. En general, X es una variedad no necesa-
riamente convexa. En las aplicaciones a Robética, X es un producto de grupos
clasicos. En problema de optimizacién para restricciones lineales cambiantes ba-
jo informacién incompleta (parametrizadas por subespacios k-dimensionales de
un espacio vectorial N-dimensional), el espacio ambiente es una grassmanniana
Grass(k,N) que es una variedad no-lineal (ver mds abajo la seccién dedicada a
variedades cociente). La interpolacién ordinaria entre soluciones particulares da
resultados (asociados a subespacios lineales) que no tienen sentido como puntos
de Grass(k, N). Por ello, es necesario resolver el problema en la ”linealizacién”
de la variedad (calculando su fibrado tangente)), cuestién que se aborda en el
modulo 2.

3.2.1. Método de los pesos objetivos

Consiste en seleccionar un ”vector de pesos w que minimice la expresién

p(f(x)) := w.f(x) ,

donde 0 < w; <1y > w; =1 siendo w; los pesos relativos.

Los pesos relativos pueden estar fijados por las condiciones del problema
(optimizacién convencional) é ser ajustados mediante algtin proceso de aprendi-
zaje; esta ultima es la opciéon mas interesante en relacién con sistemas evolutivos,
incluyendo el aprendizaje (supervisado 6 no) en Redes Neuronales Artificiales
(ANNSs). La Optimizacién sobre ANN se realiza en términos de una versién alea-
torizada (los vectores son variables aleatorias) de la accién izquierda-derecha
presentada en el capitulo anterior que incorpora un suavizado para facilitar el
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pegado de datos; no existe un estédndar para la eleccién de las funciones pa-
ra el suavizado (la tangente hiperbolica proporciona un modelo con resultados
razonables).

El mayor problema es la lentitud en la convergencia para los métodos de
aprendizaje. Para resolver este problema se superponen diferentes tipos de algo-
ritmos sobre las ANN basados en Algoritmos Genéticos (para acelerar el proceso
de optimizacién), Mapas Auto-organizativos (para acelerar el proceso de reco-
nocimiento sobre patrones) 6 Programacién Evolutiva (para incorporar apren-
dizaje sobre modelos cambiantes). Todas estas técnicas utilizan variantes més é
menos sofisticadas de procesos de optimizacion soportados sobre C"-variedades
dependientes 6 no de parametros.

Las condiciones sobre el vector w de pesos se introducen inicialmente pa-
ra garantizar la convexidad de las regiones donde se va a realizar el proceso de
optimizacion; la convexidad acelera la convergencia. La interpretacion geométri-
ca es elemental en términos de geometria afin (coordenadas baricéntricas) y el
método clasico a implementar es el del simplex. La convexidad puede no ser
"natural” desde el punto de vista del espacio ambiente 6 de las restricciones a
resolver. En ese caso, hay que recurrir a técnicas de optimizacién no-convexa; un
cuello de botella frecuente estd relacionado con la eficiencia de la implementa-
ciéon computacional en presencia de incertidumbre o de condiciones ambientales
muy cambiantes.

Frecuentemente, la formulaciéon multiplicativa del problema de optimizacién
permite acelerar la convergencia. En lugar de utilizar un enfoque aditivo, se pue-
de utilizar un enfoque multiplicativo para la funcién multiobjetivo a minimizar;
en este caso, los pesos son los exponentes de cada una de las componentes.
Tomando logaritmos se pasa a la formulacion aditiva; la exponencial proporcio-
na la transformacién inversa que permite pasar de la formulacién aditiva a la
multiplicativa. La aproximacién diferencial se lleva a cabo en términos de las
soluciones de EDO cuya solucién general es de tipo exponencial. La integracion
para cada una de las componentes por separado da lugar a un grupo de ho-
meomorfismos locales a lo largo de la trayectoria solucién de cada EDO. Esta
simplicidad es engafiosa pues, en general, los sistemas diferenciales que descri-
ben los comportamientos variables no son” completamente integrables”, es decir,
no es posible realizar un desacoplamiento completo en diferentes funciones, por
lo que es necesario refinar los métodos lineales que se acaban de describir. La
integrabilidad de sistemas de aborda en el médulo 4 de esta asignatura.

3.2.2. Elementos para la resolucion

Tlustramos estas ideas con dos estrategias sencillas para abordar el problema
de optimizacién no-lineal. El enfoque estd adaptado a aplicaciones en ANN
(Redes Neuronales Artificiales) con aprendizaje supervisado desde el punto de
vista de la aproximacién lineal 6 cuadritica (acorde con el enfoque presentado
al final del capitulo 2):

= Formulacion Min-Max: Elegir umbrales f;, y construir
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filx .
p(f(x)) = mazlgigm(ﬁ fi,>0Vi=1,...m
fio (X)
Permite un comportamiento adaptativo a condiciones iniciales 6 en el bor-
de cambiantes, donde los cambios pueden estar controlados por valores

criticos de ciertos parametros.

= Funcion cuadrdtica de pesado: Elegir

donde los pesos 0 < w; < 1 con Y w; =1 (con RPR reward-penalty rules)
por lo que pueden ser reinterpretadas como las coordenadas afines de las
funciones cuadraticas. Una extension obvia de este enfoque se basa en
elegir la norma LP en lugar de la cuadratica (las regiones equipotenciales
adquieren diferentes representaciones segin el valor de p)

Este enfoque se utiliza para facilitar la navegacién de dispositivos méviles (ro-
bots, vehiculos inteligentes) con ruedas en entornos parcialmente estructurados.

3.3. Aprendizaje en sistemas expertos

Nota previa.- Toda esta subseccion se incluye como posible prdactica a realizar
para aquellas personas matriculadas que tengan algun interés en aplicaciones de
Sistemas Expertos.

Béasicamente hay dos tipos de aprendizaje que se etiquetan como supervisado
y no-supervisado. En el primero se dispone de una funcién objetivo a la que se
ajustan los valores actuales mediante un mecanismo de realimentacién (back-
propagation estdndar o bien temporal); un esquemas mas avanzado corresponde
a redes de tipo auto-asociativo en presencia de ruido (Hopfield. En el caso no-
supervisado, no se dispone de una funcién objetivo previamente definida y es
necesario desarrollar

3.3.1. Aprendizaje supervisado

El aprendizaje supervisado consiste en el ajuste automatico de los pesos de
una red neuronal que minimice la distancia con respecto a una funcién objetivo
prefijada.

El criterio habitual para la minimizacién de las distancias es de tipo cuadrati-
co para las diferencias de primer orden entre los valores observados y los espe-
rados como salida de la red (output). Por ello, la funcién objetivo recibe el
nombre de energia (a veces también se le llama desviacién de la funcién). El
descenso del gradiente proporciona el método mas simple para ajustar los pesos
6 ponderaciones locales w;
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El vector de pesos w(k + 1) en el paso k + 1 se calcula a partir del vector
de pesos w(k). La evaluacién de la funcién objetivo E (energia) sobre el vector
de pesos w(k + 1) y su diferencia con respecto al vector w(k), proporciona una
estimacién tosca que etiquetamos como VE(w(k)). Los datos a estimar para el
campo vectorial asi descrito son

= La direccion del ascenso mds rapido dada por VE(w(k)): Los pesos se
modifican mediante ”pequenos incrementos” en la direccién opuesta.

= La magnitud del incremento dada por la tasa de aprendizaje £ > 0 entre
los pasos k vy k + 1 expresada como

w(k+1) =w(k) —eVE(w(k))
Segin este esquema la modificacion del peso dw;j(k) = w;;(k + 1) — w;;(k) se
expresa como

OF
= —€
awij

6wij
donde % representa la componente correspondiente del gradiente. De una
forma ideal, el proceso converge hacia un minimo absoluto (supuesto que exis-
ta), evitando los minimos locales relativos mediante procedimientos de “pertur-
bacién”. Esta aproximacion presente multiples deficiencias relacionadas con la
lentitud en la convergencia, las dificultades para identificar si un minimo es ab-
soluto (trampas en falsos minimos) ¢ la dependencia con respecto a los valores
iniciales (una vez realizado el aprendizaje y fijados los pesos, si hay cambios en
los datos del objeto a reconocer, es necesario entrenar nuevamente la red).

3.3.2. Modelos de back-propagation

Este método es uno de los més frecuentes para calcular el gradiente de una
funcién objetivo para ANN que son independientes del tiempo. Si y#°* es el
valor deseado en la capa de salida para la neurona i-ésima, entonces la funcién
de energfa (error) a minimizar es

1
E = Z[y; —yles
5l = 4]

Los errores que se calculan en los nodos de salida mediante

A = o (z)[yi — vl

En ocasiones, estos errores se han estimado previamente y ya se dispone de
una distribucién que suponemos conocida de una fase experimental previa. Con
estos datos los cambios de pesos se calculan utilizando los errores mediante

oF

3wij

dwi; = —¢€ = —eAy;
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Para los nodos ocultos se tiene una distribucién de errores dada por
/
Ai =0 (JJ,) E wkiAk
k

Este modelo es una primera aproximacién estatica al problema que debe ser
completada con modelos de propagacién temporal con pesos variables. Esta
incorporacién se lleva a cabo facilmente en términos de una funcion de error

1 T
F = — i — ydes)dt
27/0 > [y —yi]

ieQ
asociada al conjunto €2 de nodos de salida y donde 7 es la longitud del intervalo

de tiempo. En este contexto, es necesario reemplazar pesos constantes por pesos
variables que ahora estan dados por

OF L[

En este caso, las senales de error en un sistema dependiente del tiempo se
calculan resolviendo el sistema de eduaciones en derivadas parciales

A, OF

dt B 8yl

+A; — Zwkio,;xkAk
k

con las condiciones frontera [A;];=, = 0. N6tese que para los nodos de salida se

. OF _ . : ‘ oF _
tiene 5= =y —y i ¢% mientras que para los deméas nodos o = 0.

Prdactica: Desarrollar segin S.Haykin: Neural Networks. A comprehensive
Foundation, IEEE Computer Society, 1994

comentario: Esta presentaciéon no tiene en cuenta las distribuciones de error
que pueden aparecer asociadas a datos cambiantes 6 eventualmente moviles.
Para incorporarlas, adaptar los argumentos relacionados con la distancia de
Mahalonobis que se presenta al final del capitulo 5 en el médulo 3 (movimiento)
del CEViC en relacién con problemas de seguimiento. Prdctica avanzada: Llevar
a cabo dicha formulacién

3.3.3. Modelos asociativos (Hopfield)

Una red de Hopfield asocia a un conjunto inicial (incompleto 6 corrompido
por el ruido) un patrén binario del conjunto de aprendizaje. Al tipo de memoria
resultante se le llama memoria autoasociativa y se ha utilizado en algunos pro-
cesos de aprendizjae (incluida la simulacién de la pérdida temporal de memoria
asociativa) para reforzar modelos de aprendizaje (desarrollar segin mis notas
de colaboracién con el Lab Créare de Paris VI-VII).

Prdctica: Desarrollar modelos no-lineales adaptativos para el aprendizaje
por reforzamiento en relacién con memorias de tipo asociativo y correccién de
trastornos en la memoria. Una referencia para el marco general desde el punto
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de vista de sistemas expertos podria ser R.Peretto: An introduction to the Mo-
deling of Neural Newtorks (reprt), Cambridge Univ. Press, 1994; otros aspectos
maés especificos desde el punto de vista geométrico es S. Watanabe: Algebraic
Geometry and Statistical Learning Theory, Camb. Univ. Press, 2009)

3.3.4. Aprendizaje no supervisado: Modelos auto-organizativos

El modelo més sofisticado y con mayor potencial para el aprendizaje no-
supervisado de maquinas corresponde a los mapas auto-organizativos. En este
caso, no hay datos sobre el comportamiento esperado (capa de salida), ni tam-
poco sobre la evaluacion de los outputs durante el proceso de aprendizaje. La
cuestion principal es el desarrollo de modelos de aprendizaje que se basan en
transformaciones de los datos que presenten diferentes tipos de estabilidad. El
nivel més bajo para evaluar dicha estabilidad aparece asociado a la “conserva-
cion de la forma”; esta cuestién se aborda con diferentes niveles de complejidad
que afectan a la invariancia topolégica. Desde finales de los noventa se han desa-
rrollado diferentes aproximaciones al problem que incluyen la homologia persis-
tente en el marco de la Topologia Algebraica (ver tltimo capitulo del médulo 2
del Curso de Topologia Algebraica).

El modelo mas conocido de mapas auto-organizativos de debe a Kohonen.
En este modelo, cada componente de un vector de entrada actiia mediante co-
nexiones con un numero finito (pero cambiante) de nodos de la capa siguiente
(oculta) segtin configuraciones geométricas previamente asignadas. El crecimien-
to en los "estimulos” debe generar una informacién redundante que facilite el
aprendizaje. Por consiguiente, a partir de una inicializaciéon de pesos interesa
reforzar el aprendizaje para alcanzar una ”estabilidad” en el plazo més breve
posible. Las formas de activacién inicialmente propuestas siguen esquemas de
tipo Poisson (para el caso discreto) 6 de tipo Gaussiano (debido a sus buenas
propiedades como o-dlgebra). Otras elecciones utilizan representaciones de tipo
hiperbdlico (reemplazando las exponenciales por las tangentes hiperbdlicas de
las distribuciones centradas en torno a valores medios); estas soluciones facilitan
un suavizado y una estabilizacién mas rapidas que la soluciones basadas en el
solapamiento de distribuciones Gaussianas.

Prdctica avanzada.- Desarrollar mejoras para las estrategias de prueba-y-
error que se sigue en estos modelos (ref: T.Kohonen: Self-Organizing Maps (2nd
ed), Information Sciences, Springer-Verlag, 1997

3.4. Campos de Potencial en Ingenieria

Nota previa.- Toda esta subseccion se incluye como posible prdctica para
aquellas personas matriculadas que tengan algun interés en aplicaciones a In-
genieria .

Se presentan dos ejemplos basicos que muestran el alcance de los campos
vectoriales en Ingenieria.
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3.4.1. Guiado de Robots mediante campos de potencial

En este apartado describimos la utilizacién del campo vectorial gradiente
para el guiado de plataformas en escenarios planares con puntos que deben ser
recorridos de forma sucesiva por una plataforma mévil. Cada punto de referen-
cia es un atractor hasta que es alcanzado. En ese momento, el campo vectorial
gradiente se invierte, pasando a ser repulsivo en lugar de atractivo. La platafor-
ma movil se desplaza siguiendo lineas del campo gradiente que son ortogonales
a las hipersuperficies de nivel.

Para ello se lleva a cabo una aproximacioén jerarquizada que consiste en
alcanzar ciertos hitos u objetivos parciales que actian como “atractores” y que
se modelan como minimos relativos para un potencial. Por ello, los objetivos
parciales alcanzados corresponden a “pozos de potencial” que invierten su signo
una vez que el objetivo ha sido alcanzado. La inversién del signo corresponde a
la conversién de un atractor en un repulsor.

Para generar el guiado es necesario construir una representacion simplificada
del espacio topolégico

F =R UL B

al que se llama espacio libre de obstdiculos B;. Cada obstaculo B; se modela
en términos de primitivas geométricas muy simples en el plano (rectdngulos,
elipses) o en el espacio (paralelepipedos, elipsoides) para facilitar la actualizacién
de informacién

desarrollar segiun Latombe, p.e.

3.4.2. Elementos de Procesamiento de Imagen

En este apartado describimos algunos operadores diferenciales basados en
el campo vectorial gradiente que proporcionan una informacién tosca sobre la
estructura de una escena 6 que facilitan el seguimiento de objetos en movimiento.
La primera aplicacion se basa en un modelo de diferencias finitas con diferentes
tipos de méscaras (pesos en pixeles adyacentes), mientras que el segundo sigue
un esquema similar pero adaptado a un modelo discreto del flujo éptico donde
suponemos que disponemos de informacién adicional sobre el modelo 6 la escena
para inicializar correctamente el seguimiento.

La clave de los procedimientos para la extraccién de aristas consiste en iden-
tificar las discontinuidades de la funcién de intensidad (aristas de objetos con-
tenidos en una imagen). Dichas discontinuidades se reinterpretan en términos
de “saltos” en el gradiente que es necesario agrupar y suavizar. La introduccion
de una orientacién para las aristas obtenidas permite introducir un Histograma
de Gradientes Orientados (HOG) que es clave para agrupar aristas y facilitar el
seguimiento de objetos eventualmente deformables o moviles.
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4. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Nota previa.- Toda esta subseccion se incluye como posible prdctica para
aquellas personas matriculadas que tengan algun interés en las EDO y sus apli-
caciones a Fisica Matemdtica.

4.1. Notacion

Una ecuacién diferencial ordinaria (en adelante, EDO) de orden n dada por

d"x dx a1z
- = Flt,z,—,... , —=
dtn (¢, e’ dtnfl) ’

es equivalente a un sistema de EDO de primer orden dado por

3'31:.%‘2 5 j?QZ.Z‘g ,...,jﬁnJrl:F(t,xl,...,l‘n).

Por ello, dar una solucién ¢ : I — R de la ecuacién original verificando
condiciones iniciales prefijadas, equivale a dar una solucién del sistema de n
ecuaciones de primer orden, verificando las condiciones iniciales

d(b dn—1¢
(b(uo) =ur , E |t:t0: U  y..ny W |t:t0: Up, -
La situacién mas favorable se presenta cuando estudiamos EDO de orden n
que son lineales en o, ..., z, (segin la notacién del sistema precedente). En

este caso existen diferentes procedimientos de reduccién é transformacién que
nos permiten ”separar” variables (ver por ejemplo, Ince y Sneddon, §5 para
una introduccién). Aunque éste no es un problema elemental, supongamos que
hemos realizado cambios en las variables que nos permiten resolver el sistema
por iteracién.

4.2. Construccion local de vectores tangentes de orden
superior

El procedimiento descrito equivale geométricamente a construir elevaciones
sucesivas de caminos ¢; con i = 1,...,n que son soluciones para cada uno de los
sistemas parciales de EDO de primer orden que aparecen en las ¢ primeras filas
del sistema original, de modo que dichas elevaciones sean ”compatibles” sobre
la interseccién de sus dominios de definicién.

De una manera més explicita ¢ : I — I X R asocia a cada ug € U C I un
par (ug,u1) € grafo(ur) C I X R tal que ¢(ug) = uy. Por ello, ¢1 sélo fija el
valor de la solucién en el punto de acuerdo con las condiciones iniciales.

A continuacién, como d) lt=t, fija el valor ug del vector tangente en el punto,
tenemos que la aplicacion ¢ : I — I X TR estda dada por el par cuyas com-
ponentes son (ug,u1) y (u1,us), donde la segunda componente (u1,us) fija de
forma tinica la solucién que pasa por el punto. Este par puede ser interpretado
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como una terna ordenada dada por (ug,u1,us) con la misma significacién que
la expuesta.

La aplicacién ¢3 : I — TR asigna a cada punto ug una terna de pares cuyas
componentes (ug,u1), (u1,us) v (u2,us) corresponden a la condicién para que
una curva wj pase por un punto ug, tenga un vector tangente us en ug y la
velocidad de dicho vector tangente (6 aceleracién, segin la terminologia fisica
tradicional) sea ug en wug. Del mismo modo que antes, dicha terna puede ser
rescrita como una 4-upla.

La iteracion de esta construccion es obvia. Interesa resaltar que esta cons-
truccion se puede llevar a cabo en situaciones mas generales relativas no sélo
a una ecuacién diferencial de orden superior, sino a un sistema de EDO de
diferentes 6rdenes. Como veremos en el §2, el lenguaje de fibrados tangentes su-
cesivos proporciona un lenguaje geométrico apropiado para abordar el estudio
de las propiedades de este tipo de sistemas dados sobre variedades més generales
que R. En Topologia Diferencial se lleva a cabo un estudio maés sistematico en
términos de jets.

4.3. Un ejemplo elemental: El Péndulo Simple

Consideremos la ecuacién de segundo orden

. d?z
i(t) = ol

Esta ecuacién es equivalente al sistema de EDO de primer orden

1 =T2 , T2= —T1,

que también podemos representar matricialmente como

() =(56)(2)

Para pequenas oscilaciones de un péndulo, las funciones ¢(t) = sen(t) y ¢(t) =
cos(t) son soluciones independientes de la ecuacién original que corresponden a
las condiciones iniciales (0,0,1) y (0,1,0) para (¢, x,), respectivamente. Des-
cribir la solucién general como una funcién trigonométrica, representarla grafi-
camente y mostrar la proyeccién de la dindmica sobre el espacio base. jA qué
tipo topolégico de punto corresponde el origen, si consideramos las soluciones
correspondiente a la familia uniparamétrica de EDO dada por i(t) = A\2x?.

La primera aplicacién de este modelo simplificado de péndulo corresponde al
movimiento de un cuerpo sélido pendiente de una cuerda perfectamente elastica
(se supone que no hay disipacién). Muestra que el campo dado por V(z) :=
(x, —kz) (para k > 0) es conservativo y describir el movimiento.

La integracién de la ecuacién original del péndulo (dada como &(t)+sen(x) =
0) es mds dificil, pues requiere el uso de funciones elipticas. Sin embargo, el
comportamiento cualitativo de las soluciones que hemos mostrado es el mismo
que el de la ecuacién original para pequenas oscilaciones. Esta es una primera
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muestra de un procedimiento de linealizacion, que desarrollaremos a partir del

§2.

4.3.1. Oscilaciones forzadas

En este apartado se presenta el modelo de oscilador de Van der Pol y se
discuten las soluciones.

4.3.2. Acoplamiento de dos sectores

Desarrolla una adaptacién del modelo presentado al acoplamiento de dos
sectores en Macroeconomia.

4.3.3. Acoplamiento entre tres sectores

El propésito de este apartado es ilustrar los fendmenos de inestabilidad que
pueden surgir para la dindmica correspondiente al acoplamiento de tres péndulos
y la necesidad de identificar regiones de estabilidad (como complementarias de
las regiones de caos).



