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La Topologia General proporciona un soporte para construir espacios to-
polégicos obtenidos como subespacios o espacios cociente por una relacion de
equivalencia. Sin embargo, para obtener una C"-estructura con r > 1 es ne-
cesario anadir informacién adicional. Si se adopta el enfoque presentado en el
capitulo anterior, dicha informacién procede de propiedades asociadas a con-
diciones de “pegado”, es decir, los cambios de cartas deben ser de clase C"-
equivalencias sobre la imagen ¢;(U; N U;) de la interseccién de los dominios
coordenados correspondientes a las cartas (U;, ¢;)-

La verificacién de las condiciones de compatibilidad local para el pegado
global es facil si M es un espacio homogéneo por la accién de un grupo de Lie
G, esto ocurre p.e. para el espacio cartesiano (caso trivial), la esfera, el espacio
proyectivo, el toro m-dimensional, la grassmanniana de k-espacios, etc. En todos
estos casos, basta verificar la condicién localmente y extenderla utilizando la es-
tructura de C"-variedad del grupo. Sin embargo, si el espacio no es homogéneo,
la verificacion de las condiciones de compatibilidad para el pegado es un pro-
blema bastante més tedioso. La existencia de simetrias simplifica el problema,
pero es necesario mostrar procedimientos generales que permitan construirlas.

Para abordar casos mas complicados que son de interés para aplicaciones
practicas es necesario conocer el caso regular asociado a variedades que presen-
tan inicialmente un comportamiento homogéneo. Este punto de vista motiva
la introduccién de restricciones més estrictas asociadas a condiciones ideales
relativas tanto al soporte (inicialmente dado por una C"-variedad) como a las
funciones definidas sobre el soporte (inicialmente suponemos que son regulares,
aunque para el pegado necesitemos cocientes de funciones regulares).

Para CT-estructuras (que contienen a las de clase C*° 6 suaves como “limi-
te”), el andlisis Diferencial Local proporciona resultados que permiten abordar
de forma sintética la verificacién de propiedades de compatibilidad entre datos
locales. Béasicamente, se requiere que la diferencial de una aplicacién sea “re-
gular”; en ese caso se puede aplicar el Teorema de la Funcién Implicita que se
extiende de forma natural al pegado de cartas mediante conjugacién (accién
izquierda-derecha) de las matrices jacobianas asociadas a los cambios de carta
en los espacios de partida y llegada.

El enfoque desarrollado en este capitulo tiene un cardcter local, es decir,
todas las nociones y resultados se refieren a cartas locales (p,U), (¥, V) en
los espacios de partida N y llegada P para una C"-aplicaciéon F : N — V.
El soporte tedrico inicial para esta presentacién estd dado por el Anaélisis de
Funciones de Varias Variables Reales que se supone conocido de Anadlisis II;
los resultados de esta materia no se demuestran y tan sélo se presenta una
reinterpretacién en términos algebraicos (derivaciones sobre un anillo, p.e.) 6 en
términos geométricos (campos vectoriales).

El estudio de variedades se puede realizar de forma m4ds abstracta y unificada
en términos de las funciones regulares definidas localmente sobre las variedades.
La restriccién de estas funciones a cada punto p € M da lugar a un anillo
de funciones regulares que se denota mediante Oy, en Geometria Diferencial
o bien mediante Ox , en Geometria Algebraica o en Geometria Analitica. En



cualquier caso se trata de un anillo local cuyo ideal maximal M estd dado por
las funciones (diferenciables, algebraicas, analiticas) que se anulan en el punto.
Esta reformulacién permite aplicar el Algebra Local como formalismo comun
a todas las Geometrias y desplaza el estudio de variedades como conjuntos o
como estructuras, al estudio de variedades en términos del “pegado” de anillos
locales.

Esta aproximacién formal al Analisis de Funciones de Varias Variables Reales
permite realizar una presentacion algebraica comun a los diferentes marcos
geométricos (Diferencial, Algebraica, Analitica). No obstante, el enfoque for-
mal en términos de anillos de funciones se desarrolla sobre todo en Geometria
Algebraica y en Geometria Analitica (G.A.G.A.) y requiere prerrequisitos adi-
cionales procedentes del Algebra Local. Para minimizar las dependencias con
respecto a herramientas adicionales, en este Curso se adopta un enfoque maéas
“pedestre” vinculado a la utilizacién de parametrizaciones locales y a la obten-
cién de propiedades a partir de una versién clasica del Analisis Diferencial Local.
No obstante, en la primera seccién del capitulo se muestran algunos elementos
significativos para la unificacién de las diferentes geometrias utilizando algunos
rudimentos de Algebra Local.

En capitulos posteriores, el 1inico aspecto que se mantiene procedente del
enfoque formal algebraico (valido para las diferentes geometrias) afecta a una
reformulacion infinitesimal del desarrollo de Taylor. Esta reformulacién se rea-
liza en términos de ”gérmenes” de aplicaciones; en el contexto analitico formal
(el méds amplio), los gérmenes pueden ser interpretados intuitivamente como
clases de equivalencia de desarrollos en serie formales (para una aproximacién
diferenciable ver p.e. Warner, 1972, é Hirsch, 1978).

En la primera seccién se presenta una aproximacion general a las aplicacio-
nes de clase C" en la que predominan los aspectos formales. La segunda seccién
introduce el enfoque diferencial (a la Fréchet) para contar con el formalismo
necesario para derivadas direccionales como extension natural de las derivadas
parciales en el caso cartesiano. La tercera secciéon muestra diferentes descrip-
ciones equivalentes de la nocién de vector tangente y el tratamiento forma en
términos de las derivaciones. La tltima seccién introduce la nocién de diferen-
cial; se muestran algunas aplicaciones bésicas a la Mecanica Clésica que pueden
ser saltadas en primera lectura.
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1. Aplicaciones de clase C"

Para empezar, recordemos la definicién del Andlisis de Varias Variables
Reales:

Definicion.- Se dice que f : R™ — RP es una aplicacion de clase C" para
1 < r < oo si sus componentes f; : R® — R son de clase C" para 1 < ¢ < p, es
decir, son continuas y derivables hasta orden .

1.1. Extendiendo el caso cartesiano

La nocién de aplicacién de clase C"(R™,RP) se extiende de forma natural
al caso global para una aplicaciéon F € C"(N, P) ”"pegando” los datos locales
C"™(Uj, Vi). Para ello, introducimos cartas locales (U;, ;) parap € U C N en
el espacio de partida y (Vi, 1) en f(p) € V C P en el espacio de llegada.

1.1.1. Aplicaciones de clase r

Definicion.- Se dice que F': N — P es de clase C" en p € P, si ¢y OFogpj_l :
R™ — R? es de clase C" en ¢, (p) € R™. Decimos que F' : N — P es de clase C”
si es de clase C" para cualquier punto p € N.

Ejercicio.- Comprueba que la nociéon de clase C" no depende de la carta
coordenada elegida.

1.1.2. Caracterizacion relativa

Dada una aplicacién F' € C"(N, P), para cada funcién f € C"(P,R¥), le
podemos asociar F*(f) := fo F € C"(N,RF)

Definicidn.- Diremos que F' € C"(N, P) es de clase C" si F*(f) := fo F es
de clase O™ para cualquier f € O™ (P, R¥).

Asi, pe. si k = 1y r = oo, entonces la asignacién anterior define una
aplicacién

F*:C®(P,R) - C*(N,R) | F*(f):=foF
verificando las propiedades siguientes:
id*=id , (FoG)* =G o F*, (F71)* = (F*)™!

(comprobarlo como ejercicio). Se dice entonces que F* se comporta de forma
contravariante.

1.1.3. Comentarios

La independencia con respecto a la carta permite desarrollar el andlisis local
usando sistemas curvilineos de coordenadas asociados a parametrizaciones dados
como imagenes inversas de cartas locales ¢ : U — W
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» Para buena parte de los argumentos basta suponer que f € C*(N, P).
Esta hipotesis no anade mayor generalidad a los resultados, pues si r > 1
se tiene que C*°(N, P) es denso en C"(N, P) para la topologia débil 6
compacta-abierta) definida sobre C"(N, P)) mediante un sistema funda-
mental de entornos (ver Hirsch, 1978). La extensién al caso C? es signifi-
cativa para aplicaciones basadas en modelos lineales a trozos (piecewise-
linear 6 PL-modelos.

= La construccién que se presenta en este capitulo se puede llevar a cabo
si se sustituye la palabra “variedad” por espacio de Banach (ver ejerci-
cio 4 para més detalles). En efecto, el resultado fundamental utilizado
es el Teorema de la Funcion Implicita, valido para este tipo de espacios
oo-dimensionales. Sin embargo, para fijar ideas nos restringiremos habi-
tualmente a variedades finito-dimensionales. Algunas referencias para una
aproximacién geométrica a espacios de Banach son Abraham, Marsden
y Ratiu, §2 y Choquet-Bruhat et al; otra referencia de gran utilidad es
Brickell y Clark, §4).

1.1.4. Apéndice: Nociones basicas de Algebra Local

Para cualquier dominio D C R™ denotemos mediante C*°(D,R) el élgebra
de todas las funciones diferenciables en D (respecto a las operaciones usuales de
suma y producto en z € N). Para cualquier punto a € D construimos el ideal
M, de las funciones f : D — R que se anulan en a, es decir, f(z) = (z —a)g(x)
para alguna funcién g. Es facil ver que M, es un ideal maximal y que el cociente
C>(D,R)/M, ~ R. Se dice entonces que C*°(D,R) es un anillo local. Esta
nocién algebraica se extiende de forma inmediata a las categorias algebraica y
analitica.

Con mas generalidad, el conjunto de funciones f € CL(N,R) definidas en un
punto x € N tiene estructura de anillo local con ideal maximal M, dado por
el conjunto de funciones que se anulan en « € M. El cociente C7(N,R)/ M, es
isomorfo a R

La composicién de aplicaciones de clase C" es una aplicaciéon de clase C”
para 0 < r < co. Ademds, una aplicacién f es de clase C°° (N, P) si, y sélo si,
go f es de clase C"(N,R) para cualquier g € C*°(P,R).

Dada una aplicacién f : N — P, para cada punto z € M podemos dotar
a C7(N,R) de una estructura natural como C7 ., (P,R)-médulo, mediante la
aplicacién que a cada elemento o € C}(z)(P, R) le hace corresponder la com-
posicién f o« € CT(N,R). Esta operacién permite relacionar propiedades de
los espacios de partida y llegada para f en términos de las funciones regulares
definidas sobre la variedad (este es el enfoque comin en GAGA).

En el caso algebraico (resp. analitico) denotamos habitualmente mediante
Ox , al anillo local de las C"-funciones algebraicas (resp. analiticas) definidas
en x € X mediante polinomios (resp. desarrollos en serie convergentes). En
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el caso algebraico, los puntos estan representados por ideales maximales y las
variedades reducidas e irreducibles estan caracterizadas por ideales primos p.
Dado un éalgebra conmutativa A con unidad sobre un cuerpo k, denotamos
mediante Spec(A) al conjunto de ideales primos de A.

Cada ideal primo p de A se considera como un “punto” del espectro (que
seguimos denotando como) p € Spec(A) al que asociamos el dlgebra A/p (que
recibe el nombre de anillo coordenado de la variedad asociada a p en Geometria
Algebraica y Analitica). Con esta notacién, cada elemento a € A se puede
interpretar como una “funcién” cuyo valor en el “punto” p € Spec(A) es igual a
la imagen de A por el homomorfismo de paso al cociente A — A/p (que se anula
si a € V(p). En particular, a cada “punto” p se le asocia un algebra cociente A/p
sin divisores de cero (pues p es primo). Con esta notacién, la interpretacién de
a € A como una “funcién” toma sentido como un morfismo p — [a] € A/p. El
algebra cociente A/p depende del ideal primo p y al conjunto de ideales primos
(correspondientes a las subvariedades reducidas a irreducibles) se le llama el
espectro de A y se le denota mediante Spec(A)

Habitualmente, se denota mediante Ox , al anillo local de la variedad al-
gebraica ¢ analitica X en el punto 2 € X y mediante M x , al ideal maximal
en x € X. En cualquier caso, el cociente Ox ,/Mx , es isomorfo al cuerpo ba-
se k sobre el que estan construidas las funciones regulares (polinomios 6 series
convergentes) en el punto z € X.

Ejemplo.- El caso “més simple” corresponde al anillo A = C[z] de polinomios
en una variable compleja. Cualquier ideal primo P C A no-nulo en este caso
es maximal y corresponde a los polinomios divisibles entre z — z, para algin
zo € C fijo. Por ello, cualquier polinomio p(z) € A admite una representacién
tnica (divisién euclidea) como p(z) = po + (2 — 20)g9(z) donde py € C; en
particular, A/P ~ C. En general, la “mayor parte” de los ideales primos p no
son maximales, pero el argumento sigue siendo vélido para los ideales maximales,
es decir, para el espectro maximal Specmn(A).

Cuando el ideal I no es primo, admite una descomposicién “esencialmente
tnica” en componentes primarias py™* ... p7"s donde my, es la “multiplicidad” de
la componente k-ésima dentro de la descomposiciéon. Un andlisis més detallado
de estas cuestiones se aborda en el Curso de Geometria Algebraica 6 en la
Geometria Analitica de Varias Variables.

1.2. Representacién coordenada local

Del mismo modo que en el §1,1, identificaremos en lo sucesivo el dominio
U de una carta (U, ¢y) de una C"-variedad M con su imagen ¢y (U) C R™
mediante la C"-equivalencia local ¢ con su imagen (un dominio en R™. Esta
identificacién permite representar las coordenadas locales sobre el dominio de la
carta en términos de las coordenadas habituales de R™ y trasladar el formalismo
usual del Célculo Diferencial sobre cada abierto coordenado U de N. Por ello,
no necesitamos considerar a la variedad como una subvariedad de R™ para algin
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Fig. 1: Expresién conforme de las transformaciones triangulares

n suficientemente grande.
La existencia de una representacién implicita de la forma F(z) = 0 facilita
a menudo su descripcion como variedad.

1.2.1. Ejemplo 1: La circunferencia

La circunferencia S' := {(z,y) € R? | 22 4+ y? = 1} estd parametrizada por
la coordenada x mediante

Y+ = o+ (7) = +V1-22 , y_ = p_(2) == +V1 - 22

de forma univoca salvo para los puntos (1,0) y (—1,0). En ambos casos x €
U; = (—1,1). Para cada punto p € S' existe un pequefio entorno U(p) que
es difeomorfo a un pequeno entorno de z € (—1,1) C R. Sin embargo este
argumento no es vélido para los puntos (+1,0) y (—1,0); razonadlo, observando
que la proyeccién sobre el eje Oz es tangente en ambos puntos.

Si se desea incorporar estos puntos para obtener una parametrizacion com-
pleta de la circunferencia, debemos introducir las cartas relativas a la proyec-
cién sobre el eje Oy. Dicho de otro modo, debemos introducir las expresiones
ry = pi(y) == +V1—y?2y 2_ = ¢o_(y) := +1/1 —y? que nos dan una re-
presentacién univoca salvo para los puntos (0,+1) y (0,—1). En ambos casos
yeV,=(-1,1).

La aplicacién permite relacionar los datos de ambas representaciones coorde-
nadas es la reflexion que intercambia la y con la z. De este modo, se obtiene un
recubrimiento formado por 4 cartas para la circunferencia S' dado por funciones
coordenadas ++/1 — 22 definidas sobre el intervalo (—1,1) C R! para i = 0, 1.
La compatibilidad entre las diferentes cartas sobre la interseccién U; NU; de los
dominios estd dada por ¢; o ¢; ' (x;) = xi41 (mod,2).

La parametrizacion polar (p, ) € {1} x(0, 7) proporciona una representacién
basada en dos cartas solamente, en lugar de las 4 mostradas mas arriba. Razonad
por qué es necesario usar dos cartas en términos de la falta de inyectividad
que presenta la funcién argumento que describe el angulo polar 6 = arctg(£).
Extender como ejercicio este ejemplo al caso 3D.
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Fig. 3: Proyeccién doblemente periédica de Guyou

1.2.2. Ejemplo 2: La esfera

La proyeccién estereografica de la esfera desde un polo sobre el plano tan-
gente en el polo opuestos se ha presentado en el capitulo anterior. La expresion
mas compacta desde el punto de vista matematico corresponde a usar una coor-
denada compleja sobre la esfera de Riemann S2.

Una animacién en video de la representacién precedente se puede ver a partir
del minuto 11 del video https://www.youtube.com/watch?v=pWOMDm6ejlw

1.2.3. Ejemplo 3: Varios centros de proyeccién

Alternativamente, se pueden utilizar k£ centros de proyeccién de manera si-
multianea. El “pegado” de datos asociados a diferentes proyecciones requiere
funciones k-periédicas que permiten minimizar las distorsiones asociadas a los
modelos precedentes.

Estos modelos presentan una complejidad bastante mayor y por ello no se
consideran en estas notas !.

1.3. Estratificacion conjuntista de una aplicacién

Un invariante algebraico asociado a la matriz jacobiana que representa la
diferencial es el rango r(p) := rang(Jac(f)(p)). Para espacios de dimensién
infinita (como los espacios de funciones) y para un enfoque funtorial mejor

1 Més detalles en http://members.shaw.ca/quadibloc/maps/mcf0703.htm
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A. Isotropic Diffusion B. Anisotropic Diffusion

Fig. 4: Difusién Anisétropa para moléculas de agua en el cerebro (NIH, USA)

adaptado al uso de formas diferenciales es mas frecuente abordar la clasifica-
cién algebraica basica en términos del corango; en el caso de dimension finita
corang(f) :==m — rango(Jac(f)) donde m = min(n,p)

La mayor parte de la Geometria Diferencial se ocupa de los puntos regu-
lares. Las técnicas de “suavizado” en Ingenieria permiten pasar de un modelo
eventualmente singular a uno regular. El “coste” que tiene esta transformacién
de suavizado es la supresion de fenémenos criticos en los que tiene lugar un
cambio cualitativo en la topologia de la forma o de las soluciones de un sistema
dindmico. En particular, el suavizado ignora las “transiciones” que tienen lugar
a lo largo de las discontinuidades de una funcién. En el caso diferenciable estas
transiciones se pueden representar como fenémenos de “bifurcacion” asociados
a cambios que tienen lugar en la distribucién de la materia o en la propagacién
de ondas en medios no-homogéneos.

En el caso ideal de variedades, a falta de homogeneidad global se recurre a
una homogeneidad local que se describe en términos de simetrias locales. Mas
adelante, veremos que las simetrias se pueden generar mediante integracién de
campos vectoriales, dando lugar a espacios localmente simétricos que se han
esbozado al final del primer capitulo. En aplicaciones practicas es frecuente uti-
lizar modelos de propagacién para extender propiedades observadas localmente;
obviamente, la propagacién no tiene por qué ser isétropa (con las mismas carac-
teristicas) en todas las direcciones, debido a la “reaccién” que opone un “me-
dio‘irregular” a la propagacién de una onda representativa de la propagacion.
El estudio de la anisotropia sobre variedades permite modelar medios mixtos
de gran interés para aplicaciones en Ingenieria, Imagenes biomédicas, Fisica,
Geologia 6 Economia, entre otras dreas (ver Fig.4 para un ejemplo de imagenes
biomédicas)

Por todo ello, es necesario disponer de informacion sobre las “discontinui-
dades” que presentan objetos y procesos controlados por funcionales. Las sin-
gularidades de variedades y de las aplicaciones entre variedades proporcionan
modelos para representar dichas discontinuidades y facilitan una jerarquia “na-
tural” que permite visualizar posibles evoluciones de las mismas (ver Fig.5 para
una ilustracién sencilla).

Es preciso distinguir claramente entre singularidades de las variedades y de
las funciones para el modelado dependiendo de la aplicacién a desarrollar. Las
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singularidades de aplicaciones permiten modelar cambios cualitativos en proce-
sos correspondientes a cambios de estado (en el espacio original) o transiciones
de fase (en el espacio co-tangente). En esta subseccién se aborda inicialmente el
estudio de los puntos singulares de una aplicacién entre dos espacios cartesianos
(obviamente lisos y regulares) como el primer caso a analizar desde el punto de
vista local.

1.3.1. Punto regular para una aplicacién

Definicién.- Dada f € C*(R™,RP) se dice que p € R™ es un punto regular
para f, si la diferencial d,f tiene rango méximo m = min(n, p).

En virtual del Teorema de la Funcién implicita, la nocién de ser punto regular
es local, es decir, se extiende a un pequeno entorno U de p. Por ello, el conjunto
de puntos regulares para f es un conjunto abierto, no necesariamente conexo,
al que se denota mediante Reg(f).

Ejercicio.- Verificar que el conjunto de puntos regulares de una funcién es
un abierto (Indicacion: Mostrar que el complementario es un cerrado.)

1.3.2. Punto critico para una aplicacion

Definicion.- Diremos que p es un punto singular para f € C*(R™ RP) si no
es un punto regular. a

En términos coordenados locales, el conjunto de puntos singulares para f €
Ck(R",RP) estd caracterizado por la anulacién de los determinantes de tamafio
maximo m x m de la matriz jacobiana. Por ello, el conjunto de puntos singulares
para f es un cerrado al que se denota mediante Sing(f)

Si P =R, diremos que f(p) € R es un valor critico si es imagen de un punto
critico.

Si (U, ) es una carta local en p y (x!,...,2™) un sistema de coordenadas
locales en p € U relativo al abierto U, entonces p € N es un punto critico de
una funcion f siy sélo si a

of _  _of _,

ozl T Gam

Ejercicio.- la condicién para un punto de ser critico no depende de la carta
(U, @) elegida

Indicacion: Si p € U; N Uy, entonces el cambio de variable se expresa me-
diante un cambio de carta ¢; o ¢; ' : ;(U; NU;) — ¢;(U; N U;) donde ¢;, ¢;
son C"-equivalencias sobre ¢;(U; NU;). La diferencial d,(p;0p; ) = dpjodp;
y esté representada por el producto (Jac(p;)Jac(p;)™1)(¢i(p)) de la inversa
de la matriz jacobiana Jac(p; de ¢; por la matriz jacobiana Jac(p; de @;;
ambas transformaciones son inversibles por ser C" — equivalencias. La condi-
cién de tener rango méximo no se modifica por la accién del grupo GL(n,R)
de las transformaciones inversibles sobre la aplicacién lineal que representa la
evaluacion de la (p x n)-matriz jacobiana en cada punto ¢;(p) € R™
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Fig. 5: Evolucién del caracol de Pascal (cardiode)

Nota.- Los puntos criticos para una aplicacion facilitan la visualizacién de los
cambios cualitativos que tienen lugar en deformaciones de objetos. Cuando la de-
formacion es uniparamétrica se puede visualizar como una curva 6 una superficie
espacio-temporal. En este caso, los puntos criticos corresponden frecuentemente
a variedades algebraicas que no admiten una estructura global como variedad
diferenciables, aunque si puedan admitirla localmente (ver Fig.5)

1.3.3. Teorema de Morse-Sard

El resultado fundamental analitico para el conjunto de puntos no-regulares
de una aplicacién es el Teorema de Morse-Sard (1939-42) que se supone conocido
de Teoria de la Medida (Analisis IT):

Teorema de Morse-Sard.- El conjunto de valores criticos de una aplicacién
f € CT(N, P) tiene medida nula si r > max(n — p,0).

Observaciones.- Demostraciones proximas al marco tedrico de estas notas se
pueden ver en M.W .Hirsch: Differential Topology (GTM, Springer-Verlag, 1976)
6 bien Abraham, Marsden y Ratiu: Manifolds, Tensor Analysis and Applications
(2nd ed) ()Appl. Math.Sciences 75, Springer-Verlag, 1988). Este Teorema juega
un papel crucial para la definicién de la integral sobre variedades mediante
“pegado” de integrales definidas sobre abiertos coordenados; el pegado se lleva
a cabo usando particiones de la unidad.

Aunque el conjunto de valores criticos tenga medida nula, ello no implica que
sean irrelevantes. Al contrario, en la Reconstruccion de objetos el paso a través
de niveles criticos f~!(c) se traduce en cambios cualitativos en la topologia que
se representan como “adjuncién de células”. La Teoria de Morse es el primer
tratamiento sistemético de este problema (ver la Fig.6 para una ilustracién
sencilla).

1.3.4. Algunas aplicaciones del Teorema de Sard

El Teorema de Sard es relevante para conectar aspectos locales y globales.
Algunas de las mas relevantes son las siguientes:
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e

Fig. 6: Construyendo el toro mediante adjuncién de superficies de nivel

= El “pegado” de datos locales (ver capitulo 1.3) donde se utiliza para la
definicién de integral sobre variedades

= La demostracion del caracter ”disperso” y aislado de las singularidades
no-degeneradas para una funcién de Morse f : M — R definida sobre
cualquier variedad compacta M.

= La definicién moderna de transversalidad y el cardcter genérico de dicha
condicién. La extension al espacio de jets (R.Thom, 1953) puede ser alcan-
zada mediante el método de “pequenas” perturbaciones de las aplicaciones
originales (R.Thom, 1955) 2

= La aproximacién de una funcién por otra cuyas singularidades cuyo grafo
corta transversalmente a la original en el espacio de “todas las derivaciones
posibles” | es decir, la densidad de las funciones de Morse para la topologia
compacta-abierta (R.Thom, 1956)

= La extension al caso de espacios de Banach B (Smale, 1965) que permite
el tratamiento en términos de variedades de Banach B modeladas sobre
un espacio B de Banach

Aunque el conjunto de puntos singulares tenga medida nula, este conjunto es el
mas relevante para describir cambios cualitativos en la geometria de un objeto
6 en la dindamica de un proceso. Por ello, el resto de la seccién estd enfocado
a proporcionar algunas primera claves para el estudio y control de los puntos
criticos de una aplicacién.

1.4. Topologia de los conjuntos de nivel

Una cuestion bdsica es tratar de identificar las relaciones entre las propie-
dades topoldgicas de una variedad compacta M y las propiedades analiticas de
funciones f : M — R definidas sobre M. La Teoria de Morse proporciona un
marco general para abordar y resolver este problema.

El analisis de las variedades de nivel permite recuperar la topologia global
de una variedad. La Teoria de Morse proporciona el marco general para esta

2 La demostracién formal de este resultado no es elemental y se puede ver en Hirsch, 1976
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critical value disk of critical points

Tihe)
regular value circle of regular points

critical value critical point

regular value

Fig. 7: Adjuncién de células segun la signatura del Hessiano

aproximacion; en esta subseccion sélo se abordan los aspectos mas bésicos del
problema; para més detalles ver Milnor (1963) 6 bien Hirsch (1978, Chap.5).
La extensién al caso singular se aborda en [Gor88] 3.. Una aplicacién reciente a
Visualizacién Avanzada basada en campos escalares se presentan en [Han04] 4

1.4.1. Reconstruyendo objetos mediante agregacién de capas

Supongamos que h : M — R es la funcién altura, es decir, la proyeccién
sobre la ultima coordenada f(x1,...,%mn) = T Entonces los puntos criticos de
h son los puntos en los que la proyeccién es tangente al grafo de la funcién h.

Para fijar ideas, supongamos que n = 2 y que M es una variedad compacta
sin borde.

Para cada uno de estos extremos relativos p, se tiene que H ess(f )(Bk) es
una forma cuadratica no-degenerada. El indice de la forma cuadratica es un
invariante algebraico que determina el tipo topoldgico del punto y, por consi-
guiente, la dimensién de la “célula” a anadir (ver Milnor, 1963, 6 Hirsch, 1978,
para detalles y aplicaciones) tal y como se muestra en la Fig.7

Esta propiedad justifica que centremos la atencién en las funciones con pun-
tos criticos no-degenerados que se presenta en el apartado siguiente.

Ejercicio.- Supongamos que M es una C"-variedad no singular contenida
en RY para N >> 0 y m, una proyeccién tal que mp(M) es una variedad no-
singular. Demuestra que los puntos criticos de una proyecciéon f son los puntos
en los que la proyeccion es tangente al grafo de la funcién f.

Nota.- El lugar de puntos en los que la aplicacién proyeccién es tangente
recibe el nombre de lugar discriminante de la proyeccién ®. La imagen del lugar
discriminante es el lugar critico. Asi p.e. el lugar discriminante para una super-
ficie en R? es el contorno aparente y su imagen sobre el plano de proyeccién
recibe el nombre de silueta; estas nociones ilustran graficamente el significado
de estas construcciones.

3 M.Goresky and R.Macpherson: Stratified Morse Theory, Springer-Verlag, 1988

4 C.D.Hansen and C.R.Johnson: The Visualization Handbook, Elsevier, 2005

5 De hecho se expresa algebraicamente como el discriminante de una ecuacién en el sentido
algebraico para el caso polinomial
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Comentarios.- 1) Si M es una subvariedad compacta de R el Teorema de
Severi-Whitney muestra que genéricamente N > 2m + 1 donde m = dim(M).
Este resultado se demuestra construyendo la variedad de rectas secantes

Sec(1,M) = {q € RY | ¢ € pip3 con p1,ps € M, p1 # pa}

que tiene dimensién esperada 2m + 1. Si el centro de proyeccién pertenece a
Sec(1, M) entonces da lugar a nodos al proyectar. Es facil verificar que la di-
mensién esperada de Sec(1, M) es 2m + 1. En Geometria Algebraica, las rectas
que pasan por dos puntos distintos pi, ps € M reciben el nombre de “cuerdas”,
y la variedad de rectas secantes Sec(1l, M) se etiquetaba cldsicamente como
“variedad cordal”.

2) Si el centro de proyeccién pertenece a una recta secante, la imagen por
la proyeccion de dicha recta da lugar a un nodo en el espacio sobre el que se
proyecta. Asf p.e. para una curva irreducible alabeada C C P3, como Sec(1,C)
y es una variedad irreducible, entonces “llena” todo el espacio P2. Por tanto,
cualquier proyecciéon da lugar a nodos, aunque no necesariamente a cuspides
(pues la variedad de tangentes tiene dimensién 2 en P3. El ntimero de nodos y
cuspides de una proyeccidon son “caracteres proyectivos” y son extrinsecos, es
decir, depende de la eleccién del centro de proyeccién. Las relaciones entre estos
nimeros con caracteres intrinsecos (invariantes algebraicos) forma parte de las
férmulas de Pliicker que se estudian en Geometria Algebraica.

1.4.2. Funciones de Morse

Definicion.- Dada una variedad compacta M, se dice que f : M — R es una
funcion de Morse si sus puntos criticos son todos ellos no-degenerados.

En Topologia Diferencial se demuestra que si M es una variedad compacta,
entonces las funciones de Morse son densas en C*° (M, R) para la topologia débil
(ver p.e. Hirsch, 1978), es decir, cualquier aplicacién se puede “aproximar” por
una funciéon de Morse. Ello justifica el interés del estudio de las funciones de
Morse. Ejemplos tipicos de funciones de Morse son la altura, la profundidad en
una escena, la funcién de energia total de un sistema, etc

Supongamos que xg € M es un punto regular para una funcién de Mores
f: M — R (funcién cuyos tnicos puntos criticos son aislados y no degenerados)
y f(xzg) = 5, entonces existe un pequeno entorno [r — e,r + €| que es C"-
equivalente a f~!(r). Como consecuencia, f~1([r —e,7 + ¢]) tiene estructura
topoldgica local tipo producto.

La estructura topoldgica como producto local permite “desacoplar” com-
ponentes y modelar efectos a lo largo de subespacios de forma similar a los
paralelos y meridianos sobre una superficie parametrizada.

Las funciones de Morse mas utilizadas son de tipo escalar y se formulan en
términos de la altura (para Geografia, p.e.), la profundidad (para segmentacién
volumétrica, p.e.), la intensidad en la escala de grises (para segmentacién de
imagen o de video, p.e.), la energia (para identificar niveles criticos en la or-
ganizacién de la informacién, p.e.), etc. Una ilustracién asociada a mapas de
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Fig. 8: Segmentacién volumétrica asociada a un mapa de profundidad

profundidad se puede ver en la Fig.8; en este caso la selecciéon de umbrales aso-
ciado al histograma de la funcién profundidad proporciona de forma automatica
una primera descomposicién en unién disjunta de regiones 3D a la que se llama
“segmentacién volumétrica”.

1.4.3. Apéndice: Una aproximacion histérica

La agregacién de células k-dimensionales asociadas al “paso” por cada punto
critico se traduce en una modificacién de la topologia de las secciones planas
correspondientes a la funcién escalar f : M — R. Esta topologia se puede des-
cribir de forma alternativa en términos homotépicos (clases de lazos cerrados)
o bien homolégicos (variacién en la homologia celular). Esta construccién se ex-
tiende a variedades no-necesariamente compactas, dando lugar a una extensién
de los complejos celulares dada por los CW-complejos (C: Closure-finite y W:
Weak-topology).

La aplicacién de este enfoque a los espacios localmente simétricos compactos
permite obtener los Teoremas de Periodicidad para los grupos de homologia y
homotopia de dichos espacios (tesis de R.Bott). La formalizacién de este enfoque
condujo en los 60 y 70 de forma natural a la K-Teor{a (Atiyah, Grothendieck)
en la que los objetos son clases de equivalencia de fibrados vectoriales 6, con
mas generalidad, de fibrados principales.

De forma independiente, la aplicacién de la Teoria de Morse a variedades de
dimension elevada permitiéo demostrar la conjetura de Poincaré para variedades
de dimensién > 4. El caso 3D fue demostrado por Perelman (2003).

En lugar de tomar un funcional escalar y analizar sus puntos criticos, pa-
ra resolver problemas de tipo variacional, tiene interés considerar funcionales
asociados a la minimizaciéon de una “cantidad geométrica” como la longitud
(geodésicas), el drea (superficies minimales) o la energfa (integrales primeras
del movimiento). La Teorfa de Morse se extiende de forma natural proporcio-
nando informacién sobre la topologia de las soluciones que son los valores criticos
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Fig. 9: Segmentacién seméntica de una escena

para dichos funcionales (ver Milnor, 1962).

Una extension de este ultimo enfoque conduce a reemplazar el funcional de
energia clasico por un funcional asociado al operador de curvatura y analizar
sus puntos criticos (este estudio fue iniciado por Yang y Mills en los afos se-
tenta del siglo XX). Esta aproximacién motivé un desarrollo de herramientas
de Geometria Analitica y Geometria Algebraica para dar soporte a las interac-
ciones débil y fuerte en el marco de las Teorias Gauge. Los trabajos de Witten
(v, posteriormente, de Floer) utilizan las lineas de flujo gradiente para identifi-
car soluciones vinculadas a modelos basados en supercuerdas, como uno de los
paradigmas relacionados con las cuestiones de gran unificacién.

Otras aplicaciones mas sencillas conciernen a la segmentacién en imagen,
video o volumétrica de una escena tridimensional. En todos los casos se trata
de realizar una descomposicion como uniéon disjunta de regiones atendiendo a
los “cambios cualitativos” 6 eventos (que representamos como singularidades de
un “campo” escalar, vectorial o tensorial). El etiquetado semi-automadtico de las
regiones resultantes presenta muchos problemas abiertos, pues requiere el mo-
delado de sistemas expertos basado en caracteristicas geométricas o topologicas
de objetos variables en una escena.

En la Fig.9 se puede ver la “segmentacién semdntica” de una escena (rea-
lizada por investigadores de la Ecole Centrale, Paris), es decir, atendiendo al
contenido. Esta segmentacion se basa en el reconocimiento de caracteristicas
asociadas a regiones y etiquetado para multiples propdsitos (asistencia a la na-
vegacion, vigilancia, seguimiento, etc). La extension de este tipo de modelos y
herramientas para proporcionar respuesta en tiempo real asociada a secuencias
de video es un reto de gran interés por sus multiples aplicaciones, incluyendo la
navegacién automatica de vehiculos p.e. 6.

2. Aplicaciones diferenciables (Fréchet)

En esta seccion se muestran algunos elementos bésicos de Andlisis Funcional
que son relevantes para el desarrollo de la Geometria Diferencial de Variedades.
Para ello, es preciso desarrollar una version intrinseca del calculo basado en

6 ver la materia B3 (Visién Computacional) para més detalles



2 Aplicaciones diferenciables (Fréchet) 19

derivadas parciales que sea independiente del sistema coordenado elegido. Esta
condiciéon motiva una transicién del enfoque cartesiano a un enfoque direccional.
Se presta una especial atencién al enfoque de Fréchet.

Asimismo y aunque no se desarrolle en estos apuntes, el enfoque basado
en Fréchet proporciona un soporte para la extensién de los métodos de Célculo
Diferencial al caso discreto, incluyendo la posibilidad de diseno e implementacion
de filtros para el tratamiento de informacién discreta o discontinua ”

2.1. Diferenciabilidad en un abierto

Definicion.- Dada una aplicacién f : U — V entre dos abiertos de R” y RP,
respectivamente, decimos que f es diferenciable en z, € U (6 diferenciable en el
sentido de Fréchet) si existe una aplicacién lineal continua, a la que denotaremos
mediante d, f 6 mediante D f(zo) de R en R? tal que

f(&oJFh) *f@o) = d%f.thR(h) s
donde h e R", zy +h € U, f(zyg+h), f(zy), R(h) € RP y

: IRl
lzm”hH_,O ||h|| =0.

Definicion.- Diremos que f es diferenciable en un abierto U si es continua-
mente diferenciable en cada punto xz € U.

En este caso, la asignacion que a cada punto le asocia la diferencial en dicho
punto define una aplicacién U — L(R™,RP), donde L(R™, RP) denota el conjunto
de aplicaciones lineales de R™ en RP.

2.1.1. Diferenciabilidad global

La definicién de diferenciabilidad mostrada en el apartado anterior se extien-
de de forma obvia a aplicaciones entre variedades, interpretando las funciones
fi=fi(a',...,2") coni=1,...,p, como la expresién local de las componentes
de f en un abierto apropiado. M4s explicitamente, dicha f* es la i-ésima com-
ponente de (v o fo ¢') l¢ (7)) siendo (U, ¢y ) y (V,9y) cartas coordenadas
locales correspondientes a x € X e y € Y, respectivamente.

Para definir de forma intrinseca la diferencial en un punto es necesario reali-
zar la construccion con independencia de las cartas (o, U), (¢, V) utilizadas en
las C"-variedades de partida N y llegada P para F € C"(N, P). La indepen-
dencia con respecto al sistema de cartas elegido para la C"-variedad de partida
N requiere definir los objetos sobre las imagenes de cada intersecciéon comun
U; N U; mediante

@i 0 0i !t pswinuyyt @i(Ui NU;) = (Ui N U;)

7 ver hitp : //sepwww.stan ford.edu/public/docs/sepl118/paperytml/noded7.html para al-
gunas aplicaciones relacionadas con fenémenos de propagacién
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que es una C"-equivalencia entre abiertos de R™. Andalogamente, la indepen-
dencia con respecto al sistema de cartas elegido para la C"-variedad de llegada
P requiere definir los objetos sobre las imédgenes de cada intersecciéon comun
Vi, NV, mediante

Yoo U Ly virve: 9r(Vie N Vo) = (Vi N V)
que es una C"-equivalencia entre abiertos de RP. De este modo, vemos que los
datos obtenidos para la diferencial son compatibles, por lo que esta construccion
proporciona un primer paso para pasar de la situacién local a la global. La
independencia con respecto al sistema de cartas elegido es consecuencia de la
nocién de germen de una aplicacién que se presenta en el apartado siguiente.

2.1.2. Germen de una aplicacién de clase r

Supongamos que Fj, F; € C"(N, P) estan definidas en p € N con respecto a
cartas locales (U;, i) v (Uj, ;).

Definicion.- Diremos que F; es equivalente a F; en p € U; NUj si y solo si
existe un abierto W C U; N Uj tal que F; |w= Fj |w. B

Obviamente, por refinamientos sucesivos (tomando un atlas maximal sobre

N), podemos tomar el abierto W tan pequenio como queramos. A la clase de
equivalencia por esta relacion se le llama germen de la aplicacién en el punto
peN.
"~ Se tiene la nocién anéloga para la C”-variedad de llegada P. Por ello, tiene
sentido hablar de la nocién de germen de aplicacién en el punto (p, f(p)) €
I't. La nocién de germen F de una aplicaciéon F' en un punto y su imagen es
independiente del sistema de cartas elegido.

En el caso de CT-variedades se trabaja con un representante de la C"-
estructura en lugar de trabajar con el atlas maximal que la define. De la misma
forma, trabajaremos con un representante F' en lugar de trabajar con gérmenes
propiamente dichos.

2.2. Diferencial de una aplicacion

Si el dominio de la aplicacién no es un abierto de R", es necesario adaptar
la nocidén de diferencial de f, usando cartas coordenadas centradas en un punto
p € U C N de una variedad N. A pesar del peligro de confusién en la notacién,
representaremos a menudo al punto en términos del sistema coordenado asociado
a la carta que estamos considerando para representarlo.

Es importante subrayar que los fallos en la diferenciabilidad proporcionan in-
formacion significativa para identificar las irregularidades que pueden presentar
la distribucién de la materia. Estos “fallos” se detectan en términos de singu-
laridades asociadas a un proceso de propagacion a lo largo de determinadas
direcciones y tienen multiples aplicaciones en relacién con Geofisica; la fig.10
ilustra alguna de estas aplicaciones. Es plausible asimismo su utilizacién en mo-
delos econdémicos més realistas (los agentes que operan en cualquier mercado no
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Fig. 10: Derivada rdpida de Fréchet en Geofisica (Geosciences World)

son homogéneos, ni toman decisiones en la misma direccién), pero atin no ha
sido desarrollada.

En esta subseccién sélo se recuerdan algunos resultados bésicos de utilidad
para componer datos (como la versién intrinseca de la regla de la cadena) y
algunas de las consecuencias teéricas La regla de la cadena para la derivada
de una composicién de aplicaciones permite definir localmente la diferencial ¢
aplicacion tangente en un punto p como sigue:

2.2.1. Version analitica local

Definicidon.- Sea f : N — P (un germen de) una aplicacién de clase C”, con
r > 1. Tomamos una carta (¢, U) centrada en p € N con funciones coordenadas
z centradas en p (para simplificar la notacién, estamos identificando las funcio-
nes coordenadas (z!,2™) en el abierto ¢(U) de R™ con la parametrizacién dada
por (p~L(zt, ..., o (a™), donde p : U — o(U) es una C"-equivalencia.

Denotamos mediante (¢, V) a una carta centrada en P € P con funciones
coordenadas y := f(x) centradas en p € P. Adoptamos el mismo abuso de
notacién que el mostrado més arriba para simplificar la notacién, es decir, iden-
tificamos el punto p (resp. p) con el sistema coordenado z (resp. y) asociado a
la carta (¢,U) (resp. 1, V)) centrada en p (resp. p). Con esta notacién, para
un entorno U de £ € N se tiene un diagrama conmutativo

U — 1%
o (2
R™ > ¢(U) — P(V) CRP
h:i=1ofoep !

Llamamos diferencial ¢ aplicacion tangente a f en p € U C M y la denota-
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mos por dy f : T,M — Ty, N, a la aplicacién lineal dada por la composicién

dpf :=dipodhodp™" .

Adaptar (como ejercicio) las definiciones precedentes al caso de espacios de
Banach (ver Ejercicio 1.2.6.4).

2.2.2. La nocién de Derivada Parcial

En términos locales, fijados dos sistemas coordenados en los espacios de
7origen” y de "llegada”, la diferencial de f estd representada localmente por la
matriz jacobiana:

art art
ozl "t Oz
Jac(f) = ,
of? of"
Oxl Tt O
donde (f1,..., fP) representa las componentes de la aplicacién f y (z?,...,2")

representan coordenadas locales para un entorno de z € U C R". Esta des-
cripcién de la diferencial no es intrinseca. Nétese ademas que la existencia de
derivadas parciales no implica que la aplicacién sea diferenciable (dichas deri-
vadas parciales deben ser ademds continuas).

Dado un abierto U ~ R", la derivada parcial de una funcién diferenciable
f U — R se define de la forma natural de la forma siguiente:

Definicion .- Dada f : U ~ R™ — R, definimos la derivada parcial i-ésima
de una funcion f en un punto y € U ~ R™ como

. 17,..7 i_|_h7.”’ ny _ 1,“.’ i’”.’ n
Dif(y) = lzmhﬁof(y Y y;l [y y y)

2.2.3. Regla de la Cadena

D;(fog)(p) = Y Di(f(9(p)-Dig'(p) ,
i=1
donde g : R® —» RP y f : R® — R, para un sistema coordenado (U, ¢y) en
un entorno de p € U C N; mas explicitamente, si f : N — R es de clase cl,
tenemos

9L w) = Dif oo ov )

En particular, si tomamos como funcién f una de las funciones coordenadas
obtenemos la expresion bien conocida en términos de la § de Kronecker:
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oxt i .
i 8 Vi,je{l,...,n}.

Si (¢y,U) y (¢v,V) son dos sistemas coordenados con p € UNV C N,y

f: N — R es una funcién diferenciable, entonces (usando la notacién del
§1,2,2) podemos escribir la regla de la cadena

Z of 027
OxJ Oyt ’

en forma simbélica como un operador sobre el espacio de funciones diferenciables
dado por

3x9
Z 8xJ ’

2.2.4. Notacién: Convenio de Einstein

Para simplificar la notacion relativa al calculo diferencial en variedades, fre-
cuentemente usaremos el convenio de notacion de Einstein, segin el cual supri-
miremos el simbolo sumatorio, sumando segun el indice que aparezca repetido;
esta serd la norma en Calculo Tensorial para encontrar ”cantidades escalares”
6 expresiones (operadores 6 sistemas de ecuaciones) invariantes, es decir, que al
realizar cambios de carta su expresién en el nuevo sistema de coordenadas es la
misma.

Asimismo, por convenio se denotan mediante (x!,... 2™) las coordenadas
locales de un punto p de una variedad m-dimensional M y mediante f; a las
componentes de las aplicaciones vectoriales definidas sobre (abiertos coordena-
dos de) M. La extensién obvia de este convenio lleva a denotar mediante £¢ a
los campos vectoriales definidos sobre M (cardcter contravariante) y mediante
w; a las 1-formas diferenciales definidas sobre M (cardcter covariante)

2.3. Aplicaciones regulares. Interpretacion

La linealizacién de una aplicacién f € C™(R™, RP) se realiza en términos de
la aplicacién tangente T, f T,R™ — Tf(p)Rp asociada a la diferencial como
aplicacién lineal. Una vez elegldas bases en los espacios de partida y llegada, la
diferencial estd representada por la (p x n)-matriz jacobiana

Ofi
6xj
Diremos que p € R" es un punto regular para f si la matriz jacobiana tiene rango
méximo, es decir, rang(Jac(f)(p) = min(n,p). En caso contrario, diremos que

Jac(f) = (

)1<i<pi1<j<n
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Fig. 11: Tlustrando el Teorema de la Funcién Implicita (vias.org)

p es un punto critico (como la dimensién p del espacio de llegada es en general
> 1 no tiene mucho sentido hablar de "valor” critico).

La condicién de regularidad es clave para generar subvariedades a partir del
comportamiento de funciones. Para motivarlo, recordamos un resultado central
en el Andlisis Diferencial de Varias Variables Reales:

2.3.1. Teorema de la Funcién Implicita

Denotemos mediante f : A C R"™ — RP con n = m + p una funcién
de clase C" parar > 1y (a,b) € R™ x R? tal que f(a,b) = 0. Suponga-
mos que la submatriz que define [D, f(a,b)] de la matriz jacobiana DF(a,b) =
[Df(a,b), D, f(a,b)] es invertible. Entonces

= existen abiertos V C R™™P y W C R™ con (a,b) € V y a € W tales que
para cada x € W existe un unico y € RP tal que (z,y) € V' y f(z,y) =0,

= La expresién anterior define una funcién g : W — RP que es continua y
diferenciable tal que f(x,g(z)) =0, Ve W

= Dg(z) = _73;%;65533 x €W con g(a) =b

Interpretacién geométrica Para la funcién f € C'(R",RP) al teorema de
la Funcion Implicita permite construir una funcién g : R™ — RP cuyo grafo
I'y ={(z,9(x)) | © € R™} es el conjunto de los (z,y) tales que f(z,y) = 0. De
una manera simbdlica

{(z,9(2))|lz € R} = {(z,y) € R™ x R?|f(z,y) = c}

La reparametrizacién que proporciona el Teorema de la Funcién Implicita per-
mite reescribir las ultimas p columnas de la matriz jacobiana como la matriz
identidad I,, de tamafio p x p (ver Fig.11 para una representacién intuitiva).
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2.3.2. Teorema de las Funciones Implicitas. Version local

Si f € C"(N, P) tiene rango k en p € N, entonces existen un sistema coorde-
nado (U,¢y) en p € U C N y un sistema coordenado (V, ¢y ) en f(p) €V C P
tales que

Yvofopyt(at,...,a") = (zf,... 2" " (2),... 0P (2)) .

La diferencial de la aplicacién 1y o f o ¢y evaluada en ¢(p) proporciona las
formas canénicas como aplicaciones lineales entre subespacios. Algunas herra-
mientas algebraicas elementales facilitan una expresién méas compacta de estas
formas candnicas:

2.3.3. Teorema de la Funcién Inversa

Teorema.- Sea f : N — P es una aplicacién lisa. Entonces, la diferencial d, f
es un isomorfismo si y sélo si f es un difeomorfismo local.

Interpretacion topoldgica El resultado precedente es estrictamente local y no
es globalizable, es decir, aunque d, f sea un isomorfismo Vp € M, ello no implica
que f sea un difeomorfismo. Basta pensar en la parametrizacién polar dada por
la aplicacién f : R! — S! dada por la asignacién t — (cost, sent) (otro ejemplo
més sofisticado estd propuesto en el ejercicio 1.2.6.3). {Es un difeomorfismo la
aplicacién f: R — R | f(z) = «™ para n > 27.

2.3.4. Variedades parametrizadas

Si f:R™ — R es una funcién continua, entonces el grafo de f:

Iy = {zeR™" xR | 2™ =f'. .. ,2™)}

es una variedad n-dimensional con un atlas que consiste en una sola carta
(U, ) = (T'¢,¢), donde el homeomorfismo p(zt, ..., 2™ ) = (z!,... ™) estd
dado por la proyeccién sobre las m primeras componentes y la aplicacion inversa
estd dada por la asignacién (2, ..., 2™) — (z1,...,2™, f(2!,... 2™)).

La iteracion de esta construccién muestra que las hipersuperficies parame-
trizadas localmente descritas en la Geometria Diferencial de Curvas planas y
Superficies en R? son asimismo variedades diferenciables. Este argumento se ex-
tiende de forma natural al caso general, usando que el grafo de una aplicacién
es una subvariedad de la variedad producto (ver §1,3 para notacién y detalles).

Reciprocamente, ;es posible describir una variedad globalmente mediante
el grafo de una aplicacién?. Razona la respuesta que es -obviamente- negativa.
Salvo casos triviales correspondientes a espacios cartesianos, la parametrizacion
es so6lo local. En los ejercicios se presentan algunos ejemplos relacionados con
la parametrizacién dada por coordenadas esféricas 6 las cilindricas que son de
gran utilidad para aplicaciones vinculadas a cartografia y Topografia (motiva-
cién clédsica para la Geometria Diferencial de Variedades), la visualizacién de
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PQ mesh manifoid

Fig. 12: Deformacién de mallas en presencia de obstéculos (ucl, ac. uk)

movimientos (crucial en mecanismos artificiales, incluyendo aspectos geométri-
cos de la Robética) 6 bien representaciones panordmicas (iitiles para cuestiones
de Reconstruccién 3D en Visién por Computador).

Si razonamos localmente, la respuesta a esta cuestion es afirmativa en virtud
de la adaptacién del Teorema de las Funciones Implicitas (para la demostracion,
ver p.e., [S], p.2.20 y ss.) al comportamiento local de C"-aplicaciones entre C"-
variedades. Si f : R™ — RP es una aplicacién es una aplicacién de clase C" (para
r > 2) y si la matriz jacobiana correspondiente a las m primeras lineas (filas 6
columnas) tiene determinante # 0, entonces es posible reparametrizar la imagen
en términos de las coordenadas asociadas a las m primeras lineas, tomando
las m primeras componentes como si fueran las ”coordenadas curvilineas” que
parametrizan la variedad inicial 6 la imagen.

La parametrizacion de variedades se puede entender de una forma estéti-
ca (como extensién natural del enfoque presentado en la Teoria Local de Su-
perficies) o bien de una forma dindmica. El desarrollo de modelos basados en
operadores diferenciales proporciona una aproximacién al segundo enfoque. La
visualizacién parte de un modelo paramétrico (generado a partir del suavizado
de una malla). Este modelo se deforma mediante aplicaciones lineales o suaves
a trozos (PL vs PS) que deforman la malla inicial de acuerdo con principios
bésicos que afectan sélo a cada nodo y los méas préximos.

Las deformaciones pueden verse sometidas a fuerzas tangenciales (sobre el
espacio tangente a la variedad) o bien a fuerzas normales (internas o externas).
Asimismo, las deformaciones pueden presentar patologias debidas a la presencia
de obstaculos tal y como se muestra en la fig.12

Ejercicio.- Demuestra que los resultados anteriores son compatibles con los
cambios de carta (Indicacion: Utiliza el jacobiano de la transformacién de coor-
denadas y expresa el resultado en términos de la clase de conjugacién de la
matriz jacobiana por la accién izquierda-derecha)

2.4. La nocidén de corango

Llamamos rango de una aplicacién en p € N al rango de la matriz que repre-
senta la diferencial d, f La condicién de tener rango mdzimo en p € N para una
C"-aplicacién f : N — P, significa que rang(d,f) = min(dim(N),dim(P)) =
min(n, p). Basta verificar esta condicién sobre un abierto de una carta (U, ¢).

Ejercicio.- Comprobar que la nocién de rango esté bien definida, es decir, no
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depende de la carta elegida (indicacion: usar el Teorema de la Funcién Implici-
ta).

En coordenadas locales, si (x!, ..., 2™) representa un sistema de coordenadas
locales para un punto p, entonces la condicién rang(d, f) > k (matriz jacobiana
con al menos un k X k-menor no nulo), se traduce en que la Jac(f)(z) es C"-
equivalente a una matriz cuyas k primeras filas se pueden escribir de la forma
(I | B) (6 su traspuesta). En este caso, la topologia interesante se presenta en
el complementario de Reg(f); si linealizamos la aplicacién, el objeto a analizar
es la restriccion de la aplicacién diferencial al subespacio W C T,R"™ en el que

la aplicacién no es regular que es c-dimensional donde ¢ = corang(d, f)

24.1. Elcason=p

Para fijar ideas, supongamos que p = n y analicemos el caso ¢, (f) = 1 de
corango 1 en z;

= Siz € Reg(f), la matriz jacobiana (en este caso cuadrada) es inversible y
por el Teorema de la Funcién Implicita, se obtiene que la matriz jacobiana
es C"-equivalente a una matriz diagonal (que tras reescalar las variables)
con +1 en la diagonal principal; en el caso complejo podemos suponer que
es C"-equivalente a la matriz identidad I,,

= Siz € Sing(f), se tiene una ”estratificacién” por el corango de la matriz
jacobiana ¢, = corang(Jac(f))(z)

1. Sie¢, =1 existe un (n—1) X (n—1)-menor con determinante no-nulo.
Aplicando el Teorema de la Funcién Implicita al abierto caracterizado
por la condicién c¢; = 1, existe una transformacién coordenada local
que muestra la equivalencia entre la f original y su transformacién

(1,...yTn-1,9(x1,...,2n_1)) para un pequenio entorno de z. Por
ello, el andlisis de las singularidades de f se reduce al andlisis de la
hipersuperficie z,, = g(x1,...,%Tn_1)

2. Sic¢, =2 existe un (n—2) x (n—2)-menor con determinante no-nulo.
Aplicando el Teorema de la Funcién Implicita al abierto caracterizado
por la condicién c; = 2, existe una transformacién coordenada local
que muestra la equivalencia entre la f original y su nueva expre-
sién local (x1,...,2p—2,01(%1,...,Tn-2),92(21,...,Zn_2)) para un
pequeno entorno de z. El andlisis de las subvariedades de codimen-
sion 2 presenta una mayor dificultad que el de las hipersuperficies y
se aborda en Geometria Algebraica.

= Si denotamos mediante X*(f) := {z € R" | corang(f) < k} se tiene una
estratificacion por el corango k de dyf que se denota mediante

YOH BN . Bk D) oL B ()
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donde X0(f)\X!(f) es el conjunto abierto de puntos regulares Reg(f) y
$0(f) es el conjunto cerrado de los puntos de corango 1 correspondiente
a los puntos singulares Sing(f) de f.

Con esta terminologia, la hipétesis del Teorema de la Funcién Inversa se
enuncia también diciendo que f tiene rango maximo en z. Si N = R"y P =
RP, comprobad que los puntos = € R", tales que rang(d,f) > k forman un
abierto en R™ (usar el criterio jacobiano, basado en la continuidad de la funcién
determinante). En particular, si n = 1 la condicién de tener rango maximo
define un abierto sobre el dominio de definicién de f (de hecho, este resultado
también admite una versién més general en el espacio de funciones, pero su
formulacién requiere describir alguna topologia apropiada para este espacio).

Ejercicio.- Extender la estratificacion por el corango a aplicaciones f €
COO(R",R"H_I) y f c COO(R7L+17R7L).

Nétese que el caso f € C"(n,n + 1) generaliza la inclusién de un subespa-
cio lineal en otro y, por consiguiente, el estudio de una variedad a partir de
las secciones hiperplanas; andlogamente, el caso f € C"(n + 1,n) generaliza la
proyeccién de un espacio lineal sobre otro y, por consiguiente, el estudio de una
variedad a partir de sus proyecciones sobre subespacios lineales. Los métodos de
cortar y proyectar son las herramientas fundamentales de la Geometria Proyec-
tiva Cldsica; por ello, la clasificacién de este tipo de aplicaciones f € C"(n,p) es
la extension natural al marco diferencial de las construcciones bien conocidas de
la Geometria Proyectiva. Mas adelante volvemos sobre esta cuestién en relacién
con inmersiones y submersiones, como herramientas para generar subvariedades

2.4.2. Clasificacién local algebraica por el rango

El rango puede tomar cualquier valor natural comprendido entre 0 y m =
min(n, p). La estratificacién conjuntista relativa a una aplicacién estd asociada
a los diferentes valores de r

= Los puntos de rango 0 estan caracterizados por la anulacién de todas las
entradas de la matriz jacobiana; si p = 1 se trata del conjunto de puntos
criticos de una funcién. Denotamos mediante

afi(p)zOVlSigp,vléan

Yo(f) = {peR" | Ox. =
j

= Los puntos de rango < 1 estdn caracterizados por la anulacién de los
determinantes de todos los menores de tamano 2x 2 de la matriz jacobiana.
Si denotamos mediante ¥; al conjunto cerrado de dichos puntos, se tiene
una inclusién natural 3o (f) C £1(f) (desarrollar el determinante de cada
(2 x 2)-menor de la matriz jacobiana). El complementario 31 (f)\Xo(f) es
un conjunto (relativamente) abierto no necesariamente conexo que recibe
el nombre de 1-estrato no necesariamente conexo.
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= Los puntos de rango < k estan caracterizados por la anulacién de los deter-
minantes de todos los menores de tamafio (k+1) x (k+1) de la matriz jaco-
biana para 0 < k < m — 1. Si denotamos mediante ¥; al conjunto cerrado
de dichos puntos, se tiene una inclusiéon natural X1 (f) C Xx(f) (desarro-
llar el determinante de cada (k+1) x (k+ 1)-menor de la matriz jacobiana
por los elementos de una linea). El complementario ¥ (f)\Xx—1(f) es un
conjunto (relativamente) abierto no necesariamente conexo que recibe el
nombre de k-estrato no necesariamente conexo.

Como conclusién se tiene una coleccién de inclusiones

Yo(f) CEi(f) C ... CEpa(f) CER(f) - B1(f) CEnl(f)

donde X,,1(f) = Sing(f) y Zm(f)\Em-1(f) = Reg(f)

La estratificaciéon conjuntista es una descomposicién en unién disjunta de
conjuntos (relativamente) abiertos X (f)\Er—1(f) para k=1,...,m.

Ejercicio.- Verifica que X (f)\Xr—1(f) es una C"-variedad para k = 1,...,m.

A menudo, esta descomposicién conjuntista no presenta ”buenas” propieda-
des desde el punto de vista de continuidad para los limites de espacios tangentes
asociadas a pares de estratos sucesivos. Ello motiva refinamientos que se comen-
tan méas abajo. La version intrinseca de esta nocién fue desarrollada por R.Thom
y J-Boardmann a mediados de los anos sesenta y se expone con mas detalle en
Topologia Diferencial.

2.4.3. Algunos ejemplos sencillos

Ejercicio.- Muestra una estratificacién por el corango asociadas a las sin-
gularidad de f € C"(R3,R3) correspondientes a los tipos siguientes: a) punto
doble: f(x,y,2) = (x,y,xy); b) punto triple: f(x,y,2) = (z,y,xyz); ¢) punto
pinzado: f(x,y,2) = (z,y,2% — y?2).

Nota.- El andlisis de los tipos de singularidades de corango 2 que pueden
aparecer para el caso complejo estd estrechamente vinculado al analisis de las
singularidades de superficies complejas y fue llevado a cabo‘por D.Mond a prin-
cipios de los afios ochenta. Aparentemente, no existe un estudio similar para el
caso de corango 3.

La herramienta fundamental para identificar los diferentes tipos que pueden
aparecer es la identificacion de las orbitas por la accién de un grupo sobre los
espacios de partida y llegada 6 bien sobre el grafo de f € C"(N, P) que se
aborda en la subseccion siguiente.

2.4.4. Lugar discriminante de una aplicacion real

El conjunto de puntos p en los que la diferencial df de una aplicacién f :
R™ — RP tiene rango no-méximo k < min(n,p) recibe el nombre de lugar
discriminante de f. Esta caracterizado por la anulacion de los determinantes de
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todos los menores de tamano k + 1 de la matriz jacobiana de f sobre el lugar
definido por f 8.

La condicién rang(d,f) = k no depende del abierto elegido U ~ R™. Por
ello, como veremos més adelante, la nocién de lugar discriminante se extiende
de forma natural a aplicaciones f : N — P entre variedades de clase C" para
r > 2. En particular, si la aplicacién f es una funcién (es decir, p = 1), entonces
el lugar discriminante recibe el nombre de [ugar critico y el conjunto de valores
criticos es la imagen via f del lugar discriminante.

El estudio de la Geometria del Lugar Discriminante juega un papel central
en GAGA (Geometria Algebraica y Geometria Analitica) y en Topologia Alge-
braica de Variedades; en este iltimo caso, el lugar discriminante es la imagen del
lugar de ramificacién de una proyeccién (o de una aplicacién méds general entre
variedades). Algunas aplicaciones de estas ideas en relacién con la asistencia a
la produccién de contenidos multimedia se presentan en la subseccién de retos
al final de este capitulo

Para fijar ideas, supongamos que se desea extraer informacién asociada a la
captura de datos de un actor real mediante dos o0 mas camaras sincronizadas de
video?. La identificacién de puntos homdlogos en las diferentes vistas (extraidas
a partir de cada secuencia de video) da lugar a puntos 3D que proporcionan
elementos de control para el pegado de datos. El enlazado de dichos puntos se
modela inicialmente en términos de (productos de dos) curvas tipo snake (racio-
nales con pesos) con geometria variable. El comportamiento de dichas curvas (6
de las superficies producto tipo B-spline) se modela siguiendo puntos de control
(salient features). Para ello, es necesario disefiar e implementar una realimenta-
cidn entre las versiones lineal a trozos (mallas triangulares vs cuadrangulares) y
la suave a trozos (asociada a trozos de curvas y superficies dadas frecuentemente
de forma implicita).

El lugar discriminante para una proyeccion es el contorno aparente asociado
a todos los puntos en los que el cono proyectante es tangente al objeto (incluye
arrugas de ropa de actores, p.e.). El borde exterior de su proyeccién sobre cada
plano de imagen es la silueta del objeto observado que se puede capturar a par-
tir de infrarrojos (resuelto ya de forma automética por las cdmaras tipo Kinect,
p-e.). El problema a resolver consiste en controlar el transvase de informacién
entre los PL y PS-modelos y en asociar de forma automatica elemento geométri-
cos (curvas 6 superficies) de grado bajo a los elementos que acotan los objetos
de interés. La generacion automatica de los modelos asociados a estrategias de
refinamientos sucesivos (coarse-to-fine) es uno de los retos que aparecen al final
del capitulo.

8 Nétese que esta caracterizacién es la extensién natural de la nocién de discriminante de
un polinomio (como lugar de raices miltiples) dada en Algebra Basica.

9 El marco general para este “ejemplo” es el video 3D que se desarrolla en el médulo Bsg
de la materia B3z (Visién Computacional).
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3. Vectores tangentes

En esta seccion se presentan las versiones coordenada e intrinseca de vector
tangente. El caracter intrinseco esta vinculado a la independencia con respecto al
sistema coordenado elegido o, si se prefiere, al abierto del espacio topoldgico (que
es un abierto de trivializacién en el caso de variedades). para ello se introduce
la siguiente relaciéon de equivalencia:

Supongamos que p € X es un punto de un espacio topolégico X y denotemos
mediante C" (X, K) al conjunto de funciones de clase C" de X a valores en un
cuerpo K. Deseamos comparar f,g € C"(X,K) de manera independiente con
respecto al sistema coordenado en p € X que estan definidas localmente en los
abiertos U,V con p € U NV. Para ello, se introduce la relacién de equivalencia
siguiente:

frpg = 3WcUNV | flw=glw

Definicion.- A la clase de equivalencia por dicha relacién se le llama el germen
de f en p € X y se le representa mediante [f].

A menudo y para no complicar la notacién se denota al germen [f] de la
misma forma que a su representante, pasando de funciones a gérmenes y recipro-
camente, dependiendo del contexto. Esta nocién se extiende de forma natural a
las derivadas de cualquier orden para dichas funciones.

Sea (U, ¢) una carta con coordenadas locales x!, ..., 2", correspondientes a
las componentes de la C"-equivalencia ¢ : U — R™. Sea v : I — U una curva de
clase C" (con r > 1) que pasa por P, = ~(0) € U. Para un pequefio entorno de
®(p,) se tiene un desarrollo de la forma

(o)1) = 21(0)) + & o (2 0 )t + (1)

3.1. Curvas tangentes

Empezamos motivando las definiciones formales con una presentacién geométri-
ca de la nocién de vector tangente en términos cineméticos. A continuacién se
desarrolla una versién intrinseca

3.1.1. Vector velocidad de una curva

Llamamos wvector velocidad de la curva 7y en el punto P, al vector dado por

d
= 7 li=0

Definicion.- Diremos que dos curvas 71 y 72 que pasan por p, son tangentes
en p, si la distancia d(v1(t),72(t)) = o(t) cuando ¢ — 0.

Esta nocién de tangencia equivale a que las dos curvas tengan el mismo
vector velocidad en el punto P, (comprobarlo como ejercicio) y es obviamente
una relacién de equivalencia.

v' (z'o07) =t & l4=0 , 1<i<n.
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Fig. 13: Vector tangente a una curva

Por ello, la condicion de tangencia no depende de la carta elegida (usar la
regla que da la diferenciacién de una funcién compuesta y razonar de manera
similar a como se ha mostrado en el §1,2,3). Esto justifica que, en ocasiones,
no representemos la carta coordenada sobre la que estamos trabajando, cuando
hablamos de ”vectores tangentes” (ver Fig.13)

Diremos que un wvector v es tangente a M en p si es el vector velocidad
de una curva v : I — M que pasa por p. En este sentido, el vector tangente es
una clase de equivalencia de érbitas cuyo representante es el germen del vector
velocidad asociado a la funcién en un punto.

La descripcién intrinseca de las condiciones de tangencia en términos de vec-
tores tangentes a curvas contenidas en la variedad no es gratuita, pues puede no
resultar practico utilizar coordenadas locales 6 bien podemos necesitar la nocién
de tangencia sobre espacios de dimensién infinita no numerable (para localizar
extremales asociados a funcionales de tipo integral en problemas variacionales
6 de optimizacién, por ejemplo).

No obstante, la expresion explicita del vector tangente depende del sistema
coordenado elegido. Sip € UNV, entonces la diferencial d(y o ¢»~1) del cambio
de carta expresa la transformacion del vector tangente en p, en términos de
la base correspondiente al nuevo sistema de coordenadas en (¢, V). De una
manera més explicita, si denotamos mediante z', ..., 2" y mediante y*,...,y"™ a
coordenadas locales en ¢(U) y 1(V), respectivamente, entonces dicha diferencial
esta representada por la matriz jacobiana del cambio de base que escribiremos
abreviadamente como

0y’

(@)19,]@ .
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Fig. 14: Pegado de curvas con la misma tangente (Bézier)

3.1.2. Definicion conjuntista-algebraica de Espacio Tangente

Dada una variedad X, llamamos espacio tangente en p € X y lo denotamos
por T, X al conjunto de vectores que son tangentes a X en p. Dicho conjunto
de vectores se puede expresar de forma local en términos de derivadas parciales
como

i=n . a
5::25 o

donde (x!,...,2™) es un sistema coordenado centrado en p, 6 mas geométrica-
mente como el conjunto de vectores tangentes en p a las curvas v: I — X que
pasan por p € X, es decir, tales que v(0) = p. Como los operadores 9/9x" son
lineales sobre el espacio de (gérmenes de) funciones y ademds verifican la regla
de Leibnitz, se tiene que la descripcion conjuntista mostrada proporciona el so-
porte para la definicién algebraica en términos de derivaciones sobre el anillo de
(gérmenes de) funciones.

3.1.3. Pegado de curvas con tangentes compatibles

En aplicaciones de diseio CAD/CAM es frecuente utilizar curvas de Bézier
que imponen restricciones en puntos de control para curvas de grado bajo que
tengan la misma tangente. Este topico tiene interés para modelado de objetos
planares y se extiende al caso de superficies en 3D usando B-splines que pueden
ser descritas en términos de “producto tensorial” de curvas de Bézier o de snakes.
En la fig.14 se muestra un ejemplo particularmente simple basado en curvas de
grado < 3
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B X

Fig. 15: Preferencia Optima del consumidor sobre curvas de indiferencia

La generacién automatica de snakes es apropiada para reconocimiento de
siluetas o cuestiones de animacién basadas en la variaciéon de puntos de control.

3.1.4. Reinterpretacion usando operadores

La descripcién conjuntista de vectores tangentes se puede reinterpretar de
una manera funcional en términos de operadores. Esta versién es la que se
muestra en las aplicaciones, donde la diferencia para el valor de una variable
entre dos estados se representa mediante un operador vectorial que asociamos
a la 7tasa de variacién” de la variable. Esta tasa de variacién se representa
matematicamente como la derivada direccional correspondiente a la variable
seleccionada cuyo comportamiento espacio-temporal deseamos evaluar.

Una aplicacién bésica de esta idea aparece en relaciéon con la formulacion
en términos de estdtica comparativa de las preferencias de un consumidor aso-
ciadas a una restriccion presupuestaria r en Microeconomia. La eleccion entre
dos bienes en funcién de los precios relativos se puede representar mediante una
coleccién de funciones (visualizables como hipérbolas). La restriccién presupues-
taria de cada consumidor se representa mediante una recta 7.

El punto en el que esta recta es tangente a las “curvas de indiferencia”
I; determina la asignacién 6ptima de recursos por parte del consumidor. El
desplazamiento de la recta asociada a la restriccién presupuestaria o la variacion
en los precios relativos de los bienes a consumir da lugar a desplazamientos en
la localizacién del equilibrio (ver Fig.15). En este caso, los operadores pueden
actuar sobre las rectas o bien sobre las curvas.

Este modelo se extiende a un nimero mayor de bienes, a preferencias no-
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convexas (no unicidad de equilibrios), a modelos macroeconémicos o de finanzas
o también a la propagacién de shocks y la localizaciéon de equilibrios dindmicos
en términos de hiperplanos o, con mas generalidad, hipersuperficies tangentes.

3.2. Gérmenes de aplicaciones

Dado el conjunto de las aplicaciones locales f : U — Y (donde U es un abier-
to de X que contiene a pg), introducimos la relacién de equivalencia siguiente:

3.2.1. Definicion

A la clase de equivalencia por esta relacién se le llama el germen de la
aplicacion f en el punto x € X.

Al conjunto de gérmenes de aplicaciones en un punto = € X se le denota me-
diante Ox , (para el caso analitico) 6 mediante £y, para el caso diferenciable.
Ambos conjuntos tiene estructura de adlgebra real con respecto a las operaciones
suma y multiplicaciéon definidas mediante la suma y la multiplicacion de sus
representantes (comprobarlo como ejercicio).

3.2.2. Proposicion

El conjunto de gérmenes de funciones f : X — R en z € X tiene estructura
de anillo local, con ideal maximal M igual al conjunto de funciones que se anulan
enz € X (ver FEjercicio 1.1.7.6). Los elementos inversibles 6 unidades son los
no pertenecientes al ideal maximal.

3.2.3. Comportamiento funtorial

Una aplicaciéon F' : X — Y entre C"-variedades induce un homomorfismo
entre dlgebras (andlogamente para los anillos) locales en 2 e y = f(x) dado por
la composicién:

F*:0y, +Ox, | F(g)i=poF

verificindose que Id* = Id y (G o F)* = F* o G* (cardcter contravariante para
el funtor). En particular, si F' representa un germen inversible con respecto a la
composicién (localmente biyectivo), entonces

FoF'=Id = (FoFY'=1Id = (F)l=(F1
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3.2.4. Ejemplo

FEl caso mas simple corresponde a gérmenes de funciones definidas sobre R,
es decir X = R" e Y = R; el anillo local Ox , estd dado por el conjunto de
las funciones definidas sobre R™ cuyo ideal maximal corresponde a las funciones
que se anulan en un punto = (que podemos tomar como el origen). Denotamos
mediante O,, a este anillo local.

Usando una carta local (p,U) la derivacién bajo el signo integral permite
reducirnos al caso anterior. En efecto, para un pequeno entorno de x € X
tenemos

0

1 n 1
f(z)— f(0) = / %f(ta:l,...,tz”)dt :in/o Dif(tx', ... tz"™)dt
=1

por lo que en la categoria C" (para r > 2) podemos escribir

@)= FO)+Y #ifil) donde filz) = / D, f(t)dt
i=1 0

La descripcién del germen de una aplicacién f : R™ — R? en términos de
sus componentes (f1,..., f,) con f; = fj(z',...,z") para j = 1,...,p, dota al
conjunto de gérmenes de aplicaciones F': (R™, ) — (R?, f(x)) de la estructura
de O,,-médulo.

3.2.5. Una nota sobre la aproximacion analitica local

La reformulacion en términos de anillos 6 de dlgebras locales asociadas a C"-
variedades permite estudiarlas mediante las propiedades de espacios de funciones
definidas sobre variedades, incluso en el caso singular. La extensién del estudio
al caso singular no es posible si utilizamos la aproximacién tradicional de la
Geometria Diferencial de Variedades.

El procedimiento de “pegado” de datos locales para obtener C"-variedades
se extiende de forma natural al “pegado” de estructuras definidas por los anillos,
médulos 6 algebras locales asociadas a los anillos locales A de funciones regulares
Ox 4 6 los médulos M construidos sobre dichos anillos. El caso més simple
corresponde a la representacién de los gérmenes de aplicaciones f € C"(n,p) en
un punto como el médulo dado por la suma de p copias del anillo Ox ;.

Obviamente, ademds de los anillos (o médulos) de funciones regulares sobre
un punto, se pueden considerar otros objetos obtenidos a partir de las opera-
ciones bésicas (producto tensorial, p.e.) definidos sobre dichos anillos que es
necesario “pegar” usando condiciones de compatibilidad similares a las del caso
regular. Los objetos iniciales que verifican las propiedades naturales de compa-
tibilidad reciben el nombre de “prehaces”. Una reformulaciéon de la Geometria
Diferencial en estos términos se puede ver en Warner 10,

10 Una reformulacién de la Geometria Algebraica y Analitica se puede ver en Grothendieck
y Dieudonné: Eléments de Géométrie Algébrique, I, Springer-Verlag, 1974
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3.3. El mddulo de las derivaciones

Una derivacidn & es una aplicacién lineal £ : Ox , — R (andlogamente para
el caso diferenciable £ys,,) que es nula sobre las constantes y satisface la regla
de Leibnitz, es decir,

La expresién anterior debe ser entendida de forma simbdlica, es decir, cada
una de las funciones se evalia en un punto x € X (en p € M para el caso
diferenciable). Si trabajamos en la categoria C" para r < o0), hay que tener
presente que una derivacién llevara funciones de clase C” en funciones de clase
cr—1.

Con esta notacién, el espacio tangente se expresa algebraicamente como

0 0

T.X = Derk((’)x’x) = Homk((’)X’mk) ~ OX’I<@7'”’@>’

donde el ultimo isomorfismo es como k-dlgebras. En particular, si X = R" y
k = R, entonces el espacio tangente en cualquier punto es isomorfo al Ox .-
modulo de las derivaciones generado sobre el anillo local Ox , por las derivadas
parciales

<9 0
oxn " Oxn T
donde
0 o0

es decir, cualquier derivacién sobre R se escribe en coordenadas locales como un
operador diferencial en derivadas parciales de primer orden (y reciprocamente):

> :fig donde f'eC"(R™R),Vi=1,...n.
‘/E’L
=1

Es bien conocido del Anélisis que el vector tangente a cualquier curva -~ :
I — R" se puede expresar en términos de las coordenadas locales de R™ usando
la férmula precedente y la regla de la cadena. Reciprocamente, la integracion de
un operador diferencial de la forma anterior (con condiciones iniciales prefija-
das) permite obtener una curva cuyo vector tangente satisface al operador. Por
tratarse de una propiedad local, esta situacion se extiende obviamente al caso
mas general de variedades:

3.3.1. Equivalencia entre descripciones

Proposicion.- Las descripciones precedentes de espacio tangente para una
variedad X son equivalentes
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Ejercicio (avanzado).- Demuestra la proposicién precedente (Indicacién: ver
[Bro77] 1! para detalles).

Nota.-La mayor parte del curso estd dedicada a técnicas para el caso sua-
ve o diferenciable. Por ello, relegamos las propiedades algebraicas que son sin
embargo cruciales para la Geometria Analitica y la Geometria Algebraica. Las
condiciones de suavidad y la dimensién finita de las variedades con que traba-
jamos permiten una aproximacién més intuitiva basada en coordenadas locales.

3.3.2. Trivialidad local para el espacio tangente

Como la descripcién del espacio tangente es local (en virtud del Teorema
de la Funcién Implicita), si #!,...,2™ son coordenadas locales para un abierto
coordenado U de p € M suficientemente pequeno, existe una C"-equivalencia
local que permite describir localmente el espacio tangente TU al abierto coor-
denado U como un producto cartesiano U x T, M.

En particular, si 7 : TU — U denota la proyeccién sobre la primera com-
ponente, entonces la C"-equivalencia precedente se expresa mediante TU =~
U x T,M y la restriccién de esta C"-equivalencia a la fibra 7~!(p’) sobre cual-
quier punto p’ € U C M, induce un isomorfismo

0 0
7)) ~ 77 p) ~ K< D K™ .

Por ello, identificaremos usualmente al espacio tangente de una variedad m-
dimensional M con el espacio cartesiano K™, aunque esta identificaciéon no es
canénica (depende de la carta elegida). La identificacién es candnica cuando
la variedad es el propio espacio producto K™. Para fijar ideas, restringimos
la atencién al caso K = R, aunque los argumentos algebraicos se extienden a
cualquier otro cuerpo.

Si se parte de un espacio de Banach B en lugar de un espacio cartesiano,
el razonamiento es similar, con una identificacién canénica de la fibra con el
propio espacio B; en el §2, se muestra que el fibrado tangente de un espacio de
Banach (en el caso geométrico, un espacio cartesiano con la métrica euclidea
6 la hermitica ordinaria) es “trivial”, es decir, es una variedad producto de la
base con la fibra genérica. Nétese que una variedad de Banach B construida
sobre un espacio de Banach B (ver capitulo 3) es, en general, no trivial, lo
cual extiende al caso infinito-dimensional los argumentos presentados para el
caso geométrico. Esta extensiéon no es gratuita, pues responde al estudio de
soluciones de ecuaciones funcionales definidas sobre espacios de funciones.

3.3.3. El espacio tangente a la circunferencia

Denotemos mediante S! := {p = (z,y) € R? | 2% +y? = 1} ala circunferencia
de radio unidad centrada en el origen O

11 Brocker y Janich: Introduccién a la Topologia Diferencial, Ed. AC, 1977
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Fig. 16: Rectas tangentes a una circunferencia y representacién espacial global

El espacio tangente 7,,S' est4 dado por la recta normal a S' al radio vector
Op. Dicho subespacio en p = (x,%) estd generado por el vector (—y,z) que
varia de forma C” con respecto al punto base y es siempre no-nulo; nétese que
(2,9).(=y,7)T = 0 lo cual permite reinterpretar al vector libre (z,y) como el
vector normal n,S' a S en p.

Por ello, el “conjunto” de los vectores tangentes v = tpS! a la circunferencia
se puede expresar globalmente como el producto (ver Fig.16)

Stx R ={(p,v) €S* xR| v=1t,S"}

La representacién polar e* proporciona una parametrizacién de la circun-
ferencia S' por el angulo polar @ = arc tg(y/z). En el lenguaje de los campos
vectoriales el vector tangente estd representado por la derivacién 9/96.

En este caso, como la fibra es idéntica para todos los puntos (aunque la
orientacién cambie), el “pegado” de los datos locales correspondientes a las
cartas que recubren S' se lleva a cabo utilizando las mismas cartas que las
correspondientes a la estructura de S' como variedad (en este caso bastan dos
cartas). Al resultado de “pegar” las rectas tangentes se le etiqueta como “fibrado
tangente” (més adelante se da una definicién méas formal)

De una forma sintética y global se expresa esta condicién diciendo que el fi-
brado tangente a la circunferencia S', obtenido como producto cartesiano global
St x R! es el fibrado trivial sobre S! al que se denota mediante

o= S'xRY = &
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2D grid over (s,t)€[0,1]

Tessellated torus

Fig. 17: Trivializacion del Fibrado tangente al toro 2D

donde 751 denota el fibrado tangente a S!.

3.3.4. El espacio tangente al toro

Denotemos mediante T™ := S! x ... x S! al toro m-dimensional producto de
m copias de S'. Cada punto p € T™ est4 parametrizado por (61, ..., 6,,). Como
el toro es un producto cartesiano, no existe ninguna relaciéon algebraica entre
las coordenadas (ver Fig.17). Por ello, el vector tangente en cada punto es una
suma formal de vectores 1.i. que expresamos de forma més compacta como

v=(vi,..., V) €T,T™ donde v;cTpS'" 1<i<m

Como cada vector tangente v; € Ty, S' se puede representar mediante una
derivacion, el conjunto de vectores tangentes es un espacio vectorial generado por
las derivaciones 0/96; para 1 < ¢ < m. El argumento mostrado en el apartado
anterior se extiende de forma inmediata a

mpm = T™ x R™ = T, (S' x RY) ~ @™l

donde 71~ denota el fibrado tangente a T™. En este caso, las derivaciones defi-
nidas sobre el toro son combinaciones lineales formales de 0/00; que expresamos
en términos de coordenadas polares como

;aia(zi donde a; € C"(T™,R)

con la ventaja en este caso de que las derivaciones son globales, es decir, 9/96;
se extiende a la copia i-ésima de S'.

Ejercicio.- Cualquier junta esférica de un robot descompone en producto
de juntas rotacionales (parametrizadas por la circunferencia S'). Por ello, el
espacio de configuraciones C de un robot que no tenga juntas traslacionales se
puede reducir al acoplamiento de un nimero finito de m juntas rotacionales; el
acoplamiento se lleva a cabo en términos de sistemas de barras que suponemos
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de longitud fija. Describe el espacio ambiente para la cinematica del robot en
términos de la parametrizacién de un toro m-dimensional.

3.4. Aplicaciéon Tangente como derivacion

La diferencial d,, f de la aplicacién f en p € N estd dada por una asignacién
que a cada vector tangente &, € TN le lleva en un vector ny,y € Ty P. En
esta subseccion se interpreta y se formaliza esta idea. B B

3.4.1. La derivaciéon como funcional

Interpretamos ahora dichos vectores como la evaluacién de las derivaciones
que actian como operadores sobre el espacio de funciones definido en cada uno
de los puntos. Cada uno de los vectores estd determinado por el valor que toma
el operador dado por la derivacién en cada punto del espacio de funciones. Por
ello, para definir la aplicacién tangente, debemos mostrar cuél es la imagen de
cada funcién g € C"1(P,R). De una manera més formal, escribiremos esta
asignacion mediante

(dpf)(E)(9) = &lgof) = &(f(9)),

donde f*(g) := g o f representa la imagen reciproca de g via f, obtenida por
composicién. De una forma mads simbdlica, si hacemos f, := d, f, la expresién
anterior se escribe también en forma algebraica como

(f)(9) = &(f7g) -

Esta formulacién es especialmente apropiada para cuestiones relacionadas con
el comportamiento funtorial de las derivaciones y las diferenciales. La definicién
que acabamos de mostrar es intrinseca, por lo que es facilmente generalizable a
espacios de funciones.

La equivalencia formulada en la Proposicién precedente permite traducir
esta formulacion a los términos locales que son mas familiares por el uso que de
ellos se hace en Anélisis Matematico.

3.4.2. Expresion Local de la Aplicaciéon Tangente

Dada una aplicacién f : N — P entre C"-variedades, los atlas Ay =
{(Ui, dv,) Yier y Ap = {(Vi, ¢v;) }jes, permiten compatibilizar los datos relati-
vos a la construccién de los espacios tangentes para cada punto. Para simplificar
la notacién, identifiquemos al punto p con sus coordenadas locales x y hagamos
y=f(z) €V C Plaimagen de z € U C N via f.
~ Como ¢y v by son C"-equivalencias sobre sus imagenes respectivas, se tiene
que la restriccién de sus diferenciales a las fibras inducen isomorfismos entre los
espacios tangentes. Por ello, tiene sentido construir la diferencial de f relativa
a las cartas (U, ¢y) y (V,vy) en las C"-variedades de partida N y llegada P
como la restriccién a (d,¢p)(T,U) de la composicién diyy o df o dgb[}l.
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Sizl,...;2" ey!, ..., y? denotan coordenadas locales en ¢(U) y 1(V), res-
pectivamente, entonces la regla de la cadena usual en Analisis de Varias Varia-
bles, permite expresar localmente el valor que toma en ¢ la diferencial d, f de f
en p como a

ZyOf

En particular, las imagenes via d, f de los elementos &' = 9/9z" de la base
de T, N estén dadas como B

9] L I P P afi 9
9 2= g A = Zi<i<
f*(axz) |£ ]; oxrt (y Of) |g 0yj = Oz (]z)ay] 1<1<n

Usando nuevamente la regla de la cadena para la interseccién U, NUpg de los
dominios de dos cartas coordenadas (Uy, ¢o) y (Us, ), obtenemos que

(dpf |v.)(€a) = (dpf |Us)(€p)

(comprobarlo), por lo que la diferencial de f en p € N no depende de la carta
elegida. Una vez fijados sistemas coordenados locales en los espacios de partida
y de llegada, en el lenguaje del Analisis Clésico la diferencial esta representada
localmente por la matriz jacobiana. En este sentido, es frecuente encontrar en
Fisica 6 Ingenieria descripciones antiguas de vectores tangentes como aquellos
que se transforman de acuerdo con reglas de transformacién dadas por matrices
jacobianas. El origen de este enfoque se justifica por el caracter intrinseco de los
tensores que representan los vectores tangentes (es decir las derivaciones) 6 sus
duales (vectores cotangentes ¢ diferenciales); mas adelante, volveremos sobre
ello.

Esta propiedad permite trasladar las propiedades usuales del Anélisis de Va-
rias Variables al caso de Variedades (en particular, su caracterizacién algebraica
como una aplicacién lineal que satisface la regla de Leibnitz).

3.4.3. Campo vectorial gradiente

Si f: M — R es una funcién de clase C" (para r > 1) definida sobre
una C7-variedad M, entonces (d,f)(§) = &(f)(p) para cualquier § € T,M
(comprobarlo como ejercicio). Por ello,

Lema.- Cualquier campo vectorial en un punto tiene asociada una aplicacién
lineal, es decir, se puede representar como un operador lineal dado sobre el
conjunto C} (N, R) de las aplicaciones definidas en un punto p € N. El operador

lineal dado por un campo vectorial no depende del sistema coordenado elegido.

Ejercicio.- Comprueba que

= La expresion habitual de df es local, pero es una nocién intrinseca.
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» Si dos funciones f € C"(U,R), g € C"(V,R) coinciden sobre un abierto
W C UNYV, entonces el valor de cualquier campo sobre ellas es el mismo.

= El conjunto de campos (considerados como operadores lineales) con las
operaciones habituales (suma y producto por un escalar) tiene una estruc-
tura de espacio vectorial al que se llama espacio tangente en un punto
(Indicacién: utiliza las propiedades algebraicas descritas en §1,4,3)

3.4.4. Version coordenada local

Denotemos mediante (£,...,£") alas componentes de ¢ en T, N, y tomamos
coordenadas locales (x',...,2") en una carta (U, ) con p € U C N. Entonces,

1) = Y Lot = gragy(pe.
i=1

donde
of of
d = (=—=,..., =—
grady(f) (8331’ ’ 81"”)
denota el gradiente de f. El gradiente es un operador vectorial que actia
sobre cada vector { = (€Y,...,€") mediante f +— (%KKn(f) . Es inmediato

verificar que grad(f) es una aplicacién lineal sobre T, V. Por ello, el gradiente
asi construido define un elemento del espacio vectorial dual T;N del espacio

tangente en cada punto.
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4. Vector Tangente a una Aplicaciéon en un Punto

Notacion.- En toda esta secciéon M denotara la C"-variedad correspondiente
al espacio de partida N 6 de llegada P para una C"-aplicacién f: N — P.

4.1. Dualidad entre derivaciones y diferenciales

El operador delta de Kronecker dz;(0/0z;) = d;; da lugar a una dualidad
formal entre los médulos de derivaciones y diferenciales sobre cualquier anillo
base A; estamos especialmente interesados en

= anillos de C"-funciones regulares que denotamos mediante s (caso dife-
renciable) 6 Ox (caso algebraico k[z] ¢ analitico k[[z]]);

= anillos coordenados de variedades del tipo que denotamos mediante /7
(caso diferenciable) 6 bien mediante Ox /Z (caso algebraico k[z]/I é analiti-
co k[[z]]/I donde I es un ideal);

= anillos locales que denotamos mediante £y /M (caso diferenciable) 6 Ox /M
(caso algebraico 6 analitico) siendo M el ideal maximal (z—z;) en el punto
Py €My X

4.1.1. Espacio cotangente. Definicion

Dada una C"-variedad M, al espacio Ty M := Hom(T,M,R) dual de T, M
se le llama el espacio cotangente 6 también espacio de las fases (en Fisica,
Ingenierfa, Economia, etc). En particular, si f = x; tenemos que

o . of 9

(dp)(55) = 50 = () (55) = 6 1<ij<n

lo cual proporciona una versiéon coordenada local para la dualidad entre los
espacios tangente y cotangente en p € M

Nota.- En las aplicaciones practicas, casi nunca se conoce cudles son las
leyes del movimiento o las caracteristicas de las fuerzas que actuan sobre los
sistemas. En este caso, s6lo podemos llegar a conocer los campos de forma
indirecta, es decir, midiendo el efecto que producen sobre el sistema; esa medida
numérica en cada punto es precisamente el valor que proporciona la diferencial.
Por consiguiente, el conjunto de dichas medidas sobre una coleccién de tasas
de variacion linealmente independientes genera el espacio cotangente que, por
dualidad, nos proporciona el espacio tangente.

4.1.2. El caso cartesiano

En virtud de la igualdad d,’ )(8%) = 53 , las diferenciales dx’ para
j = 1,...m, desempenan un papel dual al que desempefian las derivaciones

ordinarias 82’7 . Esta igualdad se expresa globalmente como una dualidad
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Rm2T2M2R< %""’&rim > = R<dry...dxy, >2T5M2Rm

En ocasiones (abuso de notacién) se denota mediante el mismo simbolo a
un vector de un espacio y a su dual. Asi, por ejemplo el gradiente estd definido
por la expresién (d,f)(§) = &(f)(p) por lo que es un elemento del espacio
cotangente Ty M. a

Sin embargo, lo mds frecuente es referirse a él en términos coordenados
locales adoptando la expresion

(dpf)(&) = grady(f)£

donde grad,(f) es la evaluacién del campo vectorial (%, ce %) sobre f,
es decir, como un elemento de T, M. En este ultimo caso, se sobrentiende que
estamos tomando el vector dual y consideramos el gradiente como un operador
diferencial C"(M,R) — C"~Y(M,R). Esta diversidad puede dar lugar a alguna
confusién que se salva diciendo que el contexto es el que determina una acepcion

u otra.

4.1.3. Formas no-degeneradas

El isomorfismo T, M ~ Ty M := Homg(T,M,R) equivale a la existencia de
una aplicacién bilineal no-degenerada

T,M x T,M — R

Una métrica g sobre una variedad M estd dada por una aplicacién bilineal
simétrica no-degenerada g;;(p) que depende de forma C'* del punto p € M. La
métrica ¢ as{ definida induce un isomorfismo T,M ~ T;M entre los espacios
tangente y cotangente que depende del punto base elegido p € M, es decir,
la métrica g no es constante En particular, la dualidad entre derivaciones y
diferenciales asociada a

0
oxt
sélo es “natural” para la métrica euclidea. Asi, para una variedad M con una
métrica g = ds® sobre M se tiene un isomorfismo no-canénico T,M ~ TxM

) = &

dng (

inducido por la métrica (este punto de vista se desarrolla a partir del 84). -

4.2. Calculando espacios tangentes

El operador diferencial gradiente proporciona la primera aproximacién al
calculo del espacio tangente de una variedad regular, es decir, no signular; al final
del primera apartado de esta subseccién se muestra una primera aproximacion al
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calculo de ”elementos tangentes” correspondiente al caso singular, en términos
del ”cono tangente”.

El Teorema de la Funcién Implicita permite reparametrizar localmente una
variedad en términos de funciones coordenadas locales correspondientes a las
variables que tienen un menor de tamano méaximo con determinante no-nulo;
la interpretacion geométrica de este enfoque motiva el estudio de la Geometria
del Discriminante que ilustramos con un ejemplo béasico asociado a familias de
variedades dependientes de parametros.

El ultimo apartado de esta subseccién esta dedicado a mostrar una estrategia
sintética para el caso en el que no se dispone (6 resulta muy engorroso de utilizar)
una descripcién implicita 6 paramétrica para una variedad.

4.2.1. Representaciones implicitas

La forma maés sencilla para expresar una superficie en R3 estd dada en forma
implicita por z = f(x,y) (donde z se puede interpretar como una funcién “al-
tura” 6 la “profundidad” de una escena, p.e.). En este caso, el campo gradiente
para g(z,y,2) = f(z,y) — z estd dado por (fs, fy, —1) que representa el vector
normal N (dirigido hacia el ”exterior”) de la variedad V (g) := {(x,y, 2) € R?|
g(z,y,2z) = 0}. En este caso, el plano tangente estd dado por la condicién de
ortogonalidad

<Ny, x—%x0>=0

Esta construccion y su interpretacién geométrica se extienden al caso n-dimensional
para

= Una hipersuperficie f(x1,...,2,) = 0 con hiperplano tangente (n — 1)-
dimensional dado por < Ny, (X¢),x — x¢g >= 0 donde ahora Ny, =

grad(f)(xo) = (aanl, e ng) que genéricamente es # 0 (Teorema de Sard)
» La interseccidn de p hipersuperficies f1,..., fr (sistema no-redundante
6 "funcionalmente independiente”) con f; = fi(z1,...x,). El rango de
la matriz jacobiana Jac(F) = Jac(fi,..., fr) es genéricamente m =

min(n, k) (mds adelante diremos que las hipersuperficies se cortan “trans-
versalmente”). Por ello, el espacio vectorial tangente T, (NF_,V(f;)) a la
interseccién NE_, V(f; de las variedades V(f;) es la interseccién de los es-
pacios tangentes N*_, T, (V/(fi)) que es un subespacio de codimensién ,
es decir, un elemento de Grass(n — k,n) ~ Grass(k,n). En otras pa-
labras, el subespacio L™~ tangente a N¥_,V(f;) en cada punto regular
z, estd representado en cada punto regular z, € R™ (matriz jacobiana
de rango méximo) por el producto exterior (N3 A ... A Ny)(z,) donde

N; = grad(f;) = (8va Lo ). Por la condicién de regularidad de F en

TR ' Oz,
z, podemos reordenar las lineas de la matriz jacobiana para que el primer

(m x m)-menor tange determinante no-nulo donde m = min(n, k)
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4.2.2. Nota sobre la extension al caso singular

Los argumentos anteriores se aplican al caso de puntos regulares de f que son
”genéricos” (forman un denso) en virtud del Teorema de Sard. Las Geometrias
Algebraica y Analitica se ocupan del andlisis correspondiente al caso singular.
Una primera aproximacion al caso singular estd dada por los ejemplos siguientes
bésicos:

» Curva nodal: El campo gradiente para la curva y? = 22 + 23 (dibujarla)
estd dado por (2 + 322, —2y) que es genéricamente no-nulo salvo en el
origen. La nocién de espacio tangente presentada al comienzo del capitulo
no es aplicable pues el término lineal es idénticamente nulo. Por ello, se
recurre a la forma inicial dada por los términos de menor grado z? —
y? = (x — y)(z + y) (diagonales de los cuadrantes) que son las rectas

tangentes a las dos ramas que presenta la curva nodal en el origen. A esta

forma inicial se le llama el cono tangente de Zariski y desempena el mismo
papel que el espacio tangente para cada una de las ramas. Ejercicio.-

Obtener una parametrizacién regular (z(t),y(t)) de la curva (fuera del

origen) a partir de la familia de rectas y = ta para t € R y verificar que

esta parametrizaciéon estd dada por cocientes de polinomios en t; se dice
entonces que la curva es racional (el cuerpo de funciones racionales es el
mismo que el de la recta).

= Curva cuspidal: El campo gradiente para la curva y? = 3 (parabola

semicuspidal de Newton en la terminologfa del s.XVIII) estd dado por
(372, —2y) que es genéricamente no-nulo salvo en el origen. De forma
andloga al caso anterior se tiene un cono tangente dado por y? = 0 (una
unica rama correspondiente al eje Oz contado con ”multiplicidad” 2), por
lo que no es aplicable el argumento anterior. Sin embargo, la parametriza-
cién es bastante mas sencilla, pues basta tomar (z(t),y(t)) = (t?,¢3). En
este caso, cada una de las dos ramas de la curva cuspidal admite una pa-
rametrizacién analitica (serie de potencias convergentes) correspondientes
a cada una de las raices cuadradas de x>

El analisis de las singularidades que pueden presentar hipersuperficies més ge-
nerales se aborda de forma sucesiva en términos de singularidades aisladas, sin-
gularidades estables por perturbacién (incluyendo puntos multiples ordinarios,
puntos pinzados y las intersecciones entre ambos tipos de lugares) y singu-
laridades arbitrarias (caso que ain presenta muchos problemas abiertos). Las
singularidades correspondientes a la interseccién de k hipersuperficies requieren
una estratificacién por el rango de la diferencial (representada por la matriz ja-
cobiana), presentando una mayor diversidad de tipos que los considerados para
el caso de una unica hipersuperficie.

Una herramienta general para abordar este tipo de problemas consiste en
identificar parametrizaciones locales, resultado que es consecuencia del Teore-
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ma Preparatorio de Weierstrass; para detalles ver [Gun65] '2. En el apartado
siguiente se aborda el estudio de representaciones paramétricas para el caso
regular:

4.2.3. Representaciones paramétricas

Una representacién paramétrica real estd dada por una C7-aplicacién F :
R™ x A® — RP que se puede interpretar como una ”familia” de aplicaciones
fn : R — RP dependientes de un ”espacio” de pardametros A. Denotemos
mediante m; : R x A® — R” la proyeccién sobre la primera componente y
mediante 75 : R™ x A — A la proyeccién sobre la segunda componente. Ambas
proyecciones son genéricamente regulares. Para la deteccién de “cambios de
estado” o de “transiciones de fase”, tiene interés estudiar la Geometria del Lugar
Discriminante de la deformacion asociado a 7 dado por

OF (z, A
{@y eR x A | Fay -0, B _g
Oz
que consiste en “eliminar” los pardmetros A 6 bien en la Geometria del Lugar
discriminante asociado a wa dado por

(@) eR x A’ | F,y =0, 2D _g
A
que consiste en “eliminar” las variables z. Para entender este proceso, conside-
remos un ejemplo muy sencillo que permite “conectar” los dos ejemplos consi-
derados en el apartado anterior como elementos de una familia de cubicas dada
por la deformacién “universal” de y = f(23) (singularidad de tipo Az dentro de
la clasificacién diferencial de gérmenes de aplicaciones):

Ejemplo.- Se considera la familia f(x;a,b) := 2° — 3ax + b (representarlo
graficamente como un ”pliegue” geoldgico con su correspondiente sinclinal y
anticlinal). El lugar discriminante asociado a la proyeccién sobre el plano (a, b)
de parametros corresponde a ”eliminar” la x, resolviendo el sistema

of(x;a,b
f(z;a,b) ;== 2% —3ax +b=0, % =322 —-3a=0
por lo que a = 2% = = = +a'/?; sustituyendo obtenemos f(a,b) = +a3/? —

3(+a®/?) 4+ b =0, por lo que

b:i2a3/2 = b =4d®

es decir, se obtiene una curva cuspidal K en el plano de pardmetros (a,b) € A
con la siguiente interpretacién:

12 R.C.Gunning and H.Rossi: Analytic Functions of Several Complex Variables, Prentice
Hall, 1965.
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= VY(a,b) € A — K la imagen reciproca es un polinomio que tiene 3 raices
simples;

= la imagen reciproca de (a,b) € K — 0 es un polinomio que tiene 2 raices
multiples y una simple

= la imagen reciproca de 0 es un polinomio con una tnica raiz triple

Por ello, la curva cuspidal del plano de parametros ”separa” los diferentes casos
que se pueden presentar para los polinomios en una sola variable de grado 3
en términos del lugar discriminante, es decir, de las raices multiples de dichos
polinomios. La elevacién del lugar discriminante a la superficie ctibica V(f) en
R? dada por f(z;a,b) = 0 da una curva Ram(f) C V(f) a la que se llama el
lugar de ramificacion que se visualiza como el contorno aparente asociado a la
proyeccién sobre le plano (a,b)

La generalizacién de este ejemplo al caso de singularidades de tipo Ay (en
la terminologfa de V.I.Arnold) con deformacién “universal” dada por la familia
f(zsay,. .. a) =2 4a 281 +.. . +a; que depende de k pardmetros (verifi-
car que siempre existe una transformacion que permite “eliminar” el coeficiente
correspondiente al término de grado k). La extensién a funciones que dependen
de dos o més variables (r1,2,...) ya no es tan elemental'.

4.2.4. Representaciones simbdlicas

Las descripciones correspondientes a los dos apartados anteriores utilizan
la forma implicita é paramétrica para la representaciéon global é local de una
variedad. En este apartado se incluye un ”ejemplo” que muestra cémo calcular
el espacio tangente a una variedad X en un puntoz, de una forma ”intrinseca”,
es decir4, sin utilizar ningin tipo de representacién en términos coordenados.
La estrategia consiste en construir el espacio tangente a partir de la definicion,
es decir, como el conjunto de los vectores tangentes a las curvas v : I — X que
tienen un contacto de orden > 2 con la variedad X en el punto v(0) = z,.

Ejemplo: Espacio tangente a la grassmanniana en un punto Denotemos por
Lo a un subespacio vectorial (k + 1)-dimensional de V™! representado por
un punto Pr, € Grass(k + 1,n + 1) que denotamos abreviadamente como
G"~* (grassmanniana de subespacios de codimensién n — k. La grassmanniana
G™~ 1 es interseccién de una coleccién de hipersuperficies cuddricas, pero esta
representacién carece de utilidad para calcular el espacio tangente y da lugar
a una casuistica considerable. Por ello, es conveniente adoptar una estrategia
alternativa basada en la descomposicién V1 = LISH ® Q"' inducida por la
sucesién exacta

0= LgT = vt 5 Qrt = Vi Lt - 0

13 M4s detalles y referencias en el médulo Ay (Clasificacién de Singularidades de Aplica-
ciones) de la materia A4 (Topologia Diferencial)
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Denotemos mediante {eg, ..., ex a una base B(L’g“) de Lg“ que completamos
con {ex11,...,e, de Q"% que forman una base B(Q™*), hasta obtener una
base {eg,...,e, de V"l Denotemos mediante Li??'l al subespacio (k + 1)-

dimensional que resulta de reemplazar el generador i-ésimo e; de B (L’g“) por
el vector j-ésimo e; de B(Q" %) para 0 < i < ky parak+1 < j < n; esta
construccién da lugar a (k+1)(n—k) elementos de la grassmanniana verificando
que dim(ng'*'1 N ijH) = k por lo que el haz AOLISH + AlLffl determina una
recta tangente a la grassmanniana G~ *; por la eleccién de los generadores,
todos los subespacios (k + 1)-dimensionales estan asociados a vectores Li. ey A
< NESN ... Aey en el dlgebra exterior ARtV donde é% denota el resultado
de reemplazar el elemento i-ésimo e; de B(LISH) por 1 elemento j-ésimo e;
de B(Q"*). Como la dimensién de G"~* es (k + 1)(n — k) los multivectores
egN... A é; A ... Aeg son Li., son necesariamente un sistema de generadores de

G™~*. De una manera més sintética, la construccién anterior muestra que

Tpin Grass(k+1,n+1) = Homg(LET, Qm™F)

y estén representados por la (k+1) x (n— k)-matriz correspondiente a las (n—k)
ultimas columnas de la representacion paramétrica usual de una grassmanniana
como variedad proyectiva en el abierto coordenado D (po1..x) = {(pr) € PV |
po1..kx # 0} (una vez realizada la divisién por dicha coordenada ppi. x que
permite reemplazar la primera caja por la matriz identidad Ixy1). Para k = 0
se obtiene que Grass(l,n 4+ 1) ~ P™ por lo que el espacio tangente al espacio
proyectivo en un punto L' estd dado por (el proyectivizado de) Homx (L', Q™)

FEjercicio.- Describe de forma explicita el espacio tangente a la grassmannia-
na Grass(2,4) (rectas en P3) en un espacio 2-dimensional L(?) (cuyo proyecti-
vizado es una recta proyectiva £.

Ejercicio.- Denotemos mediante B(¢y, . .., ¢,) denota la variedad de banderas
de “nacionalidad” (¢1,...,%,), es decir a la coleccién de subespacios encajados

OcLhcrlhelc..cleol¢...aL=V"

para cualquier particién (¢1,...,¢,.) de n+ 1. Si B € B({4,...,£,), demostrar
que que

TpB(ly,....0) =~ Ti<icj<pHom(L%, L)

indicacion: El estabilizador de B es el producto GL(¢1) x ... x GL({,) (ma-
trices diagonales por cajas de tamafio ¢1, ..., ¢, y la variedad B(¢1,...,4,) estd
parametrizada por las matrices triangulares por cajas de tamano (¢; x ¢;) que
estan situadas por encima de las cajas de la diagonal principal. Razonando por
induccién sobre r (el caso r = 1 es trivial y el caso r = 2 es la grassmanniana)
se concluye.

Nota avanzada.- La descripcién anterior es vélida para cualquier tipo de
jerarquia geométrica que podemos introducir sobre variedades en el sentido méas
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amplio de la palabra, incluyendo el caso estratificado o variedades de Hilbert
H 6 de Banach B modeladas sobre espacios de Hilbert H 6 de Banach B. En
particular,

= Para una variedad estratificada, la descripcién anterior permite comparar
los limites de espacios tangentes de diferentes dimensiones asociados a
diferentes estratos.

= Si se tiene una jerarquia entre soluciones asociadas a diferentes operadores
cuyas soluciones dan lugar a conjuntos parcialmente ordenados (posets),
el esquema precedente permite aproximar las soluciones de un sistema por
las de otro sistema de ecuaciones

Este tipo de observaciones plantea el problema de identificar soluciones 6pti-
mas (que minimicen algin tipo de funcional definido sobre una variedad 6 sobre
un espacio de funciones) atendiendo a las jerarquias naturales de una variedad
eventualmente estratificada o bien de espacios de soluciones asociados a dife-
rentes tipos de operadores. La descripciéon de la variedad de banderas como
cociente de un producto de grupos lineales es poco apropiada, pues GL(r;R) es
un abierto, lo cual da lugar a una convergencia "muy lenta” para las soluciones
de sistemas. Para remediar este problema, resulta mas apropiado ortogonalizar
o bien ortonormalizar las bases:

= Ortogonalizacidn (Gram-Schmid): estd justificada porque cualquier matriz
regular con coeficientes reales descompone en producto de una simétrica y
una ortogonal. El conjunto de las matrices simétricas es contractible por
ser un espacio vectorial. Por ello, la ortogonalizacion permite pasar a un
subgrupo cerrado.

= Ortonormalizacion en términos de grupos consiste en pasar a SO(n) =
SL(n) N O(n) que es un grupo compacto, lo cual acelera la convergencia,
si bien a costa de “reescalar” modelos y procesos (algo que puede resultar
inapropiado dependiendo del problema a resolver(.

Esta "reduccién” del grupo estructural (paso del grupo lineal general al orto-
gonal o al especial ortogonal) implica que los cdlculos de Optimizacién deben
ser llevados a cabo en el grupo ortogonal O(n) (cerrado) 6 el especial ortogonal
SO(n) (compacto); en otras palabras, es necesario resolver el problema de op-
timizacién en el espacio tangente (dlgebra de Lie) del grupo. Esta cuestién se
aborda en el médulo 2. Una pequena introduccién a cuestiones de optimizacion
se presenta en la seccion siguiente.

Toda la construccion llevada a cabo en este apartado se traslada casi de
forma inmediata al caso complejo, si bien la interpretacién intuitiva es algo
mas complicada, debido al cardcter que tienen las derivaciones holomorfas y
antiholomorfas. La subseccion siguiente lleva a cabo una primera introduccion
al problema que se ird abordando en diferentes médulos de esta asignatura.
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4.3. Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Nota previa.- Toda esta subseccion se incluye como posible prdctica para
aquellas personas matriculadas que tengan algun interés en las EDO y sus apli-
caciones a Fisica Matemdtica.

4.3.1. Notacion

Una ecuacién diferencial ordinaria (en adelante, EDO) de orden n dada por

d"x dx a1z
— = F —_ ...
dtn (t7x5 dt’ b dtn71 ) ?

es equivalente a un sistema de EDO de primer orden dado por

jtlsz ) jj‘g:Jj:), a"'a'j;n-i-l:F(tvxla"'axn)'

Por ello, dar una soluciéon ¢ : I — R de la ecuacion original verificando
condiciones iniciales prefijadas, equivale a dar una solucién del sistema de n
ecuaciones de primer orden, verificando las condiciones iniciales

d(b dn—1¢
P(uo) = u1 s li=to=u2 ..., dn—1 lt=to= Un -
La situacién mas favorable se presenta cuando estudiamos EDO de orden n
que son lineales en w9, ...z, (segin la notacién del sistema precedente). En

este caso existen diferentes procedimientos de reduccién é transformacion que
nos permiten ”separar” variables (ver por ejemplo, Ince y Sneddon, §5 para
una introduccién). Aunque éste no es un problema elemental, supongamos que
hemos realizado cambios en las variables que nos permiten resolver el sistema
por iteracién.

4.3.2. Construccion local de vectores tangentes de orden superior

El procedimiento descrito equivale geométricamente a construir elevaciones
sucesivas de caminos ¢; con ¢ = 1,...,n que son soluciones para cada uno de los
sistemas parciales de EDO de primer orden que aparecen en las ¢ primeras filas
del sistema original, de modo que dichas elevaciones sean ”compatibles” sobre
la interseccién de sus dominios de definicion.

De una manera més explicita ¢y : I — I X R asocia a cada ug € U C I un
par (up,u1) € grafo(ur) C I x R tal que ¢(up) = uq. Por ello, ¢ sélo fija el
valor de la solucién en el punto de acuerdo con las condiciones iniciales.

A continuacién, como ¢ |;—¢, fija el valor us del vector tangente en el punto,
tenemos que la aplicacién ¢ : I — I x TR estda dada por el par cuyas com-
ponentes son (ug,u1) y (u1,us), donde la segunda componente (u1,us) fija de
forma tnica la solucién que pasa por el punto. Este par puede ser interpretado
como una terna ordenada dada por (ug, u1,us) con la misma significacién que
la expuesta.
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La aplicacién ¢3 : I — TR asigna a cada punto ug una terna de pares cuyas
componentes (ug,u1), (u1,u2) y (u2,us) corresponden a la condicién para que
una curva u; pase por un punto ug, tenga un vector tangente us en ug y la
velocidad de dicho vector tangente (6 aceleracion, segin la terminologia fisica
tradicional) sea uz en ug. Del mismo modo que antes, dicha terna puede ser
reescrita como una 4-tupla.

La iteracion de esta construccién es obvia. Interesa resaltar que esta cons-
truccion se puede llevar a cabo en situaciones mas generales relativas no sélo
a una ecuacién diferencial de orden superior, sino a un sistema de EDO de
diferentes 6rdenes. Como veremos en el §2, el lenguaje de fibrados tangentes su-
cesivos proporciona un lenguaje geométrico apropiado para abordar el estudio
de las propiedades de este tipo de sistemas dados sobre variedades més generales
que R. En Topologia Diferencial se lleva a cabo un estudio maés sistematico en
términos de jets.

4.3.3. Un ejemplo elemental: El Péndulo Simple

Consideremos la ecuacién de segundo orden

.. d*z
(t) = ol

Esta ecuacién es equivalente al sistema de EDO de primer orden

Ty =2 , T2=-—X1,

que también podemos representar matricialmente como

(5)=(50)()

Para pequenas oscilaciones de un péndulo, las funciones ¢(t) = sen(t) y ¢(t) =
cos(t) son soluciones independientes de la ecuacién original que corresponden a
las condiciones iniciales (0,0,1) y (0,1,0) para (¢, z, ), respectivamente. Des-
cribir la solucién general como una funcién trigonométrica, representarla grafi-
camente y mostrar la proyeccion de la dindmica sobre el espacio base. {A qué
tipo topoldgico de punto corresponde el origen, si consideramos las soluciones
correspondiente a la familia uniparamétrica de EDO dada por i(t) = A\2z?.

La primera aplicacién de este modelo simplificado de péndulo corresponde al
movimiento de un cuerpo sélido pendiente de una cuerda perfectamente elédstica
(se supone que no hay disipacién). Muestra que el campo dado por V(z) :=
(x, —kz) (para k > 0) es conservativo y describir el movimiento.

La integracién de la ecuacién original del péndulo (dada como &(t)+sen(x) =
0) es mds dificil, pues requiere el uso de funciones elipticas. Sin embargo, el
comportamiento cualitativo de las soluciones que hemos mostrado es el mismo
que el de la ecuacién original para pequenas oscilaciones. Esta es una primera
muestra de un procedimiento de linealizacién, que desarrollaremos a partir del

§2.



4 Vector Tangente a una Aplicacién en un Punto 54

4.4. Apéndice: Ecuaciones del movimiento en Mecanica
Clasica

4.4.1. Formulaciéon newtoniana

Denotemos mediante E, := mgz la energia potencial de un punto material P
de masa m (donde z denota la altura). Esta energia es una funcién E, : R®* — R.
Las ecuaciones de Newton expresan que el campo gravitatorio dado por la
funcién de energia potencial es conservativo, es decir,

mq = —grad(U(q)) ,

donde ¢ = (¢', q?,¢*) = (z,y, 2) son las coordenadas del punto (una situacién
mdés general se considera en el Ejercicio 1.4.11.3). Si dicho punto estd en
movimiento, posee una energia cinética

3
1 .
E.:TpR® =R | dadacomo FE,:= 3 ;m(q'z)Q :

Si en lugar de trabajar con un punto material, tenemos n puntos materiales
en R3, la formulacién es similar, aunque en este caso tenemos 3n ecuaciones
en lugar de 3. Segun la terminologia tradicional, se dice entonces que tenemos
un espacio de configuraciones 3n-dimensional que describe las posiciones de
los n puntos materiales en cada momento. Las condiciones de acoplamiento
entre los puntos materiales complican la descripciéon de soluciones del sistema
hasta el punto de que frecuentemente sélo podemos realizar afirmaciones de tipo
cualitativo sobre el comportamiento de las soluciones del sistema.

4.4.2. Formulacion hamiltoniana

Hagamos p; := m;{® (este cambio recibe el nombre de transformacién
candnica en la Mecdnica Analitica). Denotemos mediante 7 : TR3 — R3 a
la proyeccién canénica y sea H := E, o + E. la energfa total del sistema (un
caso particular de Hamiltoniano en la terminologia de la Fisica Cléasica). Un
calculo elemental muestra que para cada punto

o . Ao op ou oOH

pi=miq = p; = Miq = YT T e T T o

pues la versién newtoniana del campo gravitatorio es conservativo y por otro
lado

’ 1 ; 1 p? oE. pi ., OH
i = Mg’ ECZ*E i’2:f§—l =2 == .
pi=mi¢ = 2 mi(d') 2 m; = Ip; m; 4 Ip;

Por ello, el sistema de EDO de segundo orden dado por las n ecuaciones de
Newton es equivalente al sistema de 6n ecuaciones de Hamilton dado por
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. _om  _ oH
T o T Ty

que también podemos escribir en forma matricial como

il 0 0 1 0
" 2 grad@) | © 00 1
o | 7Y LEI 0 0

. 0 10 0

6 en forma vectorial méas abreviada como

( g > = gmd(H(q,p))< —(I)gn I?O’” ) = grad(H(g,p))-J -

En ocasiones, a grad(H(q,p)).J se le llama el gradiente simpléctico de la
funcién H(q,p) : TR™ — R. Con esta presentacion, el sistema que acabamos de
mostrar es conservativo, si bien respecto a un producto diferente del usual.

Noétese que el ejemplo presentado en el tltimo apartado de la seccién anterior
es un caso particular de esta situacién, y la situacién que acabamos de mostrar
es a su vez un caso particular de una formulacién mucho maéas general, que es
caracteristica de la Mecdnica Analitica (en su formulacién hamiltoniana). En
el §2,5 veremos que esta formulacién hamiltoniana es invariante por la accién
de un grupo (al que llamaremos “simpléctico”) que deja invariante la matriz J
cuando actia por conjugacién.

4.4.3. Formulacién hamiltoniana generalizada

En la formulacién més general de la Mecanica Analitica que se presenta en
el §2,6, se sustituye el espacio ambiente TU por el fibrado tangente de una
variedad y daremos una versiéon mas directamente relacionada con el Calculo
de Variaciones. Por otro lado, el hamiltoniano cuadratico que hemos presentado
es de hecho la parte de orden 2 del desarrollo de Taylor de Hamiltonianos més
generales.

En la practica, no es facil determinar cuél es el ”verdadero” hamiltoniano
(si existe, es decir, si el sistema es conservativo). Por ello, se debe empezar
describiendo el marco general de la dindmica mediante un sistema conservativo
del tipo descrito y luego “perturbar” el sistema hasta que las soluciones del
sistema modificado tengan un comportamiento cualitativo similar al observado.

Si partimos del péndulo simple, por ejemplo, podemos extender facilmente el
andlisis del problema a una situacién de un péndulo forzado, pero la extension
deja de ser elemental cuando admitimos la existencia de “pequenas fricciones”
procedentes de la accién de un torque constante T
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&+ sen(x)+ei = T

Asimismo, incluso en el caso del péndulo, si introducimos perturbaciones no
lineales, el analisis es bastante mas complicado. El ejemplo tipico lo proporciona
el oscilador de Van der Pol dado por

i+x—ei(l—2%) =0

de gran interés para circuitos eléctricos elementales.

Ademis, la dindmica puede proceder de dos 6 més hamiltonianos que pueden
interferir 6 no entre si (en el caso mds elemental que acabamos de comentar,
esto corresponderia al acoplamiento de dos é més osciladores). En la parte de
Sistemas Dindmicos de Topologia Diferencial desarrollaremos estos tépicos desde
el punto de vista de la Teoria de Bifurcacion.

Miés adelante (ver §2,6) daremos una reformulacién en términos lagrangianos
(es decir, trabajando con L := E. — E, o en lugar de con el Hamiltoniano H)
de las ecuaciones del movimiento de Newton correspondientes al desplazamiento
de una 6 varias particulas cuya(s) trayectorias estdn contenidas en una variedad.
Para ello, es necesario desarrollar un lenguaje mas geométrico.
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5. Complementos

5.1. Conclusiones

En este capitulo se han mostrado diferentes aspectos vinculados al estudio
de variedades suaves M basado en las funciones f : M — R definidas sobre
M. El estudio de aplicaciones suaves f : N — P entre variedades diferenciables
se lleva a cabo en términos de cartas, lo cual permite reconducir el problema
al andlisis de varias variables reales. La nocién de germen de f en un punto
permite evitar el uso de coordenadas locales.

Una estrategia bésica consiste en linealizar las funciones, lo cual permite re-
emplazar el estudio de una funcién por el andlisis de su aproximacién de primer
orden. Esta aproximacién se puede describir en términos geométricos (vector
tangente), algebraicos (como derivacién del anillo local) o analiticos (desarrollo
truncado en serie de Taylor como primer ejemplo de jet). Para variedades sua-
ves, todas estas aproximaciones son equivalentes entre si; en el caso singular la
equivalencia no tiene sentido, pues pueden existir diferentes vectores tangentes
para cada una de las ramas que confluyen en un punto singular; por ello, sélo
se puede trabajar con las versiones algebraica o analitica local.

De manera andloga, las aplicaciones f : N — P entre variedades suaves se
pueden abordar usando propiedades algebraicas formales vinculadas al anillo
de gérmenes de C"-aplicaciones regulares en cada punto. Para ello, debemos
extender el formalismo algebraico a médulos de derivaciones sobre el anillo local
de (gérmenes de) funciones suaves f : N — R que denotamos mediante £(n, 1) =
&, o, con méas generalidad el &,-médulo ®PE,, de (gérmenes de) aplicaciones
f: N — P que denotamos mediante £(n,p); en el caso analitico, el anillo local
de (gérmenes de) funciones analiticas en € X se denota mediante &, , y el
moddulo de (gérmenes de) aplicaciones analiticas se denota mediante O(n,p).
Como £(n,1) y O(n,1) son anillos locales, las propiedades bdsicas formales
son similares, lo cual permite llevar a cabo un analisis simultaneo de los casos
diferenciable, algebraico y analitico.

La linealizacién de una aplicacién f : N — P en el par (z, f(z)) € N x P se
expresa en términos locales en términos de una aplicacion lineal entre los médu-
los de derivaciones que esta representada localmente por la matriz jacobiana en
el punto. Esta ‘presentacién permite extender las nociones de campo gradien-
te Vf de una funcién a la diferencial representada localmente por Jac(f). El
an4lisis de los cambios en la topologfa de las hipersuperficies de nivel f~1(y) de
f+ M — Ry su extension al caso de aplicaciones suaves f : N — P motiva el
estudio los puntos “singulares” de f caracterizados por la condiciéon de rango
no méximo, es decir, menor que inf(n,p) de la aplicacién diferencial df. Este
andlisis es la extensién natural del lugar critico de una funcién y conduce a una
primera nocién intuitiva de estratificacién para el caso diferenciable.

A pesar de la simplicidad de los conceptos y propiedades presentados, existe
un gran nimero de aplicaciones de este enfoque. Las més cldsicas (relacionadas
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con la Mecdnica Newtoniana, p.e.) o con aplicaciones sencillas a Robdtica o
Visién Computacional se presentan en diferentes partados (habitualmente al
final de las secciones). Otras mds avanzadas relacionadas con aplicaciones a
TIC se presentan en la ultima subseccién de esta seccién en el apartado de
retos.

5.2. Ejercicios
5.2.1. Caracter intrinseco de la aplicacion tangente

Comprueba que las nociones de aplicacién tangente y rango de f en x € X
estan bien definidas, es decir, no dependen de la elecciéon de las cartas. En
particular, esto implica que las nociones de punto regular y valor critico son
intrinsecas, es decir, independientes del sistema coordenado elegido.

5.2.2. Estructura diferencial de la circunferencia

Razona por qué no existe ninguna funcién continua definida globalmente
sobre la circunferencia S' C R? (Indicacidn: utiliza cartas).

Este ejercicio tiene una gran importancia para las aplicaciones relacionadas
con el diseno, la ejecucién y el control de movimientos de mecanismos planares
en Robética, incluyendo la incorporacién de discontinuidades (switching) para
los dispositivos de realimentacién. Asimismo, orienta el problema hacia la cons-
trucciéon de campos vectoriales que proporcionen impulsos en regiones planares
cuyos efectos puedan recubrir la circunferencia. En virtud del Teorema de Euler,
cualquier rotacion esférica es composicion de tres rotaciones planares, por lo que
esta construccion se extiende de forma natural al caso 3D.

5.2.3. Inmersiones locales

Comprueba que la aplicacién f : R? — R? dada por f(z,y) = (e®cosy, e®seny)
es un isomorfismo local (es decir, su diferencial es inyectiva), pero f no es in-
yectiva (representarlo).

5.2.4. El complementario de una semirecta en el plano

Consideremos el sistema coordenado dado en la regién R := R2—Ox* (donde
Oz denota la parte no negativa del eje de abscisas) por las coordenadas polares;
es decir, tenemos una aplicacién P : R — R? que a cada par (z,y) le asocia
el par (r,6), donde r := (2% 4+ y*)'/? y 0 := arctg(y/z). Comprueba que la
funcién inversa estd dada por P~1(r,0) = (rcos(f),rsen()) y que las derivadas
direccionales estan dadas por

%*f(%y) = Dy f(x,y).cos0(x, y) + Da f(x,y).senf(z, y)
Fg(xa y) = le(J?7 y)[ir(aa y).sen@(x, y)] =+ DQf(I7 y)[T’(I, y).COS&(:L‘, y)]
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De este modo, comprobamos analiticamente (segin [S], Vol.1, §2) que el
vector tangente a la circunferencia con centro el origen que pasa por el punto
(z,y) estd dado en coordenadas polares por (—senf(z,y), cosd(x,y)), por lo que
es ortogonal al vector de posicién del punto (razonarlo). Con una notacién mas
tradicional, podemos escribir las igualdades anteriores de la forma

% = %0059 + %senﬁ = %% + %%
of  _  Ofy_ of — 9f oz o1 9y
57 = ar[—r.senf] + 6y7‘.c039 = o5t 5590

5.2.5. Estructuras diferenciables sobre el espacio cartesiano

Demuestra que las estructuras globales dadas por cada una de las cartas
siguientes sobre R no son compatibles: ¢(x) = x y (z) := 2® (aunque la
aplicacién R — R sea biyectiva). Sin embargo, la aplicacién f(z) := z/3 es un
difeomorfismo local entre ambas estructuras.

Nota.- Sobre R™ para n # 4 cualquier estructura diferenciable es difeomor-
fa a la trivial. Sin embargo, este resultado deja de ser cierto para n = 4 (la
demostracion es bastante dificil y se debe a Donaldson, 1983).

5.3. Practicas
5.3.1. Calculo diferencial sobre espacios de Banach

Escribe la regla de la cadena en forma vectorial para la diferencial de una
composicion de aplicaciones sobre espacios de Banach. Enuncia y repasa la de-
mostracién el Teorema de la Funcién Inversa para espacios de Banach (Indica-
cion: ver Choquet-Bruhat et al, p.91; 6 el §2,5 de [Abr88] ).

Nota.- Este ejercicio muestra que los principios bésicos de la Geometria
Diferencial se pueden extender a espacios de Banach, aunque no haremos uso
de esta extensién en este Curso. La extension de la Geometria Diferencial de
Variedades a espacios de Hilbert proporciona una aproximacién geométrica a
diferentes aspectos de la Mecanica Cudantica, incluyendo la equivalencia entre
modelos métricos asociados a diferentes operadores.

La préctica consiste en realizar un informe sobre el enfoque de Von Neumann
de geometrizacién del Andlisis Funcional en el marco de la Mecanica Cuantica.

5.3.2. Revisitando la proyeccién estereografica

Consideremos la esfera n-dimensional de radio unidad

S" = {z e R"|z|*> = 1}

14 R.Abraham, J.E.Marsden and T.Ratiu: Manifolds, Tensor Analysis and Applications,
Springer-Verlag, 1988.
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La ecuacién de la recta que pasa por N = (1,0,...,0) y un punto arbitrario
p € S™ con coordenadas (xg, - .., Z,) se escribe en forma continua como
Xo—-1 X1 X,
xo—1  x1 oz,

Esta recta corta al hiperplano ecuatorial Xy = 0 en el punto

T Tn

)

Verifica que la proyeccion construida es biyectiva y define un difeomorfismo de
Uy = S™\N sobre el hiperplano R™. Andlogamente, si tomamos ahora el polo
sur S = (—1,0,...,0), larecta que pasa por Sy p € S corta al plano ecuatorial
en el punto

mN(P) = (htn) = (o

T In )
L+z " 1+

y nuevamente la proyeccién construida es biyectiva y define un difeomorfismo
de U_ = S™\S sobre el hiperplano R". La restriccién de la composicién a la
interseccién Uy N U_ de los abiertos coordenados define una aplicaciéon mg o
77;,1 : R" — R™ que se obtiene eliminando zg,z1,...,z,). Ahora bien, como
x; = (1 — x9)t;, sustituyendo en la ecuacién de la esfera obtenemos

7-‘—S(p) = (tllv"'vt;) = (

n

L= lz)® = af + (1 - 20)* Y17 = 2§ + (1 — 20)*t°
=1

que resolvemos como una ecuacién de segundo grado en zg:
(1+tH)af — 2220+ (t* —1) = 0

lo cual nos da la raiz zg = 1 que corresponde al punto excluido y la raiz

t2—1 ) 2 I+ 2t?
To = —Tg=—5—7, To= 5
Oy o7 21 0T e
por lo que
2ti / Ty t;

=

i =(1—-20)ti = 5—— t, =

i= (1 -ao)t 241 T 14z 2
De este modo vemos que los cambios de carta estdn dados por t; = t/t? lo
cual permite dotar a la esfera n-dimensional S™ de una estructura de variedad

diferenciable con dos cartas.
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Fig. 18: Visualizaciones del Plano Proyectivo P2 en 3D

5.3.3. El plano proyectivo como variedad diferenciable

Definimos la distancia entre dos rectas del plano como el minimo &ngulo
entre ambas; esto convierte al plano proyectivo real RP? en un espacio métrico.
Los puntos del plano proyectivo estdn representados por 3-tuplas (zg : z1 : z3)
definidas salvo factor de proporcionalidad, es decir, no todas nulas; por ello,
23 + 22 + 23 > 0. Como no se tiene una descripcién en términos de ninguna
ecuacién implicita, se recubre al plano proyectivo real RP? mediante tres cartas
(D4 (2:), pi) donde

ZL 22y 2 4 0)

Di(z;):={(xo:x1:22) | z; #0} ~ {(@ : 2

T Ty Xy
son los abiertos coordenados y @; : Dy (x;) — R? es la deshomogeneizacién
con respecto a la variable x; para 0 < ¢ < 2. Demuestra que la aplicacion
D, (z;) — R? dada por la asignacién que a cada terna (522t 22) le lleva en
el par de elementos con coordenada no siempre igual a 1 sobre el abierto coorde-
nado define una C"-equivalencia, mostrando que la inversa tiene también rango
méximo. Esta construccién dota al plano proyectivo real RP? de la estructura
de C"-variedad con un atlas minimal de tres cartas. Extiende esta construccion
al caso del espacio proyectivo n-dimensional RP™ (;cudntas cartas se requieren
como minimo?).

La préctica consiste en entender las diferentes representaciones asociadas a
la visualizacién del plano proyectivo en R? que, forzosamente adquiere singula-
ridades. En la figura siguiente se proporcionan varias representaciones asociadas
a puntos pinzados (cross-cap), la superficie Romana (Steiner) y la superficie de
Boy 15

Nota.- El enfoque presentado en este apartado se extiende de forma natural a
cualquier otra variedades proyectiva, aunque la visualizacion sea bastante més
complicada que la descrita més arriba; ver [Sha72]'® para una aproximacién
clésica.

15 tomado de https://mathoverflow.net/questions/135991 /visualization-of-the-real-
projective-plane/136035#136035
16 I.R.Shafarevich: Basic Algebraic Geometry, GMW 213, Springer-Verlag, 1972
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5.3.4. Forma local en el entorno de un punto regular

Sea f € C"(U,R) definida localmente en un pequeno entorno U C R™ de un
punto po. Demuestra que se puede elegir un sistema coordenado local (V, @) en
un entorno de pg € U tal que f estd dada por

n

f() = f(Po) + Y (' —pp)¢'  VpeV cong=(4"....0")

i=1

Indicacion: Elige coordenadas locales dadas por (z!,...2") de modo que la
imagen de z(po) sea el origen 0 de coordenadas y utiliza el Teorema Fundamental
del Célculo para expresar

1 n 1 o;vf1
f(@)—1(0) = / Sl(fea (e, stade = / ATOL ) (1 am)

0

Nota.- Una consecuencia elemental de este ejercicio muestra que los vectores
(0/0z") para i = 1,...n dan una base para el espacio tangente T,U (ver §1,4
para notacién y resultados relacionados).

La idea expuesta en la demostracién de este ejercicio se usa también en la
demostracién del Lema de Morse que da la forma local de una funcién en el
entorno de puntos criticos no degenerados (es decir, tales que Hess(f)(p) es
una forma cuadratica de rango maximo). a

Reformula la condicién de inmersion y submersién local para una aplicacion
f€C"(M,N) entre dos C"-variedades M y N, donde r > 1.

5.4. Retos

Se proponen cuatro retos correspondientes a aplicaciones de los materiales
presentados en este capitulo a otras areas de conocimiento, segin un orden
creciente de dificultad.

5.4.1. Politicas de ajuste en Macroeconomia

Los modelos bésicos (aunque no elementales) de Equilibrio en Macroeco-
nomia Keynesiana parten de sistemas de ecuaciones en los que se iguala la
oferta y la demanda tanto en la producciéon de bienes manufacturados como en
la oferta y demanda monetarias. Estos modelos no son estéticos, pues una mo-
dificacion de las condiciones de oferta y demanda en uno de los macrosectores
induce modificaciones en el otro. La formulacién més sencilla utiliza herramien-
tas de Estatica Comparativa, en la que se analizan el estado actual como si fuera
una “instantdnea” representable mediante hiperplanos (rectas si s6lo se analizan
dos variables) con comportamiento variable en funcién de la interaccién entre



5 Complementos 63

diferentes agentes. Obviamente, dichos hiperplanos son los subespacios tangen-
tes a las foliaciones que representan las soluciones de un modelo diferencial
estructural mas amplio.

Para fijar ideas, se empieza considerando el modelo keynesiano IS-LM en Ma-
croeconomia (en realidad debido a Hicks) donde I es la inversién, S el ahorro, L
la oferta monetaria (liquidity) y M la demanda monetaria para los 2-espacio I.S
(mercado de bienes) y LM (mercado monetario), respectivamente. Las politi-
cas fiscales modifican el equilibrio en el plano IS, mientras que las politicas
monetarias modifican el equilibrio en el plano LM. Si se toman las funciones
ISLM como las coordenadas locales del modelo se obtiene una representacion
“natural”.

Una politica inteligente consiste en modificar de forma alternativa y anticicli-
ca unas y otras, algo muy alejado del dumping fiscal que unos estados ejercen
contra otros y de la estipida politica del Banco Central Europeo y de sus acdli-
tos. Ante la imposibilidad de llevar a cabo una convergencia en el terreno fiscal,
el Banco Central Europeo se empena en actuar sélo sobre la componente LM,
evitando cualquier coordinacién en politica fiscal y dando lugar a méas desequi-
librios entre estados; ello da lugar de forma inevitable al estancamiento o al
retroceso 7.

La préctica consiste en introducir los sistemas integrables de ecuaciones dife-
renciales y las soluciones correspondientes (hojas de una foliacién) cuyos espacios
tangentes proporcionan el modelo de estatica comparativa descrito mas arriba
(ver mis apuntes sobre Modelos Geométricos para Macroeconomia).

5.4.2. Espacios de configuraciones y trabajo en Robética

La reduccién de una junta esférica (rotacién en 3D) a juntas rotacionales pla-
nares es una simplificacién matematica que puede resultar abusiva para algunas
aplicaciones. En particular, no incluye la presencia de juntas traslacionales de
las que disponen un gran nimero de robots. En ocasiones es necesario trabajar
directamente con transformaciones euclideas en el espacio ordinario. El grupo
de transformaciones euclideas SE(3) es un grupo 6-dimensional definido como
el producto semidirecto del grupo de rotaciones por el grupo de traslaciones que
es una variedad no-lineal.

En este caso, las trayectorias éptimas (geodésicas) a realizar por el efector
final del robots deben describirse directamente sobre la variedad, aunque pue-
den ser aproximadas por su discretizacién dada sobre copias “suficientemente
préximas” del espacio tangente. El control para la ejecucién de tareas por parte
de los mecanismos del robot se lleva a cabo sobre el espacio tangente en puntos
préximos (ver Fig.19).

Algunos robots tienen componentes que no son reducibles a sistemas de
barras y juntas rotacionales; un ejemplo tipico estd dado por plataformas de
Stewart que cuentan con dos “platos” conectados entre si mediante un sistema
de barras extensibles (juntas prisméticas) que no estdn contenidas en ninguno

17 Para més detalles ver G.Mankiw: Macroeconomia (1994)
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Fig. 19: Geodésicas en el grupo Euclideo
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Fig. 20: Plataforma de Stewart simétricas

de los planos correspondientes a dichas plataformas con juntas esféricas en los
extremos. Estos robots se utilizan p.e. para simuladores de vuelo.

La cinematica ocupa un lugar intermedio entre la Geometria y la Dindmica
del Robot. En la cinemédtica no se considera el origen de las fuerzas 6 mo-
mentos asociados a los mecanismos. En particular, la cinemética prescinde de
efectos fundamentales correspondientes a fenémenos inerciales y los mecanis-
mos de anticipaciéon o compensacién que permiten mejorar el rendimiento de los
dispositivos robdticos. Estos aspectos requieren herramientas mas avanzadas de
dindmica que son una extensién natural de la mecdnica newtoniana (ver final
de este capitulo) y su reformulacién lagrangiana (que se desarrolla a partir del
capitulo 5 del médulo Ajs).

FEl reto consiste en dar una descripcion completa de los espacios de configu-
raciones y de trabajo de una plataforma de Stewart (ver Fig.20).

5.4.3. Asistencia a la producciéon de contenidos multimedia

Para fijar ideas, supongamos que se desea extraer informacién asociada a la
captura de datos de un actor real mediante dos o0 mas camaras sincronizadas de
video'®. La identificaciéon de puntos homdlogos en las diferentes vistas (extraidas
a partir de cada secuencia de video) da lugar a puntos 3D que proporcionan
elementos de control para el pegado de datos.

18 El marco general para este “ejemplo” es el video 3D que se desarrolla en el médulo Bsg
de la materia Bg (Visién Computacional).
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Fig. 21: Diferentes estrategias de animacién para generar actores virtuales

El enlazado de dichos puntos se modela inicialmente en términos de (produc-
tos de dos) curvas tipo snake (racionales con pesos) con geometria variable. El
comportamiento de dichas curvas (6 de las superficies producto tipo B-spline)
se modela siguiendo puntos de control (salient features). Para ello, es necesa-
rio disenar e implementar una realimentacion entre las versiones lineal a trozos
(mallas triangulares vs cuadrangulares) y la suave a trozos (asociada a trozos
de curvas y superficies dadas frecuentemente de forma implicita).

El lugar discriminante para una proyeccion es el contorno aparente asociado
a todos los puntos en los que el cono proyectante es tangente al objeto (incluye
arrugas de ropa de actores, p.e.). El borde exterior de su proyeccién sobre ca-
da plano de imagen es la silueta del objeto observado que se puede capturar a
partir de infrarrojos. El problema a resolver consiste en controlar el transvase
de informacién entre los PL y PS-modelos y en asociar de forma automética
elemento geométricos (curvas 6 superficies) de grado bajo a los elementos que
acotan los objetos de interés. La fig.21 (tomada de Yann Savoye ) ilustra la
animacién de mallas convencionales superpuestas a modelos volumétricos en
relacién con la animacién basada en una “jaula” (envolvente convexa vs envol-
vente visual) de forma variable que se va ajustando a la geometria cambiante
del objeto deformable

5.4.4. Interacciones en Mecanica de Medios Continuos

El caracter no-lineal de la mayor parte de los modelos de interaccion sugiere
una primera aproximaciéon en términos de las insuficiencias que presenta el mo-
delo lineal. Una estrategia habitual, consiste en linealizar el problema pasando
al espacio tangente de los"gérmenes asociados a los flujos de campos vectoriales
o tensoriales. La comparacién entre las observaciones originales y las soluciones
asociadas a la linealizacién, sugiere una accién simultanea sobre los espacios de
partida (correspondientes a los sistemas de ecuaciones) y de llegada (correspon-
dientes a las soluciones). Dicha accién se representa mediante difeomorfismos
que actian sobre ambos espacios de forma independiente (accién producto) é
bajo condiciones de “ligadura” (que se representan sobre el grafo); dichas accio-
nes se representan mediante la A y la K-equivalencia respectivamente.

La linealizacién de la accién del producto (directo o semidirecto) de grupos
de difeomorfismos da lugar a un producto (directo o semidirecto) de acciones

19 http:/ /www.animlife.com/sigasial0.php
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del grupo lineal general. La introduccién de restricciones adicionales vinculadas
a estructuras métricas (grupos especial ortogonal 6 unitario, p.e.) , simplécticas
generalizadas (grupo simpléctico o de contacto de la Mecdnica Analitica) é de
fluidos ideales (grupos especial lineal) dan lugar a una restriccién de la accién
anterior. La extension de estas restricciones a los difeomorfismos permite dotar
de “mds estructura” a las A y la K-acciones consideradas mas arriba.

Los resultados fundamentales de este marco para sistemas aislados (que sélo
interactian con ellos mismos) se engloban dentro de la teoria KAM (Kolmo-
gorov, Arnold, Moser) desarrollada en los afios sesenta. El reto (muy dificil)
consiste en llevar a cabo una reformulacién de la dindmica entre diferentes sis-
temas abiertos continuos para obtener modelos de la interaccién entre atmosfera
y océano. 20

20 Para detalles y referencias ver mi introduccién a la materia B; (Computational Mechanics
of Continuous Media) o a los diferentes médulos Bj; de dicha materia



