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Introduccién al Curso

0.0.1. Contenido del Curso

El presente documento desarrolla el primer médulo de materiales relacio-
nados con Variedades Diferenciables y Fibrados. En estos dos tépicos de la
Geometria Diferencial confluyen una diversidad de ideas, técnicas y aplicacio-
nes que ponen de manifiesto su vitalidad e interés para otras dreas de conoci-
miento. Los problemas fundamentales a resolver en cualquier geometria son la
caracterizacion y la clasificacién de C"-objetos (variedad y aplicaciones) médulo
C"-equivalencias. Para r = 0 se tiene el marco topolégico con los homeomor-
fismos como grupo estructural para la clasificacién !. El marco topolégico es
demasiado general y para dotarle de un caracter mas practico, se consideran los
casos

= diferenciable para r = oo con los difeomorfismos como grupo estructural;

= analitico para r = w (equivalente al caso holomorfo cuando el cuerpo
base son los complejos) con las transformaciones bianaliticas como grupo
estructural;

= algebraico para r = rat (fracciones racionales como cocientes de polino-
mios) con las transformaciones birracionales como grupo estructural.

En esta asignatura so6lo se considera el caso r = co. De una forma un tanto
vaga, puede decirse que este caso “cubre” también el casor = kparal < k < oo
pues las aplicaciones de clase C'°*° son “densas” en las aplicaciones de clase C”
para 1 <r < oo, resultado que deja de ser cierto para r = 0. La demostracién de
este resultado es no trivial y se presenta en el médulo 1 de Topologia Diferencial
2. Este resultados justifica la restriccién a los objetos de clase C™ que es el
enfoque tipico de la Geometria Diferencial para caracterizar y clasificar objetos
(variedades y aplicaciones) modulo difeomorfismos 3

En cualquier caso, los problemas fundamentales de caracterizacién y clasifi-
cacion moédulo C"-equivalencias son muy dificiles de abordar directamente. Por
ello, se adopta una estrategia general que consiste en superponer estructuras
mas sencillas que son “localmente triviales”; es decir, producto cartesiano de un
abierto del espacio base por una fibra que puede ser un espacio vectorial, un
modulo sobre un anillo o una variedad con estructura muy simple. En muchas
aplicaciones, la condicién de diferenciabilidad correspondiente r = oo es exce-
siva; por ello, es conveniente contar con estructuras intermedias y adaptar los
resultados del caso diferenciable bajo hipdtesis menos restrictivas.

El curso completo tiene 7 mdédulos y estd orientado a mostrar métodos de
la Geometria Diferencial y aplicaciones a Fisica Tedrica, Teoria Econémica e

1Un homeomorfismo es una aplicacién biyectiva y bicontinua
2Para una demostracién ver p.e. M.W.Hirsch: Differential Topology, Springer-Verlag, 1974
3Un difeomorfismo es un homeomorfismo diferenciable con inversa diferenciable
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Ingenieria. El material esta previsto para dos cursos académicos y en funcién de
la orientacién de los cursos se deberdn seleccionar los materiales mas apropiados.
El médulo 7 trata de los aspectos geométricos y topoldgicos relacionados con
los diferentes tipos de interaccién (gravitatoria, electromagnética, débil y fuerte)
que se presentan en la Naturaleza.

A continuacién se incluye una relaciéon de los 7 médulo s que componen el
Curso junto con algunas de las motivaciones méas importantes para cada uno de
los mismos.

1. Variedades Diferenciables y Lineales a trozos: La motivacion prin-
cipal esta dada por la construccién de modelos globales curvados que re-
sultan de “pegar” datos que son localmente C"-equivalentes a espacios
cartesianos K (reales o complejos, habitualmente). El cardcter basico de
los trozos cartesianos a pegar es la clave para extender el Andlisis Diferen-
cial e Integral al resultado curvado del pegado. Los tépicos mds relevantes
son: Descripcién de estructuras, existencia, compatibilidad, operaciones
elementales, aproximaciones lineales a trozos. Construcciéon de Variedades
a partir de morfismos. Transversalidad. Tipos particulares de variedades.
Campos vectoriales.

2. Linealizaciéon de Variedades y Morfismos: La motivacion principal
estda dada por la introduccién de técnicas efectivas que permitan “linea-
lizar” los problemas reduciéndolos a cuestiones que localmente se resuel-
ven mediante Algebra Local y Anélisis Diferencial local. Los tdpicos mds
relevantes son: Fibrados vectoriales. Propiedades de fibrados tangente y
cotangente como linealizacién de variedades y de la linealizacién de morfis-
mos (diferencial de una aplicacién) en términos de las estructuras lineales
(fibrados tangente y cotangente). Aplicacién a grupos de Lie.

3. Célculo Tensorial en Variedades:: La motivacion principal esti da-
da por la construccién de “objetos globales” que se “comporten bien” por
cambio de carta y, por tanto, permitan identificar y gestionar sus propieda-
des independientemente de la eleccién del sistema de coordenadas locales.
Los tépicos mds relevantes son: Operaciones multilineales sobre tensores
de tipo (r,s) (r copias del fibrado cotangente y s copias del fibrado tan-
gente). Métricas sobre variedades. Extensiones a objetos invariantes sobre
variedades. Aplicaciones elementales en Fisica e Ingenieria. Mecéanica de
medios continuos.

4. Formas Diferenciales: La motivacion principal estd dada por la nece-
sidad de desarrollar herramientas de Célculo Diferencial sobre Variedades
de una forma intrinseca (independientemente de la eleccién del sistema
coordenado) en relacién con cuestiones de desplazamiento (real o aparen-
te), deformaciones o cualquier otro tipo de modificaciones que se puedan
expresar en términos de ecuaciones diferenciales o en derivadas parciales.
Los topicos mds relevantes son: Potencias del fibrado cotangente. Célculo
diferencial exterior. Foliaciones. Propiedades intrinsecas sobre variedades.
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Invariantes Diferenciales. Cohomologia de DeRham. Clasificacién de va-
riedades.

5. Integraciéon en Variedades: La motivacion principal estd dada por la
necesidad de desarrollar herramientas de Calculo Integral sobre Variedades
de una forma intrinseca, incluyendo la resolucién de los sistemas diferen-
ciales presentados en el moédulo precedente. Los tdpicos mds relevantes
son: Pegado de integrales locales. Particiones de la unidad. Orientacion
y forma de volumen. Métricas. Integrales sobre variedades riemannianas.
Elementos de Teoria de DeRham-Hodge. Elementos de variedades mini-
males.

6. Conexiones: La motivacion principal estd dada por la necesidad de ex-
presar y representar cémo se lleva a cabo el “desplazamiento” de objetos
geométricos (eventualmente deformables) a lo largo de variedades, tenien-
do en cuenta la geometria intrinseca de la variedad cuyos invariantes ex-
presamos en términos de diferentes tipos de curvaturas. Los tdpicos mds
relevantes son: Traslacién de objetos invariantes sobre variedades. Dife-
rentes tipos de conexiones. Tensores de curvatura. Invariantes topoldgicos.
Polinomios invariantes sobre espacios de matrices. Clases caracteristicas
de fibrados. Interpretacién fisica de invariantes topoldgicos.

7. Unificacion de interacciones: La motivacidn principal estd dada por las
Teorfas de Unificacién de los diferentes tipos de interaccién (gravitatoria,
electromagnética, débil, fuerte) que aparecen en Fisica. Los tdpicos mds
relevantes son: Tipos de interaccién. Interaccién gravitatoria (Newton,
Einstein). Interaccién electromagnética (Maxwell). Campos gauge (Car-
tan, Weyl). Carga topoldgica y grado de aplicaciones. Funcional de Yang-
Mills. El modelo estandar. El problema de la gran unificacién. Supercuer-
das.

Debido a limitaciones temporales, actualmente sélo se imparte un Curso
Bésico en el Grado de Matematicas que contiene una versiéon reducida de los
modulos 1, 2, 4 y 5, a razén de un médulo al mes. La versiéon expandida, asi
como una redaccién antigua de los otros médulos estan disponibles en mi pagina
web (https://www.mobivap.es/miembros/javier-finat/ )

Sobre la nocién de variedad

Béasicamente, una variedad es el resultado de “pegar” abiertos U; que son
equivalentes a trozos de espacios cartesianos con estructura muy sencilla me-
diante C"-aplicaciones regulares ¢; (con inversa regular) que son “equivalen-
cias” en la categoria correspondiente. Asi, p.e. en la categoria topolégica, es
decir, para r = 0, los objetos a pegar son conjuntos abiertos y las aplicaciones
son continuas; en este caso, las C"-equivalencias son aplicaciones biyectivas y
bicontinuas (es decir, continuas y con inversa continua). La clasificacién médulo
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homeomorfismos es muy tosca desde el punto de vista geométrico, pues sélo uti-
liza propiedades muy generales relacionadas con diferentes nociones de conexion,
compacidad o separacién; se estudia en Topologia General.

Para resolver multitud de problemas practicos, se requiere introducir crite-
rios mds finos vinculados a estructuras de tipo diferencial r = oo (equivalencias
dadas por difeomorfismos), algebraico r = rat (equivalencias dadas por funcio-
nes racionales, es decir, cocientes de polinomios del mismo grado) 6 analitico
r = w (equivalencias cuyas componentes locales tienen desarrollo en serie con-
vergente en cada punto, tanto ella y su inversa). De cara a la caracterizacién
y clasificacién de objetos (variedades y morfismos), el primer problema que se
plantea es la unicidad o no de la C"-estructura superpuesta. En general, un
mismo espacio topoldgico puede soportar diferentes C"-estructuras que no son
C"-equivalentes entre si. Por ello, interesa desarrollar técnicas que permitan
identificar dichas estructuras en términos de invariantes computables. Para fijar
ideas y por las razones comentadas mas arriba nos centramos en el caso r = co.

El espacio cartesiano R™ soporta diferentes estructuras lineales (métrica,
afin, proyectiva) é no-lineales (algebraica, diferencial, analitica) inducidas por
alguna C"-aplicacién ¢ : R — U que es una C"-equivalencia sobre su imagen;
a dicha aplicacion se le llama una parametrizacion. El “pegado” de datos loca-
les se lleva a cabo mediante las inversas ¢ de las parametrizaciones. Por ello,
el pegado sobre las intersecciones U; N U; de abiertos se realizar mediante la
composicién ¢; o cp;l de las C"-equivalencias ¢; sobre el lugar ¢;(U; NU;) en el
que la composicion estd bien definida. Esta construccién conserva la estructura
lineal 6 la no-lineal superpuesta (algebraica, diferencial, analitica) a un espacio
cartesiano. Por ello, mediante dicho “pegado”, se obtienen variedades lineales
a trozos, o bien variedades no-lineales a las que se etiqueta como variedades
algebraicas, diferenciables é analiticas, respectivamente. El objetivo central de
este curso de Geometria Diferencial es el estudio de variedades diferenciables
asi como las estructuras que podemos superponer sobre ellas y su comparacion
(mediante aplicaciones o, con més generalidad, morfismos); no obstante, buena
parte de las técnicas presentadas son extrapolables a otras “categorias”.

0.0.2. Comentario sobre aplicaciones de la Geometria Di-
ferencial

Desde el punto de vista histdrico, la motivacion inicial de la Geometria Di-
ferencial es la representacién cartografica de la Tierra de una forma tan precisa
como sea posible. La naturaleza curvada del objeto a representar mediante ma-
pas 6 “cartas” da lugar a diferentes estrategias para el pegado y una estimacién
de la distorsién métrica asociada a los distintos modos de representacion. La
distorsiéon se genera al proyectar sobre un plano una superficie curvada, p.e..
Desde la segunda mitad del s.XVI ya se conocian diferentes modelos de proyec-
cién para cartas de navegacién, destacando la de Mercator que da nombre a uno
de los sistemas mds utilizados en la actualidad. Cada sistema de representacién
presenta un tipo diferente de distorsién que requerian una aproximaciéon mé&s
general y sistematica; de ahi la necesidad de medir con precisién los meridianos
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Laincorporacién de métricas sobre superficies fue llevada a cabo por K.F.Gauss
a finales del s.XVIII y principios del s.XIX, incluyendo el primer estudio sis-
temético de propiedades intrinsecas y extrinsecas de una superficie. La extension
a dimensién arbitraria fue iniciada por B.Riemann (1854) quien lleva a cabo la
primera sistematizacién de las estrategias de pegado para obtener variedades de
forma abstracta en el sentido actual. Desde mediados del s.XIX la Geometria
Diferencial se ha aplicado a todas las ramas cientificas y tecnolégicas del saber.
Por ello, resulta imposible pasar revista siguiera a las mas significativas; algu-
nas de ellas se muestran a lo largo de estas notas y otras se presentan en los
Cursos relacionados con Ingenierfa y Teoria Econdémica. En esta subseccién sélo
se esbozan algunas ideas muy toscas para

= familiarizar al estudiante con tépicos de una aplicacion mas inmediata y
cercana a los contenidos de los primeros médulos;

= mostrar la utilidad para un desarrollo mas sistematico y global de aspectos
que presentan un grado de elaboracion en ocasiones bastante limitado en
relacién con los conocimientos disponibles procedentes de diferentes areas
de las Matemaéticas.

Las aplicaciones de la Geometria Diferencial a otras areas del conocimiento
(Fisica e Ingenierfa, sobre todo) han precedido frecuentemente a los desarrollos
formales; por ello, desde el punto de vista matematico no deberian considerar-
se como aplicaciones, sino como motivaciones. Las “aplicaciones” actualmente
mas profundas conciernen a la Fisica Tedrica; estos desarrollos requieren cono-
cimientos adicionales que ya no se imparten en los estudios de Matemaéticas.
Por ello, en la versién ampliada de estas notas sélo se presentan aspectos muy
elementales que s6lo requieren conocimientos bésicos y que ilustran algunos de
los conceptos introducidos y resultados obtenidos ®.

La simultaneidad en los desarrollos de Fisica y de Mateméticas pone de ma-
nifiesto una profunda unidad entre ambas que se manifiesta como la constante
reelaboracién de un lenguaje para comprender la realidad a diferentes niveles.
De forma complementaria, en la versién ampliada del Curso Bésico se presen-
tan algunas aplicaciones sencillas de la Geometria Diferencial relacionadas con
aplicaciones en Teorfa Econémica (Micro, Macro y Comercio Internacional) y
a otras ramas de Ingenierfa Industrial (Robética, Dindmica de Fluidos, p.e.) é
Informatica (Visién por Computador, Renderizacién, Animacién).

Generalidades sobre Fisica Teérica

En los seis primeros médulos se muestran aplicaciones de la Geometria Di-
ferencial a la Fisica Tedrica, segin un orden de complejidad creciente. Por ra-
zones histdricas, las primeras aplicaciones conciernen a la Mecdnica Analitica

4Esta tarea fue llevada a cabo a finales del s.XVIII por varias expediciones cientificas entre
las que destaca la dirigida por el matemaético espafol Jorge Juan

5La versién reducida estd en el servidor de Moodle; la versién ampliada se puede descargar
de forma libre de mi pagina web
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6 Racional, en sus formulaciones newtoniana y, més adelante, lagrangiana. La
unificacion entre diferentes formulaciones de la Mecanica Analitica se lleva a ca-
bo en términos de la invariancia de las ecuaciones del movimiento por la accién
del grupo simpléctico; una extensién de este enfoque a los diferentes tipos de
interaccion se reformula en términos de la invariacion de cada interaccién por
la accién de un Grupo Clésico (médulo 2). El formalismo del célculo Diferen-
cial Exterior (médulo 4) permite abordar de una forma sintética las leyes del
electromagnetismo de Maxwell. El desarrollo del Célculo Tensorial (médulo 3)
proporciona el lenguaje inicial para desplazar objetos evaluando su distorsion,
que es la base para la Relatividad General; las ” cantidades a conservar” (funcio-
nal de energfa, p.e.) 6 su modificacién en términos de la “curvatura del espacio”
se describen en términos de las conexiones y su distorsion en términos de los
diferentes tipos de curvaturas (médulo 6).

El médulo 7 tiene un cardcter més avanzado y esta orientado hacia las Teorias
de Unificacién de los diferentes tipos de interacciones que se presentan en Fisica
Teorica; estos tépicos requieren complementos de Topologia Diferencial por lo
que aparecen mas desarrollados en las notas de esta materia (ver los dos dltimos
modulos del Curso de Topologia). Para motivar estos desarrollos, recordemos que
en la Naturaleza existen 4 tipos de interaccion: gravitatoria, electromagnética,
débil y fuerte, dependiendo de la escala. Cada interaccién se representa mediante
un campo (escalar, vectorial, tensorial); la modificacién en las “cantidades obser-
vables” de los objetos geométricos como resultado de desplazamientos descritos
por conexiones sobre la variedad se evalia en términos métricos que dependen
de la curvatura de la conexion. Por ello, la unificacion sélo puede ser geométrica.

El formalismo basado en el uso de conexiones ha permitido unificar las in-
teracciones electromagnética, débil y fuerte en el llamado Modelo Estdndar; en
este modelo, el desplazamiento se produce como consecuencia de los campos de
Yang-Mills que adoptan diferentes formas dependiendo del tipo de interaccién.
La parte mas complicada actualmente concierne a la unificaciéon entre la inter-
accion gravitatoria con los otros tres tipos de interaccién. Este problema sigue
abierto en la actualidad y recibe el nombre de Gran Unificacion (GUT) cuya
formulacién requiere una cuantizacién de la interaccién gravitatoria. Un primer
modelo intuitivo para unificar las interacciones gravitatoria y electromagnética
presenta al espacio-tiempo en una dimensién en torno a la cual “vibra” la inter-
accion electromagnética a una escala “tan pequena” que resulta inobservable;
esta vibracién se interpreta como una “cuerda”’. Este modelo intuitivo resulta
ser incorrecto, pero proporciona una primera aproximacion al problema.

A lo largo de los afios ochenta surgen dos intentos de explicacién vinculados a
diferentes patrones de “agrupamiento” que sean compatibles con la propagacién
de fenémenos controlados por conexiones. Estos patrones reciben el nombre de
supercuerdas y de racimos; el modelo tedrico que da respuesta a més cuestiones
abiertas es el basado en supercuerdas. Lamentablemente, ain no se dispone
de un grado suficiente de desarrollo teérico y experimental para justificar uno
u otro paradigma. Cabe incluso la posibilidad de que, de forma andloga a la
naturaleza de la luz, la realidad sea algo mas complicada que la que pretenden
explicar las supercuerdas y los racimos. Es bien conocido el dicho de Feynman
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segun el cual la luz no es ni una onda, ni una particula, sino que se manifiesta de
ambas formas. Este hecho comtinmente aceptado en Mecanica Cuéntica, no tiene
aun su analogo en la interaccion gravitatoria, aunque la deteccién de gravitones
proporcionaria una primera evidencia experimental.

Generalidades sobre Teoria Economica

La Teoria Econémica se ocupa de la produccién y distribucién de bienes
y servicios en términos de los diferentes recursos disponibles (capital, trabajo,
tecnologias). Su objetivo fundamental es proporcionar modelos bésicos que per-
mitan explicar el comportamiento de mercados (como espacios sobre los que
actian diferentes agentes) a diferentes niveles incluyendo aspectos relativos a la
empresa, la economia nacional, el comercio internacional y las finanzas 6.

El comportamiento ideal de los mercados se rige por un equilibrio entre la
oferta y la demanda de los recursos disponibles y de las funciones que modifican
el comportamiento de los agentes. Este equilibrio no es una igualdad numérica
contable, sino que se representa mediante campos que actian sobre los espacios
que soportan la dindmica econémica. Los campos modifican el comportamiento
de los agentes quienes a su vez anticipan el comportamiento de los campos para
obtener un beneficio a partir del desequilibrio generado. La desigual distribucién
de los recursos disponibles a nivel regional, las rigideces de los diferentes mer-
cados, la destruccién de bienes como resultado del consumo o la obsolescencia
tecnolodgica, la escasez de recursos a nivel internacional y el comportamiento es-
peculativo de los agentes financieros mas relevantes son factores que distorsionan
la dindmica econdémica que aparece habitualmente descrita en los manuales.

Por ello y contrariamente a lo que se postula en la mayor parte de los tratados
al uso, el estado natural de los mercados no es el equilibrio sino el desequilibrio a
partir del cual los agentes obtienen el beneficio. Si funcionaran correctamente, los
estados o las instituciones financieras internacionales deberian ser las encargadas
de tratar de compensar las desigualdades y reconducir la econémica a “regiones
estables” préximas a equilibrios dindmicos. Lamentablemente, para economias
cada vez mas desreguladas en la que los agentes financieros campan a sus anchas
como los nuevos corsarios, utilizan a las agencias a su favor y trasladan los costes
a toda la poblaciéon mediante gobiernos a su servicio, esta pretensién esta cada
vez mas alejada de la realidad.

No obstante para entender la dindmica asociada a los diferentes tipos de
desequilibrio y poder reformular el papel regulador de las instituciones financie-
ras, es necesario entender en primer lugar el comportamiento en una situacion
ideal correspondiente al equilibrio. Por ello, el enfoque inicial para la Teoria
Econdmica estd basado en formulaciones progresivamente mas complejas de las
Teortas del Equilibrio General (GET); para alcanzar dicho equilibrio se utili-
zan inicialmente métodos de la Estatica Comparativa, segin una formulacién
similar a la Termodindmica del Equilibrio para Sistemas Cerrados. La estdtica

6Cada uno de estos tépicos se describe en un médulo de mi Curso sobre Métodos Diferen-
ciales en Teoria Econémica
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comparativa parte de modelos representados por hipersuperficies de nivel que
representan las hojas H,, de una foliacién F. De una manera intuitiva, los puntos
de equilibrio se calculan como puntos en los que una restriccién (coste, gasto,
presupuesto) es tangente a las hojas de la foliacién. Con més generalidad, se
trata de identificar valores criticos para distribuciones de campos definidos so-
bre variedades. Lamentablemente, este enfoque sélo es valido para economias
cerradas y en regiones proximas al equilibrio. Por ello, es necesario avanzar en
el modelado dindmico lejos del equilibrio.

Obviamente, no hay un unico tipo de comportamiento sobre cada espacio
econdmico, pues hay diferentes agentes tipicos que responden a diferentes es-
trategias. Esta “multiplicidad” de agentes y estrategias se expresa en términos
de distribuciones de campos o de sistemas diferenciales (duales de las distri-
buciones) que resultan ser més apropiadas cuando se desea evaluar los efectos
dindmicos. El estudio de las soluciones asociadas distribuciones de campos o de
sistemas diferenciales sobre el espacio econémico conduce de forma natural a in-
troducir foliaciones que permiten “organizar” la dindmica econémica en torno a
la optimizacién de funcionales (de forma anéloga a otras dreas de conocimiento)
7

La variacién en las restricciones (asociadas al problema de optimizacién)
da lugar a desplazamientos sobre la misma hoja (desplazamiento “horizontal”
para la conexidn) o bien de forma transversal (desplazamiento “vertical” para la
conexién). Esta formulacién tan simple se encuentra habitualmente ajena a la
mayor parte de los manuales de Teoria Econdémica, dando lugar a una casuistica
interminable y muy poco efectiva desde el punto de vista de cédlculos explicitos o
de interpretacién de la dindmica econémica. Asimismo, proporciona un soporte
para intervenciones que corrijan las desigualdades y derivas especulativas que
aparecen en la mayor parte de los mercados, tanto de bienes como de servicios;
tanto a escala nacional, como internacional. Por ello, dos contribuciones del
enfoque basado en Geometria Diferencial a la Teoria Econdémica estan basadas
en la introduccion de

» Andlisis Variacional sobre Foliaciones en relacién con los diferentes funcio-
nales que aparecen relacionados con cuestiones de Optimizacién y Control
(duales entre sf) sobre las diferentes dreas de la Teoria Econdmica.

= Dindmica lejos del Equilibrio (incluyendo andlisis de regiones cadticas)
para entender cémo se generan y se pueden corregir los desequilibrios
inducidos por diferentes agentes se incluye 2.

"El control por parte de entidades reguladoras es, desde el punto de vista matemético, un
problem dual del problema de optimizacién recién mencionado

8Los aspectos dindmicos se desarrollan en el médulo 6 de Topologia Diferencial, mientras
que las aplicaciones a Teoria Econémica aparecen en los médulos 4-6 del Curso sobre Métodos
Diferenciales en Teoria Econémica
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Generalidades sobre aplicaciones a Ingenieria

Las aplicaciones clasicas de la Geometria Diferencial a la Ingenieria estan
vinculadas a la Mecéanica del Sélido Rigido y se desarrollan a lo largo del s.XIX
(Lagrange, Legendre) dentro de la Mecdnica Analitica. Actualmente, las Geo-
metrias Simpléctica y de Contacto (incluidas en la Geometria Diferencial) pro-
porcionan el marco general para estos desarrollos y su extensién al caso de la
Electrodindmica.

La extensién a la Mecénica de Medios Continuos requiere reemplazar los
grupos cldsicos (subgrupos finito-dimensionales del grupo lineal general) por
subgrupos de grupos de difeomorfismos (o con més generalidad homeomorfis-
mos) que conservan funcionales como la energfa, el volumen o la curvatura p.e.;
el marco general para este enfoque estd dado por la Dindmica Computacional
de Fluidos, conimportantes aplicaciones a Ingenieria Naval 6 Aerondutica, p.e.
Las simulaciones relacionadas con la asistencia a la produccién de contenidos
multimedia se abordan en el médulo de Visualizacién Avanzada

El enfoque relacionado con TIC presta una especial atencién a cuestiones de
Robética, Vision Computacional y Visualizacién.

= Robotica: afecta p.e. a la realimentacién entre los aspectos cineméticos
y dindmicos para la realizacién de movimientos, optimizacién de su eje-
cucion en términos de grupos de Lie 6 al acoplamiento entre Geometria,
Cinematica y Dindmica, en términos de simetrias infinitesimales. Las apli-
caciones a dispositivos robdticos de asistencia a discapacitados iniciaron
su desarrollo a finales de los noventa. Previamente, es necesario llevar a
cabo una simulacién tanto de los dispositivos, como de las soluciones aso-
ciadas a las ecuaciones del movimiento que utiliza asimismo herramientas
de Geometria Diferencial y sus aplicaciones a cuestiones de Optimizacién
y Control.

= Vision Computacional: afecta p.e. al andlisis de movimiento (real 6 apa-
rente) de objetos sometidos a restricciones y al Reconocimiento de Patro-
nes (eventualmente deformables). En particular, la introduccién de una
métrica sobre el espacio de curvas simples, permite identificar la proxi-
midad entre perfiles de objetos y, por consiguiente, facilita la introduc-
cién de jerarquias para la clasificacién en relacion con Sistemas Expertos.
Proporciona asimismo soporte a la simulacién de efectos y animacion de
movimientos para objetos articulados con aplicaciones a la produccion de
contenidos multimedia en relacién con video 2D y 3D.

s Visualizacion Avanzada: Utiliza la jerarquia diferencial natural entre cam-
pos escalares, vectoriales y tensoriales para representar “cantidades cam-
biantes” y su evolucién espacio-temporal. La identificacién de invariantes
permite reconstruir objetos de una gran complejidad (utilizando mode-
los deformables con propiedades de elasticidad o plasticidad previamen-
te especificadas), reproducir movimientos volumétricos (érganos internos
de un paciente, p.e.), simular procesos complejos para medios continuos
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(Dindmica Computacional de Fluidos) 6 abordar cuestiones de renderiza-
cién (sintesis de imdgenes con apariencia 3D usando propiedades geométri-
cas y cinemadticas de la luz).

0.0.3. Introducciéon al médulo 1

En el primer médulo Variedades Diferenciables y Lineales a Trozos se mues-
tran diferentes aproximaciones a la nocién de variedad, junto con algunas apli-
caciones a Fisica e Ingenieria. Este médulo tiene un cardcter marcadamente
topoldgico; se recuerdan resultados de Topologia General y de Anélisis Dife-
rencial sobre R™. Se introducen algunas nociones més préximas a la Topologia
Geométrica y la Topologia Diferencial que son 1tiles para mostrar algunas de las
primeras aplicaciones. A la vista del caracter deformable de las C"-equivalencias
a considerar se revisan algunos aspectos topoldgicos.

La Topologia Geométrica tiene como objetivo la clasificacién de C"-variedades;
los casos més relevantes corresponden a r = 0 (variedades topolégicas objeto de
la Topologia Algebraica), r = oo (variedades suaves, objeto de la Geometria Di-
ferencial), r = alg (variedades algebraicas, objeto de la Geometria Algebraica)
y r = w (variedades analiticas, objeto de la Geometria Analitica). Este Curso
se ocupa sobre todo del caso suave 6 liso, es decir, de la construccién y clasifica-
cién de C"-variedades para r = oo; esta eleccion esta justificada por el caracter
“denso” de las C'*°-aplicaciones dentro de las C"-aplicaciones para 1 < r < oo
con respecto a la topologia compacta-abierta (este resultado es no-trivial y se
explica en Topologfa Diferencial; para detalles ver p.e. Hirsch).

La caracterizaciéon de C"-equivalencias es un problema muy dificil, salvo para
variedades 1-dimensionales en el que se dispone de una clasificacién completa.
Actualmente, sélo sabemos generar de manera efectiva C%-equivalencias (es de-
cir, homeomorfismos) mediante la integracién de campos vectoriales, pues dan
lugar a homeomorfismos locales. Por ello, la estrategia habitual para clasificar
C"-variedades es “indirecta’; dicho de otra forma, dadas dos C"-variedades N
y P, la estrategia consiste en los pasos siguientes:

1. Construir estructuras superpuestas como p.e. fibrados, foliaciones, fibra-
ciones, (pre-)haces, espacios anillados (segiin orden creciente de dificul-
tad); en este curso, sélo se consideran fibrados y foliaciones.

2. Calcular invariantes topoldgicos I({x) e I(€p) de las estructuras super-
puestas; a estos invariantes se les llama clases caracteristicas porque “ca-
racterizan” la estructura superpuesta (modulo homotopfa).

3. Si I(¢n) # I(Ep) entonces las C"-estructuras no son equivalentes y, por
consiguiente, las variedades base tampoco.

SiI({n) = I(€p), no es posible garantizar que las estructuras sean C"-equivalentes:
Dos C"-variedades pueden tener los mismos invariantes (clases caracteristicas)
y, sin embargo, no ser C"-equivalentes. Por consiguiente, es necesario disenar
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estrategias de clasificacién “maés finas” que permitan discriminar entre C"-tipos
de variedades. En la Topologia Algebraica de Variedades se muestran diferentes
estrategias para abordar este problema.

El objetivo de la Topologia Geométrica es la clasificacion de C"-variedades;
por ello, afecta a variedades diferenciables, algebraicas y analiticas. La utili-
zacion de C"-estructuras superpuestas y el calculo de invariantes para dichas
estructuras da lugar a que tenga un solapamiento importante con la Geometria
Diferencial; este solapamiento concierne sobre todo a la utilizacién de Fibrados
Vectoriales como estructura superpuesta que es el caso méas sencillo, en rela-
cién con otras estructuras (como fibraciones, haces, espacios anillados) sobre
estructuras algebraicas ¢ analiticas.

Una diferencia importante entre la Topologia Geométrica y la Geometria
Diferencial, concierne no sélo a la diversidad de objetos (mayor en el caso de
la Topologia Geométrica), sino a las propiedades de los objetos a estudiar. Asf,
p-e., en Geometria Diferencial el ”desplazamiento” de objetos y el estudio de su
modificacién (real 6 aparente) a lo largo del recorrido es una cuestién crucial que
se aborda en términos de los diferentes tipos de conexiones (métricas, afines) y
su expresién en términos de tensores de curvatura (invariantes de la estructura
diferencial). Obviamente, las formas de trasladar objetos no son tnicas y ello
da lugar al estudio de las propiedades topolégicas del espacio de conexiones,
que es nuevamente un tépico de la Topologia Geométrica. Por ello, existe una
realimentacién constante entre estas areas de la Topologia y la Geometria.

Algunos aspectos topolégicos

Los métodos desarrollados en el médulo 1 proceden de la Topologia General
y del Anadlisis Diferencial de una y varias variables. La Topologia General pro-
porciona herramientas para el “pegado” de datos locales en una C"-estructura.
Se supone conocido de la Topologia general el caso C?, es decir, correspondiente
a los homeomorfismos (aplicaciones biyectivas y bicontinuas) como herramienta
de pegado de datos locales. El caso més relevante para la Geometria Diferencial
de Variedades corresponde al r = o0o; la reduccién al caso C'*° esta justificada
por la densidad de C" en C'*° (ver p.e. M.W.Hirsch, 1976).

Asimismo, se supone conocida la clasificacién topolégica médulo tipo de ho-
motopia (y por tanto, homeomorfismo) de las superficies compactas completado
por Poincaré a finales del siglo XIX. La clasificacién topoldgica de variedades
M con dimensién < 2 6 > 5 es asequible (en este dltimo caso, hay “suficiente
espacio” para deformaciones). Los casos correspondientes a las dimensiones 3 y
4 son sorprendentemente mas complicados y no se abordan en este Curso. El
caso 4-dimensional se presenta desde diferentes puntos de vista en el médulo
7. El péarrafo siguiente presenta algunos hechos significativos desde el punto de
vista diferencial en relaciéon con el caso de variedades tridimensionales.

El caso tridimensional fue resuelto por W.Thurston utilizando herramientas
desarrolladas para el estudio de foliaciones a lo largo de los setenta, resolucion
por la que recibi6é la medalla Field en 1982. La conjetura de geometrizacion
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dice que cualquier variedad tridimensional que sea cerrada y acotada se pue-
de descomponer en trozos, cada uno de los cuales es equivalente a una de las
ocho estructuras geométricas bésicas; esta conjetura incluye como caso parti-
cular la conjetura de Poincaré demostrada finalmente por I.Perelman (medalla
Field en 2003). De una manera muy simplificada, cualquier variedad diferen-
ciable tridimensional se puede descomponer en una unioén finita de esferas y
de subvariedades “primas” (aesféricas, que no son esferas); cada subvariedad
aesférica se puede descomponer a su vez (usando una descomposicién de toros)
en un conjunto de toros y de subvariedades irreducibles (atoroidales, que no
son toros), y que éstas ltimas, médulo ciertos grupos de simetria, pueden ser
dotadas de métricas “homogéneas” de alguno de los 8 tipos diferentes.

Linealizacién

En este apartado siguiente se comentan estrategias generales mucho més sim-
ples que las del apartado anterior. Estas estrategias son aplicables a variedades
de dimensién arbitraria, aunque los resultados de clasificacién y caracterizacién
son bastante méas débiles. De una forma intuitiva, la linealizacién de una apli-
cacién f € C"(N,P) consiste en asociar la diferencial df a F, mientras que
la linealizacion de una C"-variedad M consiste en asociar el fibrado tangente
v = (TM,m, M) obtenido mediante “pegado” de las fibras F,, = 7~ (p) : T,M
en cada punto p € M. Con mas generalidad, podemos considerar funcionales
sobre este fibrado, lo cual da lugar al fibrado cotangente Q%, = (T*M, 7, M) o
bien productos de ambos (fibrados tensoriales).

La linealizacién del problema de clasificacién de variedades diferenciables
utiliza una estrategia basada en el fibrado tangente 75, de una variedad dife-
renciable M y objetos asociados. De una forma intuitiva, el fibrado tangente se
obtiene como ”"pegado” de todos los espacios tangentes T,,(M) donde p € M. El
espacio tangente a una variedad lisa m-dimensional M en un punto p € M pro-
porciona una aproximacién con un contacto de orden 2 en p € M. La “unién”
de todos los espacios tangentes es la ”envolvente lineal” de la variedad, es decir,
mediante espacios lineales. Para simplificar, suponemos inicialmente que M esté
inmersa en un espacio cartesiano R”; el Teorema de embebimiento de Severi-
Whitney cémo llevar a cabo este embebimiento de manera efectiva para una
variedad compacta m-dimensional M.

Una aproximacion efectiva desde el punto de vista computacional a estos
tépicos requiere discretizar las C"-estructuras asociadas tanto a las variedades
como a los morfismos f : X — Y entre C"-variedades. En el caso particular, del
fibrado tangente, la “discretizaciéon de la envolvente lineal” consiste en calcu-
lar una coleccién de planos tangentes y proporciona una aproximacién externa
lineal a trozos (una interpolacién, frecuentemente) de la C'*°-estructura; como
la estructura de la C"-variedad en general no es lineal, la interpolacién entre
elementos discretos no tiene por qué dar un elemento tangente a la variedad
original. Por ello, la estrategia de interpolaciéon debe ser refinada atendiendo a
las propiedades de la variedad ambiente; un caso tipico de esta situacién se pre-
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senta en relacién con grupos de transformaciones (parametrizados por grupos
de matrices, habitualmente) a los que se llama grupos de Lie. Todos ellos son
variedades no-lineales, lo cual requiere un conocimiento de las propiedades del
espacio tangente al grupo de transformaciones G al que se llama dlgebra de Lie;
estas cuestiones se abordan al final del médulo 2 de este curso.

Alternativamente, la bisqueda de m puntos préximos (segin algoritmos de
tipo iterativo, p.e.) proporciona una aproximacién interna lineal a trozos de la
(C*°-estructura. La C°°-estructura estd acotada por ambas aproximaciones. Si
M es una variedad 2d sumergida en R3, la aproximacién interna proporciona
una malla triangular 2d; esta malla es la clave para gran cantidad de cuestiones
relacionadas con la visualizacion de variedades y sus aplicaciones a Ingenieria.
Una versién discreta para el Calculo Diferencial Exterior ha iniciado su desarro-
llo desde finales de los noventa y actualmente cuenta con diferentes aplicaciones
en Ingenieria.

Esquema del médulo 1

El médulo 1 contiene los apartados siguientes:

1. Nocién de Variedad Diferenciable: Se describen las estrategias bésicas
de pegado y se muestran los primeros ejemplos de variedades diferencia-
bles.

2. Repaso de Analisis Diferencial Local: Se realiza un breve repaso de
Anélisis Diferencial en Varias Variables (se supone que el alumno conoce
los conceptos y resultados bdsicos y no se muestra ninguna demostracién).

3. Operaciones Elementales. Compatibilidad: Se comentan las propie-
dades basicas relacionadas con el cambio de C"-cartas con especial aten-
cién al caso diferenciable.

4. Espacio tangente: Se introducen varias descripciones del espacio tan-
gente y se comenta su equivalencia.

5. Campos Vectoriales: Se muestra la relacién entre el enfoque geométri-
co (presentado en la seccién anterior) y el analitico asociado a una re-
interpretacién de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (EDO) lineales.

6. Integracion local de campos: Se muestra la equivalencia entre las di-
ferentes versiones (algebraica, diferencial, analitica) para las soluciones de
un campo vectorial.
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CAPITULO 1: VARIEDADES DIFERENCIABLES

Javier Finat

Nota previa: Todos los apartados (incluyendo secciones) etiquetados como
Apéndices estan orientados a trabajos practicos.
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0.0.4. Hacia una demarcacion del objeto de estudio

Segun el programa de Erlangen (F.Klein), la Geometria es el estudio de pro-
piedades invariantes por la accién de un grupo G de transformaciones. El grupo
puede ser lineal 6 no, continuo 6 discreto, de dimensién finita o infinita. Existe
una jerarquia entre grupos que equivale a una jerarquia entre Geometrias. El
caso mas amplio y con menor estructura corresponde al grupo de los homeo-
morfismos, es decir, las aplicaciones biyectivas y bicontinuas que da lugar a la
Topologia conjuntista como marco méas general para todas las Geometrias.

Los problema central de la Topologia son la caracterizacion y la clasificacion
de objetos. Inicialmente los objetos son espacios y aplicaciones. Las clasificacio-
nes de espacios y aplicaciones estan relacionadas, pues las propiedades de los
objetos son predicados 6 atributos que evaluamos en términos de funciones 6 de
aplicaciones. El problema central de la Geometria es el estudio de propiedades
de objetos finito-dimensionales ?. La Topologia suministra herramientas para
la Geometria y la Geometria proporciona objetos (eventualmente deformables)
para la Topologia. Por ello, ambas disciplinas estan estrechamente relacionadas
entre si.

En la Topologia Conjuntista los objetos se clasifican modulo homeomorfismo;
generar homeomorfismos locales es muy facil '°; sin embargo, demostrar si dos
objetos son globalmente homeomorfos o no es un problema bastante més dificil.
La clasificacién topoldgica es muy tosca: todas las curvas simples (cerradas y
sin autointersecciones son homeomorfas y todos los mamiferos con cuatro ex-
tremidades son topoldgicamente equivalentes, p.e.. Habitualmente, se requieren
criterios “més finos” que permitan distinguir entre subclases; una discriminacién
més fina se alcanza utilizando funciones (6 funcionales con més generalidad) de-
finidos sobre los objetos 6 bien estudiando las transformaciones definidas sobre
dichos objetos.

Si atendemos al enfoque topolégico, la clasificacion modulo homeomorfismo
no es constructiva, es decir, no existen criterios eficientes (mucho menos algo-
ritmos implementables) que permitan decidir de forma practica si dos objetos
(espacios 6 variedades) son homeomorfos é no. El problema resulta atin més
complicado cuando los espacios soportan una estructura de tipo diferenciable,
algebraico o analitico. Las propiedades topolégicas usuales (separacién, cone-
xi6n, compacidad) permiten discriminar entre espacios topolégicos, pero en la
mayor parte de los casos, los criterios no son constructivos, ni computacional-
mente implementables en tiempo finito

Por ello, para resolver problemas de clasificacion se recurre habitualmente a
criterios de “tipo negativo”, es decir, se introducen invariantes mas facilmente
computables relativos a “estructuras adicionales” sobre espacios y aplicaciones.
Si los invariantes de las estructuras adicionales superpuestas son diferentes, en-
tonces los espacios 6 las variedades no son equivalentes. En Topologia Algebrai-

9Por ello, no se ocupa de espacios de funciones, aunque éstos puedan tener propiedades
geométricas, como ocurre p.e. con los espacios de Hilbert

10M4s adelante veremos que la integracién de cualquier campo vectorial proporciona un
homeomorfismo local
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ca, p.e., se superponen estructuras de tipo combinatorio (inicialmente lineales a
trozos 1) calculables que permiten evaluar invariantes més faciles de describir.
Las estructuras adicionales se describen mediante aplicaciones de clase C”.

Objetos de clase C”

Definicion.- Una aplicacién f : X — Y entre dos espacios topolégicos X, Y
es de clase C" en x € X si f y su k-ésima derivada DF f es continua en 2 € X
para 0 < k < r; cuando r = oo decimos que f es “lisa”, suave 6 diferenciable
en x € X. Diremos que f es analitica en x € X cuando admite un desarrollo
en serie convergente para un pequeno entorno de x € X. Obviamente, cualquier
aplicacién algebraica es analitica y cualquier aplicacion analitica es diferenciable
(la reciproca de estas afirmaciones no es cierta). Diremos que f: X — Y es de
clase C" cuando lo es en cualquier elemento =z € X.

En esta asignatura se trabaja habitualmente con C*°-objetos y C'*°-morfismos.
La condicion de “lisitud”, diferenciabilidad 6 suavidad es muy estricta y, salvo
casos particulares (funciones polinémicas, trigonométricas, trascendentes) no es
verificable en tiempo finito: Es imposible calcular “todas” las derivadas, salvo
que la funcién sea un polinomio 6 que presente alguna ley de formacién (perio-
dicidad, p.e.) facilmente identificable para las derivadas sucesivas. No obstante,
una “suavidad aproximada” se percibe tanto en objetos estaticos como en mu-
chos fenémenos dinamicos

El argumento de aproximacion de objetos de clase C” por objetos de clase
C* (suaves) se justifica porque las aplicaciones suaves son “densas” con res-
pecto a la topologia “débil” (compacta-abierta; es decir, para una topologia
apropiada cualquier aplicacion de clase C" “se puede aproximar” tanto como se
quiera por una de clase C™ para r > 1 '2. La propiedad de densidad simplifi-
ca la demostraciéon de un gran numero de propiedades que basta verificar para
aplicaciones suaves; la extension de este argumento a los objetos suaves a trozos
(PS-categoria) tiene gran interés para conectar la Geometria Diferencial con la
Analitica (mediante la introduccién de “estratificaciones”).

Propiedades intrinsecas y extrinsecas

Para construir objetos globales a partir de datos locales, debemos empezar
describiendo la forma local que presentan los objetos (tanto variedades como
aplicaciones). De este modo, es posible discernir si las propiedades que propo-
nemos son “intrinsecas” 6 no. El caracter intrinseco estd asociado a la indepen-
dencia de la “forma” (ecuacién, parametrizacién) é del funcional con respecto al
sistema de coordenadas elegido; el caracter intrinseco es la clave para dotar de
un caracter geométrico a objetos y funcionales definidos sobre los objetos. La
idea bésica que desarrollaremos en este capitulo y en el siguiente esta basada en
la “linealizacién” tanto de estructuras (mediante la nocién de fibrado tangente)
como de aplicaciones (mediante la extensién de la diferencial).

11En lo sucesivo las etiquetaremos como PL: Piecewise Linear
12Para los detalles ver p.e. Hirsch, “Differential Topology”, Springer-Verlag, 1978
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= FEn el caso de C"-estructuras, la idea de linealizacién en un punto corres-
ponde a asociar el espacio (co)tangente a cada punto; el “pegado” de estos
espacios (co)tangentes conduce “de forma natural” (pegado de fibras) a la
nocién de fibrado (co)tangente.

= En el caso de C"-aplicaciones, el estudio de propiedades asociadas a la
diferencial de una aplicacién permite obtener propiedades de clasificacion
asociados a la diferencial como aplicacién lineal entre espacios vectoriales
dados por los espacios (co)tangentes. El invariante fundamental de cual-
quier aplicacién lineal (en particular, de la diferencial) es el rango en cada
punto.

Pegado conjuntista de objetos

En Geometria Diferencial el estudio de las propiedades de los C"-objetos pasa
por el “pegado” de C"-estructuras locales mas simples superpuestas a abiertos.
El espacio topoldgico que se obtiene como resultado de este proceso de “pegado”
recibe el nombre de C"-variedad (més abajo se da una definicién més formal);
obviamente, el resultado de este proceso debe ser independiente de la forma de
“pegado”, es decir, debe ser “intrinseco”. Intuitivamente, un objeto es intrinseco
si es independiente del sistema de coordenadas utilizado para describirlo; en
caso contrario se dice que es extrinseco. Mas adelante, veremos que los datos
tangenciales son intrinsecos, mientras que los datos normales son extrinsecos
(dependen de la variedad 6, con més generalidad, del espacio en la que el objeto
estd “sumergido”).

En virtud del Teorema de la Funcién Implicita sélo podemos “pegar” aque-
llos datos en los que el cambio de carta tiene rango constante. Para extender
esta construccién se introduce la nocién de “estratificacién” relativa a una apli-
cacion que se describe de forma conjuntista como una descomposicién en unién
disjunta de abiertos en los que el rango de la diferencial es constante; a esta
descripcién conjuntista se anaden diferentes tipos de restricciones geométricas 6
analiticas asociadas a un “control” de espacios tangentes 6 secantes de diferentes
dimensiones para un pequefio entorno de las singularidades 3.

Nota.- En el caso singular, la nocién de espacio tangente no tiene sentido
debido a la discontinuidad que presenta la evolucién del espacio tangente en
“ramas” proximas a la singularidades. Por ello, el espacio tangente se reemplaza
en el caso algebraico 6 analitico por el algebra de las K-derivaciones donde K es
el cuerpo base; este dlgebra tiene las mismas propiedades formales que el espacio
tangente pero no necesita condiciones de clase C?, ni tampoco condiciones de
unicidad relativas a las “ramas” que pasan por un punto .

13Ver Goresky y MacPherson: Morse Stratified Theory, Springer-Verlag, 1983, 6 bien el
moédulo de Topologia Diferencial para mas detalles

14Ver Brocker y Janich: Introduccidn a la Topologia Diferencial, Editorial AC, para una
demostracion sencilla de la equivalencia entre diferentes aproximaciones a la nocién de espacio
tangente.
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La nocién de “pegado” es una nocién topoldgica que afecta a la compati-
bilidad entre cartas (U;, ;) donde U; es un abierto de M y ¢ : U; — R™ una
C"-equivalencia sobre su imagen en R™: la compatibilidad entre cartas no es
global sino local,es decir, sélo estd definida sobre la interseccién U;; := U; N U;
de los dominios de cada carta.

Pegado mediante campos

La Geometria Diferencial permite realizar el “pegado” de una forma cons-
tructiva mediante “campos”; intuitivamente, un campo vectorial (resp. tenso-
rial) es una asignacién de un objeto vector (resp. tensor 6 forma multilineal) a
cada punto. Esta asignacion se puede interpretar como la representacién de una
“Iinteraccion local” de la variedad X consigo mismo (campos vectoriales tangen-
tes) 6 bien con el entorno en el que se encuentra inmerso (campos vectoriales
normales). Los campos estdn definidos sobre un dominio D (abierto, conexo) y
pueden ser

= escalares dados por un funcional que toma valores en R, como la altura,
la profundidad, la energia, p.e.;

= vectoriales tales como una representacién vectorial en términos de una
coleccién de vectores tangentes (6 sus duales) a lo largo de trayectorias;
esta asignacién proporciona una representacién simple de la cinematica
6 bien de los cambios (reales ¢ aparentes) en atributos asociados p.e. a
caracteristicas de la luz (intensidad en grises, color, reflectancia, opacidad,
etc) 6 de cualquier otro tipo de radiacién electromagnética.

= tensoriales asociada a “cantidades invariantes” representadas mediante
aplicaciones multilineales asociadas a trozos de variedades; permiten des-
cribir el comportamiento de dichas cantidades en medios rigidos (transfor-
maciones asociadas a diferentes vistas de un mismo objeto) 6 deformables
continuo (elasticidad, plasticidad) 6 ambos a la vez (campos de texturas
dindmicas, p.e.)

La representacion de campos vectoriales juega un papel crucial en las herra-
mientas de Visualizaciéon Avanzada La realimentacién con datos reales requiere
estimar el efecto de estos campos como “pequenos desplazamientos”; esta eva-
luacién se realiza en términos de 1-formas diferenciales 6 con méas generalidad
k-formas si se evalian k “cantidades” de forma simultanea.

El enfoque de la Geometria basada en campos se extiende de forma natu-
ral a espacios de dimensién arbitraria eventualmente infinita (como espacios de
Hilbert, p.e.) de gran interés para aplicaciones. Estos espacios tienen “menos
estructura” que una variedad (ni siquiera hace falta la continuidad). Actual-
mente, cualquier tipo de interaccién se puede representar mediante campos. En
particular, las teorias fisicas de unificacién entre las interacciones presentes en la
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Naturaleza (gravitatoria, electromagnética, débil y fuerte) se formulan en térmi-
nos de patrones comunes para propiedades de campos definidos sobre variedades
generalizadas.

De forma intuitiva, un tensor diferencial es un producto formal de campos
y formas que es compatible con los cambios de coordenadas asociadas a las dife-
rentes representaciones locales de los objetos geométricos; un tensor representa
“cantidades geométricas” que se conservan sobre variedades o bien a lo largo de
“flujos”. Por ello, los tensores proporcionan los objetos mas generales que per-
miten formalizar y representar cualquier tipo de “cantidad geométrica” (y sus
extensiones a espacios funcionales métricos) en cualquiera de las areas de apli-
cacién de las Matematicas. En este curso sélo se consideran algunas aplicaciones
bésicas de los Tensores a Fisica !°

15Una introduccién a aplicaciones relacionadas con otras dreas de Ciencias, Ingenieria, Geo-
grafia o Teoria Econémica se puede ver en el Apéndice dedicado a Aplicaciones de Geometria
Diferencial que se encuentra disponible en el repositorio
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0.1. La nocion de Variedad Diferenciable

La Topologia proporciona herramientas muy generales y muy flexibles para
construir objetos aislados y para modelar relaciones entre ellos. La construcciéon
se realiza mediante “pegado” de datos locales que se representan mediante con-
juntos (abiertos o cerrados) verificando una coleccién de propiedades formales
con respecto a operaciones conjuntistas bdsicas (unién e interseccién).

Las evaluaciones de cantidades sobre los objetos é bien los cambios sobre los
objetos se representan mediante funciones escalares o vectoriales, eventualmente
variables (es decir, dependientes del punto sobre el que se trabaja). Para facili-
tar la composicién o la posibilidad de “deshacer cambios” sobre los objetos se
imponen condiciones de “regularidad” que, en el caso continuo, se representan
imponiendo la condicién de homeomorfismo local a las aplicaciones mediante
las cuales se realiza el “pegado” de datos locales. Un homeomorfismo local es
una aplicacién biyectiva (inyectiva y suprayectiva) y bicontinua (continua con
inversa continua).

Esta construccién topoldgica resulta muy util para comparar objetos con
apariencias muy diversas, pero es demasiado “laxa”; ademads, no permite reali-
zar una comparacién de objetos basada en la utilizacion de “cantidades” como
las asociadas a distancias, angulos, areas, etc ni tampoco aplicar ningtin pro-
cedimiento de optimizacién para evaluar las mejoras de un modelo o de una
solucion con respecto a otra. Es necesario “anadir mas estructura” y esto se
puede llevar a cabo de manera diferenciable, algebraica o analitica. Este Curso
esta enfocado sobre todo a la superposicién de estructuras de tipo diferenciable.

Intuitivamente, una variedad diferenciable n-dimensional se obtiene “pegan-
do” espacios cartesianos R mediante transformaciones de clase C'*°. Andloga-
mente, una variedad algebraica 6 analitica se obtiene “pegando” espacios afines
K" mediante transformaciones birracionales (racionales con inversa racional) é
bianaliticas (de clase C* ella y su inversa), respectivamente. A continuacién se
expone con mas detalle el caso suave correspondiente a la categoria C'*°.

0.1.1. Variedades

La Topologia proporciona el marco general para la Geometria y el Analisis.
El primer problema a resolver es la obtencién de un objeto global mediante
el “pegado” de datos locales. En una fase posterior, el problema a resolver es
la definicion, cdlculo 6 estimacion de invariantes, asi como las relaciones entre
dichos invariantes.

Variedades y cartas

Definicion.- Una variedad topoldgica M es un espacio topolégico Hausdorff
con un recubrimiento U = (U;);cr en el que cada punto tiene un entorno U;
homeomorfo via ¢; R™ verificando que ¢; o p; ' es un homeomorfismo ¢ sobre
i(U; NU;) para cada par 4,5 € I.

16Un homeomorfismo es una aplicacién biyectiva y bicontinua.
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Figura 1: Parametrizacién local mediante una aplicacién diferenciable

A menudo, se identifica cada abierto U; con su imagen ¢;(U;) via el homeo-
morfismo ;.

Definicion.- Se llama carta m-dimensional de una variedad topolégica M
a cualquier aplicacién inyectiva ¢ : U — R™, siendo U C M un abierto del
espacio topoldgico M, tal que la imagen I'm(¢) es un abierto de R™ 17 .

Se denota mediante U al dominio de la carta ¢. Las funciones coordenadas
de la carta ¢ son las aplicaciones p; o ¢ donde p; : R™ — R denota la proyeccién
de R™ sobre la i-ésima componente.

Frecuentemente se llaman “coordenadas locales” (y se denotan mediante
xl,...,2™ en el caso m-dimensional) a las funciones coordenadas. Esto es un
abuso de notacién. pues se esta identificando las componentes de la carta con
sus imégenes en R™. No obstante, para no complicar la notacién se asume este
abuso de notacion.

Dado un dominio U de R™ no siempre existe una carta cuyo dominio sea el
dado. Por ello, hay que agregar otras cartas que verifiquen ciertas “condiciones
de compatibilidad”; més explicitamente, la restriccién a la interseccién de sus
dominios de definicién debe dar equivalencias en la categoria ambiente. Para
precisar esta idea, se necesita la nocién de C"-equivalencia.

Aplicaciones y estructuras diferenciables

Definicion.- Se dice que una aplicaciéon f de un abierto U C R™ — RP es de
clase C", con 1 <r < o0, si y sblo si f y sus derivadas parciales son continuas
hasta orden r. Si r = 0o, decimos entonces que f es suave 6 diferenciable.

Si el dominio de la aplicacién no es un abierto de R™, hay que adaptar la
nocién anterior:

Definicion.- Se dice que una aplicacion f : N — RP es de clase C", con
1 <r < oo, si Vo € N, existe un entorno abierto U C R™ y una aplicacién
¢ : U — RP tales que ¢ coincide con f sobre U N N. Las C"-coordenadas locales
son las componentes de la aplicacién f.

Estructura diferenciable.- Dada una variedad topolégica M y un nimero

17Con esta definicién es claro que la inversa ¢~ sélo estd definida sobre ¢(M) y que también
es inyectiva
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entero r > 0, una estructura diferenciable o atlas maximal A de clase r sobre
M es una familia {(U;, ¢;)}icr de sistemas coordenados sobre M verificando:

» U = (Ui)icr es un recubrimiento de M, es decir, | J;c; Ui = M

= Para cualquier para i,j € I el cambio de cartas ¢; o gpi_l es diferenciable
sobre ¢;(U; N U;).

= Fl atlas A es maximal con respecto a la relacién de orden dada por la inclu-
sién para todas las familias de entornos coordenados sobre M verificando
las condiciones anteriores.

El limite proyectivo proporciona una formulacién abstracta (no constructi-
va) de la tercera condicién. El fundamento de esta condicién es el axioma de
Zorn; para los constructivistas este axioma no se admite, lo cual dificulta la
comparacion entre diferentes estructuras. Para minimizar este tipo de proble-
mas y facilitar la reduccién al caso finito, habitualmente se supone que el espacio
topoldgico soporte es paracompacto, es decir, cualquier recubrimiento I tiene un
subrecubrimiento U’ que es localmente finito.

Con la notacién anterior, una C"-Variedad de dimensién m y clase r estd
dada por el par (M, A) formado por la variedad topoldgica m-dimensional M y
la estructura A de clase r. Cuando r = oo decimos simplemente que es diferen-
ciable, suave o lisa.

La clasificacién de C"-estructuras sobre una misma variedad topolégica M
es uno de los problemas centrales y més dificiles de la Topologia. Para abordarlo
es necesario proporcionar detalles adicionales.

C"-equivalencias. Difeomorfismos

Definicion.- Diremos que una aplicacién f : M — N de clase C" entre dos
Cr-variedades, es una C" -equivalencia si es biyectiva y la inversa f~! es también
de clase C". Los casos siguientes son los mas importantes:

= Topoldgico: Una C%-equivalencia es lo mismo que un homeomorfismo

= Diferenciable (también llamado suave o liso): Si r = oo, llamamos difeo-
morfismo a una C'°°-equivalencia. En el caso global, si f: M — N es un
difeomorfismo entre variedades decimos que M e N son difeomorfas. La
Geometria Diferencial se ocupa del estudio de variedades diferenciables y
sus clases de equivalencia médulo difeomorfismo.

= Algebraico: Sir = alg, llamamos aplicacion birracional a una C*9-equivalencia
dada por una aplicacién racional con inversa racional 8. En el caso global,
si f: X — Y es una equivalencia birracional entre variedades algebraicas

18Nétese que, aunque las variedades algebraicas estdn dadas localmente por la anulacién de
un numero finito de polinomios, la inversa de un polinomio no es un polinomio.
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decimos que X e Y son birracionalmente equivalentes. La Geometria Al-
gebraica se ocupa del estudio de variedades diferenciables y sus clases de
equivalencia médulo difeomorfismo.

= Analitico (también llamado holomorfo en el caso complejo): Si r = w, lla-
mamos bianalitica a una equivalencia analitica, es decir, dada localmente
por series convergentes con inversas convergentes. Cuando el cuerpo base
es el complejo C, la condicién de ser analitica es equivalente a la de ser
holomorfa '; inicialmente sélo se considera el caso complejo, en el que
utilizaremos indistintamente la terminologia analitica u holomorfa. En el
caso global, si f: X — Y es una aplicacién biholomorfa entre variedades
analitica complejas decimos que X e Y son biholomorfas. La Geometria
Analitica se ocupa del estudio de variedades analiticas y sus clases de
equivalencia médulo aplicaciones bianaliticas.

Las transformaciones que tienen mejores propiedades son los difeomorfis-
mos. Salvo en el caso 1D, la construccién explicita de difeomorfismos globales
es muy dificil. Por ello, nos restringimos habitualmente al caso local con los
homeomorfismos o difeomorfismos locales como situaciones extremas.

Definicidn.- Diremos que f : R® — R™ es un homeomorfismo (resp. difeo-
morfismo) local en x € R™, si existe un entorno U de x tal que f |y es un
homeomorfismo (resp. difeomorfismo) sobre f(U). Diremos que f es un homeo-
morfismo (resp. difeomorfismo) local si lo es en cada punto de su dominio.

Construir homeomorfismos locales es muy facil pues basta integrar campos
vectoriales dadas localmente por EDO. En general, los difeomorfismos (mucho
menos los homeomorfismos) no tienen por qué conservar la métrica, ni los dngu-
los, ni tampoco cualquier medida de drea o de volumen 6 cualquier funcional
de energfa (ver fig.2). Més adelante, se introducen diferente tipos de subgrupos
(métricos, conformes, especiales 6 simplécticos, respectivamente) que conservan
dichas “cantidades geométricas”, proporcionando “leyes de conservacién” (en la
terminologia fisica) o integrales primeras (en la terminologia matemadtica).

Ejemplos basicos

En algunos casos (excepcionales) basta con una sola carta para describir
la estructura de la variedad. Esto ocurre por ejemplo en los casos siguientes
(verifica las afirmaciones como ejercicio):

= Cualquier subespacio vectorial p-dimensional W de un espacio vectorial
arbitrario V' de dimensién m (donde p < m) sobre un cuerpo K es una
C"-variedad. El grupo Aut(V) = GL(n,K) de los automorfismos de V
(representadas por matrices inversibles, es decir, A € M (n x n;K) tales
que det(A) # 0) proporciona las C"-equivalencias de V' como variedad. En
particular, Aut(W) proporciona C"-equivalencias de W. Fijada una base

19Este resultado es no-trivial
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Figura 2: Difeomorfismo de un cuadrado

de V, cualquier automorfismo esta representado por una matriz regular
(con determinante no-nulo).

= Cualquier espacio E de Banach es una C"-variedad (ojo! con las aplica-
ciones globalmente definidas sobre el espacio que no tienen por qué ser
necesariamente continuas).

= El grafo de una funcién (no necesariamente continua) f : I — R donde
I =la, b|.

= El espacio complejo n-dimensional C™ es una C"-variedad real 2n-dimensional.
En efecto, si 27 = 27 + iy’ para 1 < j < n, la asignacién (z!,...,2") —
(xt,yt, ..., 2™, y") correspondiente a la identificacién natural C" ~p R?"
de C™ como R-espacio vectorial es un difeomorfismo entre dos variedades
reales de la misma dimensién. Por ello, C es una C"-variedad diferenciable
real 2-dimensional.

= Un cuaternion estd dado por una expresién de la forma a + bi + ¢j + dk
con a,b,c,d € R y verificando que i? = j? = k? = —1, ij = —ji, ik = —ki,
jk = —Kkj. Los cuaterniones H son isomorfos como R-espacio vectorial a
R%. Por ello, H es una C"-variedad diferenciable real 4-dimensional. Una
de las aplicaciones bésicas de los cuaterniones consiste en proporcionar
una representacion vectorial para rotaciones en el espacio ordinario que
permite evitar los errores de redondeo vinculados al uso de las funciones
trigonométricas.

Ejemplo.- La parametrizacién usual de la circunferencia, dada por el angulo
polar 6 — (sen 0) , cos 6) es un difeomorfismo local, pues la asignacién dada

#;S* = R | (sen(270) ,cos(270)) — 0

define una carta sobre un abierto U. Sin embargo, no es una C"-equivalencia,
pues falla la inyectividad (compruébalo como ejercicio). Esta observacién es
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la clave para encontrar una diferencial no-nula sobre la circunferencia y, por
tanto, para obtener un invariante diferencial que permite distinguir entre la
recta (topoldgicamente contractible) y la circunferencia (no contractible).

Notese que la recta no puede ser topoldgicamente equivalente a la circunfe-
rencia (aunque proporcione una parametrizacién local), pues la recta es simple-
mente conexa (contractible a un punto), mientras que la circunferencia sélo es
conexa.

0.1.2. La nocién de Dimension

La dimensién topoldgica se describe intuitivamente como el “ntimero de
pardmetros independientes”. Esta nocién intuitiva debe ser compatible con los
cambios de carta. En esta subseccién se formaliza esta nocion y se demuestra
que es un invariante topoldgico.

Dimensién topolégica

Sea X un espacio topoldgico y U un abierto de trivializacién en un punto
x € X con U ~R™; en este caso, se dice que dim,(X) = m.

Definicion.- Sea M una variedad conexa. Llamamos dimension de M a la
dimension topoldgica m del espacio U de la carta que usamos para dar la para-
metrizacion local de M. Si M tiene varias componentes conexas M; para i € I
con #1 < oo, llamamos dimensidn de M,y lo denotaremos como m := dim(M),
al méximo max;cydim(M;) de las dimensiones de las componentes de M.

En adelante, trabajaremos con variedades de dimensiéon m < oo; no obs-
tante, esta restriccién no es seria y puede llevarse a cabo un desarrollo similar
para espacios de Banach de dimensién arbitraria razonando con la nocién de
codimension. En particular, si un espacio m-dimensional M es subespacio de un
espacio n-dimensional N, llamamos codimension de M en N y lo representamos
como codimy (M) a la diferencia de dimensiones n — m 2°

Por el Teorema de la Funciéon Implicita, la nocién de dimensién para varie-
dades de clase C" con r > 2 es independiente del punto p € M y de la carta
que consideremos. De hecho, este resultado es puramente topoldgico, en virtud
del resultado siguiente de la Topologia General:

Teorema de la Invariancia del Dominio

Teorema.- Si U C R™ es un abierto y f : U — R™ es inyectiva y continua,
entonces la imagen f(U) C R™ es un abierto; en particular, la aplicacién f es
abierta y por tanto, f es un homeomorfismo sobre su imagen f(U) 2!

20Una vez que se muestra la nocién de subvariedad, la nocién de codimensién se extiende
de forma obvia a subvariedades.
21Para la demostracién ver Analisis II o bien Topologia Algebraica I
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Algunas consecuencias

= R™ no es homeomorfo a R™ para n # m; en particular, la nocién de
variedad topoldgica y de dimensién topoldgica de una variedad estdn bien
definidas.

= La propiedad de ser un dominio (es decir, un abierto conexo) es invariante
por aplicaciones continuas e inyectivas. Como la demostracién de este
resultado no es elemental en la categoria C°, y trabajaremos siempre en la
categoria C" para 1 < r < oo, adoptaremos la demostracion procedente del
Anélisis Diferencial de Varias Variables. En este caso es una consecuencia
elemental del Teorema de las Funciones Implicitas; ver §1,2,7.

= Un espacio topoldgico compacto M no puede ser dotado de una estructura
como C"-variedad con una sola carta.

Ejercicio.- Verifica las afirmaciones precedentes.

Variedades puras

Un espacio topolégico X puede tener k componentes conexas X; para 1 <
t < k. Por ello, cualquier variedad M puede tener k componentes conexas M;,
eventualmente de diferente dimensién m;. En este caso,

dim(M) = max{m; | 1<i<k}

Definicion.- Se dice que M es una wvariedad pura si todas sus componentes
conexas tienen la misma dimensién m.

En la practica, se trabaja inicialmente con variedades conexas, que son au-
tomaticamente puras. Este es el caso més frecuente de la Geometria Algebraica,
p-e.. Este enfoque se extiende asimismo a objetos geométricos “estratificados”
en los que aparecen como adyacentes variedades de diferente dimensién 22,

Sin embargo, frecuentemente existen interacciones o restricciones proceden-
tes de componentes de diferente dimensién. Un caso tipico corresponde a varie-
dades M con borde OM, en el que la proximidad al borde impone restricciones
asociadas a fenémenos de propagacién (incluyendo reflexiones, inestabilidades o
turbulencias, p.e.) 6 de interaccién (incluyendo problemas de colisiones, p.e.)

0.1.3. Diferentes descripciones para objetos geométricos

En toda la subseccién se supone que las funciones son de clase C”, donde r =
alg (Geometria Algebraica), r = oo (Geometria Diferencial) 6 r = w (Geometria
Analitica). Cualquier polinomio es de clase C" para cualquier 7; por ello, se
puede aplicar cualquier tipo de técnicas (algebraicas, diferenciales 6 analiticas)
sobre objetos definidos por anulaciéon de polinomios

22Estos tépicos se abordan en el médulo relativo a Estratificaciones en Topologia Diferencial
Global
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Los objetos geométricos se pueden describir de diferentes formas en términos
de C"-funciones. Las descripciones més utilizadas son de tipo implicito, explici-
to o paramétrico. Las transformaciones entre diferentes descripciones no son
elementales y se abordan en diferentes capitulos de este mddulo.

Descripcién implicita

Una descripcion implicita local para una hipersuperficie m-dimensional M
en R™t! est4 dada por una expresién de la forma

flxoy...yxm) = 0

Una variedad de codimension k estd dada localmente por

filzo, . yxm) =0 ..., fe(zo,... &) = 0

donde las f1,..., fi son funcionalmente independientes, es decir, sus diferencia-
les son linealmente independientes.

La descripcién habitual de una esfera (6 de cualquier otra hipersuperficie
cuédrica) es un ejemplo tipico. Cualquier hipersuperficie se describe en términos
de una tUnica ecuacion, pero este resultado no tiene por qué ser cierto para
codimensién > 1. Un primer ejemplo estd dado por la ciibica racional normal Cs
en P que se describe de forma implicita como la interseccién de las cuddricas
asociadas a la anulacion de los determinantes de los 2 x 2-menores de la matriz

que representamos mediante
o T1 X2
T T2 T3/,

que representan tres cuddricas Q1, Q2, @3 en P3. Por otro lado, Q;NQ; = C3U4;;
es la ctbica racional normal Cs y una recta ¢;; para 1 <17 < j < 3; es facil com-
probar que @1 N Q2 N Q3 = C3. Por ello, aunque localmente la cibica racional
normal esté dada por 2 ecuaciones funcionalmente independientes, en realidad
hacen falta las tres ecuaciones para definir globalmente a la curva racional nor-
mal C3 de grado tres 23.

Descripcion explicita

En ocasiones, es posible despejar una o més variables y expresarlas en
términos de las demds. Un caso particularmente sencillo corresponde a fun-
ciones reales de una variable real que se escriben como y = f(x). Esta expre-
sién explicita se extiende de forma inmediata a hipersuperficies de la forma
Tm = f(21,...,Zm—1); el Teorema de la Funcién Inversa garantiza que se puede
pasar de g(xo,...,Z,) = 0 a una expresién de este tipo cuando 9, g # 0.

La extensién de esta descripcion a codimensién superior

23Para més detalles sobre propiedades relacionadas (variedades interseccién completa vs
determinantales), ver p.e. J.Harris 6 D.Eisenbud
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Figura 3: Topografia local usando conjuntos de nivel. Mapa de profundidad

zj = fi(xo,...,xk) k+1<j<m

requiere el Teorema de la Funcién Implicita que se presenta en el capitulo si-
guiente.

Algunos ejemplos tipicos para la descripcién explicita correspondiente al ca-
so de hipersuperficies (codimensién 1) aparecen asociados a funciones escalares
como la altura utilizada en Cartografia o bien la profundidad utilizada en Re-
construccién 3D de escenas; en este caso, las variedades resultantes se pueden
visualizar como una superposicién de conjuntos de nivel asociados a las imagenes
reciprocas f~1(r) de los valores regulares para f : R™ — R.

Descripciéon paramétrica

La descripcién mostrada en el apartado anterior se puede reinterpretar co-
mo una representacion paramétrica, si se interpretan las variables xg, ..., ;1
como los parametros del sistema. Esta es la representacién que utilizaremos con
mas frecuencia en este Curso y es la extensién natural de la representacion local
de superficies z = f(x,y) en R? utilizada en Geometria de Curvas y Superficies
que se reescribe en forma paramétrica como

e:R* >R | o(z,y) = (z,y, f(z,y))

FEjercicio.- La esfera S? de radio unidad se puede parametrizar en términos
de coordenadas esféricas mediante
r(0,¢) = (cosfsin @, sinfsinp,cosp), 0<0<2mr,0<p<m

que deja de estar univocamente definida en los polos Norte y Sur en los cuales
el azimut 6 no se puede representar de forma univoca.

Para conectar con la descripcion implicita mostrada mas arriba, recordemos
que la curva racional de grado 3 estd dada localmente por

:R—=R> | o) = (t,%,%)
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Esta parametrizacién se reescribe en términos afines como

0ot AV 5 AP | o(1,t) = (1,182, 13)

cuya proyectivizacién da

op P =P | pplte i t] = (t)  taty tot] o 1))
por lo que las coordenadas [xg] : 21 : @2 : 3] del espacio de llegada verifican

Zo T1 X2

X To I3

que definen las 3 cuddricas descritas més arriba en términos de la anulacién de
los determinantes de los 2 X 2-menores la 2 X 3-matriz persimétrica

ZTo T1 X2
r1 T I3 2

Ejercicio.- Extender esta construccion a cualquier curva racional normal Cy4
de grado d dada por la anulacién de todos los 2 x 2-menores la 2 X d-matriz

persimétrica
o X1 ... Xd—1
r1T T2 ... Td 2

Relaciones entre descripciones

En general, las relaciones entre las descripciones presentadas en los apartados
anteriores no son tan sencillas en el caso general. El paso de la representacion
paramétrica a una explicita requiere resolver sistemas de ecuaciones dados por

oF
(%ci

que recibe el nombre de “discriminante” de F' a lo largo de z;. El discriminante
de una proyeccion es el lugar de puntos en los que la aplicacién proyeccion a
lo largo de x; no es regular, es decir, es tangente al objeto; en particular, el
perfil (contorno aparente) o su proyeccién sobre un plano de imagen (silueta)
corresponden al lugar singular de una proyeccién 24.

Por otro lado, el paso de la representacién implicita a la paramétrica es
siempre posible sélo en el caso analitico local, en el que se dispone del Teorema,
de Parametrizacién Local 2°. La imposibilidad de resolver este problema de
forma global se debe a que “la mayor parte” de las variedades no son racionales,
aunque si puedan ser localmente parametrizables.

() =0

24Esta idea tan simple muestra que las singularidades estan presentes en la vida diaria
25Ver p.e. Gunning: Lectures on Local Parameterization Theorem, Lect. Notes, Princeton
Univ. Press
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Figura 4: Trébol triangulado, superficie de Dini, Respiradero (3d-meier)

No obstante, en muchas aplicaciones se lleva a cabo una aproximacion de
variedades arbitrarias por otras que son localmente racionales y parametriza-
bles en términos de productos de curvas racionales a trozos (B-splines genera-
lizados, NURBS) de amplio uso en toda clase de aplicaciones a Ingenierfa. Dos
estrategias basicas consisten en construir superficies aproximadas o bien en “pe-
gar”’trozos que pasen de forma exacta por los puntos de control. Mas adelante
volveremos sobre estas cuestiones.

Las superficies de revolucion proporcionan un ejemplo de superficie que per-
mite conectar la representacién explicita z = f(z) con a < z < b con una
representacién paramétrica

r(u,¢) = (ucosp,using, f(u)), a<u<b0<¢p<2r

Ejercicio.- Verifica que el cilindro circular recto de radio R en torno al eje
Oz tiene la siguiente representacion paramétrica:

r(z,¢) = (x,Rcos¢, Rsing) .

En la asignatura de Curvas y Superficies en R? se han mostrado diferentes
métodos para construir variedades como superficies de traslacién o de rotacién
a las que se puede extender facilmente las estrategias presentadas en esta sub-
seccién 26

Algunos ejemplos de superficies parametrizadas (extraidos del repositorio
3d-meier) se muestran en la fig.4

Nota-FEjercicto.- Una variedad puede ser localmente parametrizable y, sin
embargo, no ser una variedad diferenciable. Verifica que curva nodal 3% = 22423
se puede parametrizar mediante p(t+ = (t2—1,¢(t*—1)), pero tiene una singula-
ridad en el origen (0, 0), por lo que no puede ser una variedad suave. Indicacion:
Calcula la interseccién con el haz de rectas y = tx que pasa por el origen.
Nétese que la curva nodal se puede descomponer en 3 trozos abiertos (“ramas”)

26En http://www.3d-meier.de/tut3/Seite0.html se puede ver una gran cantidad de ejemplos
de superficies parametrizadas
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correspondientes a los valores |t |[< 1,¢t> 1yt < —1 (por tanto homeomorfos
a la recta) que estdn “separados” por el origen, punto que pertenece a la ad-
herencia de los 3 abiertos descritos. Esta idea contiene el germen de la nocién
de estratificacién que se desarrolla en Geometria Algebraica y en Geometria
Analitica.

0.1.4. Simetrias en espacios

Un espacio isdtropo es un espacio que se comporta localmente de la mis-
ma forma en todas las direcciones. El comportamiento se puede describir en
términos estédticos (mediante simetrias) ¢ dindmicos (mediante campos) 6 to-
polégicos (mediante caminos y sus clases), p.e.. La mayor parte de los espacios
no son isétropos; se dice entonces que son espacios anisdétropos: presentan irre-
gularidades en la distribucién de “cantidades” o en la evaluacién de funcionales.

Por ello, la condicién de isotropia debe entenderse como una simplificacién
inicial que facilita la formulacién de resultados estructurales. La visualizacion
de propiedades para los espacios isétropos es mas sencilla cuando se cuenta
con estructuras adicionales que pueden ser de tipo métrico, afin, conforme, etc.
En esta subseccion se consideran estructuras métricas adicionales que facilitan
dicha visualizacion.

La visualizacién de condiciones de isotropia presenta pequenas irregulari-
dades debidas a la distribucién discreta de la materia a detectar; por ello, se
obtienen representaciones que se comportan de forma similar independientemen-
te de la direccién de propagacion y basta un tnico coeficiente para controlar el
proceso de difusion. Por el contrario, cuando el material es anisétropo, la difu-
sion depende de la direccién de propagacién y es necesario introducir un “tensor
de difusién” que se representa mediante una 3 x 3-matriz. Una simulacién de la
propagacién en un plano con ruido se puede ver en la Fig.5

En esta subseccion se presentan los modelos méas bésicos de objetos isétro-
pos. Para simplificar se supone inicialmente que dichos objetos tienen una na-
turaleza continua o incluso diferenciable, que proporcionan soporte a modelos
simplificados de fenémenos frecuentes en Fisica o en Ingenierfa 27.

Espacios localmente euclideos

Existe una gran ntimero de propiedades geométricas, herramientas y cons-
trucciones para variedades que son independientes de la métrica. Sin embargo,
la necesidad de comparar datos o de realizar procedimientos de optimizacion,
p-e., requiere introducir criterios basados en métricas.

Los maés sencillos son una extrapolacién a variedades de propiedades métri-
cas asociadas al espacio euclideo m-dimensional E™ = (R™, ds?), en el que la
métrica se define como una “extension infinitesimal” de la métrica euclidea del

27Los casos més interesantes corresponden a materiales discontinuas o incluso dispersos
con una distribucién muy irregular; estos tépicos son més avanzados y se presentan en fases
avanzadas del CEViC (Curso de Especialista en Visién por Computador)
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Figura 5: Modelos simulados de difusion isétropa y anisétropa con ruido disperso

espacio cartesiano ordinario R™; es decir, la forma candnica de la métrica ds>
esta dada por

ds* = dai+... 4 d2?,

que extiende al caso infinitesimal la nocién cartesiana de distancia como la
diagonal de un paralelepipedo rectangulo. El estudio de las propiedades de va-
riedades con estructura métrica inducida por “transformaciones isométricas”
con el espacio euclideo recibe el nombre de Geometria Riemanniana.

Espacios localmente hiperbdlicos

Una variedad diferenciable no tiene por qué ser localmente equivalente a un
espacio euclideo. Dos geometrias alternativas son la esférica o la hiperbdlica. El
modelo béasico para el espacio hiperbdlico esta dado por el hiperboloide de una
hoja

H = {z= (20, xm) ER™ | 22 22 — . —22 =1}

En este modelo, las lineas (geodésicas) se obtienen como interseccion H N H,
del hiperboloide H con un hiperplano H, que pasa por el origen en R™*!. En
ocasiones y para distinguirlo del espacio cartesiano (con la métrica euclidea), en
ocasiones se denota mediante R*™.

Un espacio localmente hiperbdlico es localmente equivalente a un espacio
hiperbdlico m-dimensional H™ = (R™, dsf)’q), caracterizado por la condicién de
que dada una recta exterior £, por cada punto p ¢ ¢ pasan (al menos) dos rectas
que no cortan a ¢ 28,

28De hecho pasan infinitas rectas. Esta propiedad es contraria al Quinto Postulado de Eu-
clides y marca una diferencial inicial crucial, aunque el espacio hiperbdlico sea difeomorfo al
espacio cartesiano
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La forma canodnica de la métrica ds% 4 estd dada por

p m
ds* = def — Z da?
=0 i=p+1
que corresponde a la forma canénica de una cuadrética de signatura (p,q). Si
g = 0, se recupera la expresién correspondiente al caso euclideo; para (p,q) =
(3,1) se obtiene la métrica de Minkowski; en relatividad especial (Einstein) dicha
métrica aparece cambiada de signo.

Un modelo alternativo del plano hiperbdlico estd dado por el disco de Poin-
caré D?. En dimensién arbitraria se obtiene como la imagen por la proyeccién
estereogréfica desde el polo Sur S = (—1,0,...,0)7 sobre el hiperplano zq = 0
que a cada punto del hiperboloide P € H le asocia la interseccién SPN{xo = 0}.
La imagen por esta aplicacién es la bola abierta

B™ = {(zo,x1,...,2m) ER™ | 22 +... + 22 <1}

donde el espacio sobre el que se proyecta corresponde al hiperplano xy = 0.

El estudio de las propiedades de variedades con estructura métrica inducida
por “transformaciones isométricas” con el espacio hiperbélico de signatura (p, q)
recibe el nombre de Geometria Pseudo-Riemanniana. La versién en términos lo-
cales de operadores diferenciales de orden 2 es dual de la expresién métrica; la
versién del operador de Laplace para el caso (1,2) recibe el nombre de operador
de ondas y fue introducido por D’Alembert a principios del s.XIX. Este opera-
dor tiene miultiples aplicaciones en todo tipo de procesos de propagacién sobre
medios continuos (rigidos o deformables).

Espacios homogéneos

Definicion.- Un espacio X es G-homogéneo si existe una accién o : Gx X —
X libre y transitiva. Al resultado de la accién por este grupo se le llama una
simetria. Si conserva la métrica, recibe el nombre de isometria.

Si X es un espacio G-homogéneo, para cada © € X se llama estabilizador de
z al subgrupo

Se = {9€G | gxx =2z}

es decir al conjunto de elementos del grupo que dejan fijo a x € X. Con esta
notacién, cada punto x € X se describe como el cociente G/S,. Reciprocamente,
cualquier cociente G/ H es un espacio G-homogéneo con un punto “privilegiado”
o “distinguido” que corresponde a la clase del elemento neutro. Por consiguiente,
cualquier espacio homogéneo es un cociente de grupos.

El ejemplo mds simple de espacio homogéneo es el espacio cartesiano R™
que es G-homogéneo por la accién del grupo lineal general G = GL(m;R) =
{A € M(m x m;R) | det(A) # 0} que actia por multiplicacién a la izquierda.
Algunos subgrupos importantes son
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= El grupo ortogonal dado como O(m) := {A € GL(m;R) | TA.A=1}.
» El grupo especial dado como SL(m;R) := {4 € GL(m;R) | det(A) =1}
= El grupo especial ortogonal SO(m;R) := SL(m;R) N O(m)

A partir de estos subgrupos se construyen variedades como cocientes de
grupos por subgrupos cerrados:

= Espacio euclideo m-dimensional E™ = G™*1/O(m + 1) donde el grupo
euclideo Gt es el producto semidirecto del grupo especial ortogonal y
el grupo de traslaciones, y O(m + 1) es el grupo ortogonal.

» Esfera m-dimensional S™ = O(m + 1)/O(m) con la variante correspon-
diente a la esfera orientada que se obtiene como cociente reemplazando el
grupo ortogonal por el especial ortogonal.

= Espacio hiperbdlico m-dimensional H™ = OT(1,m)/O(m) con la varian-
te correspondiente al espacio hiperbdlico orientado que se obtiene como
cociente reemplazando el grupo ortogonal por el especial ortogonal.

Como veremos en el médulo 2, todos los grupos mencionados son grupos de
Lie, es decir, grupos con estructura de variedad diferenciable. Por otro lado, en
todos los casos mencionados, el denominador es un subgrupo cerrado H, pero
no es un subgrupo normal. Por ello, el cociente G/H de grupos tiene estructura
de espacio topoldgico, pero no de grupo.

Inicialmente, consideramos la estructura de G/H como espacio topoldgico
29, Sobre cada espacio topolégico se superpone una estructura como C”-variedad
que puede proceder del pegado de cartas o de propiedades globales de funcio-
nes definidas sobre el espacio ambiente (ver capitulo 5 del médulo 2 para més
detalles).

Ejercicio.- Calcula la dimension de los grupos citados més arriba y verifi-
ca que la dimension del espacio euclideo, la esfera o el espacio hiperbdlico es
la diferencia de dimensiones de grupos para la expresion de la variedad como
cociente G/H de grupos.

Ejemplo: Grassmannianas

El espacio proyectivo real n-dimensional P es un espacio homogéneo por
la accién del grupo PGL(n + 1;R) := GL(n + 1;R)/R* (compriebalo como
ejercicio). La seleccién consecutiva de un hiperplano del infinito como comple-
mentario a cada copia afin permite obtener una “descomposicién celular” (cada
célula es homeomorfa a un espacio cartesiano) que escribimos como

2910s abiertos V del cociente estén caracterizados por la condicién de ser saturados (por la
relacién de equivalencia asociada a la conjugacién por H) y la condicién 7~ (V) abierto en G
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Estamos interesados en extender esta descripcién “celular” a la variedad
que parametriza los subespacios de dimensién fija k& de un espacio proyectivo
n-dimensional P" que corresponden a la proyectivizacién de subespacios k + 1-
dimensionales de un espacio vectorial n + 1-dimensional. La Grassmanniana
Grass(k+1,n+ 1) es la variedad que representa dichos subespacios.

La descripcion topoldgica global de la Grassmanniana es muy simple, pues
el subgrupo de isotropfa que deja invariante L* estd dado por GL(k + 1;R) x
GL(n — k;R). Como GL(n + 1;R) actia de forma libre y transitiva sobre el
espacio R"*! induce una accién libre y transitiva sobre los subespacios que
permite expresar la grassmanniana como espacio homogéneo, es decir, como
cociente de grupos:

Grass(k+1,n+1) = GL(n+ 1;R)/[GL(k + 1;R) x GL(n — k;R)]

que se reduce a

O(n+1;R)/[O(k+1;R)xO(n—k;R)] o SO(n+1;R)/[SO(k+1;R)xSO(n—k;R)]

para grassmannianas correspondientes a subespacios generados por vectores or-
togonales o bien ortonormales (obtenidas mediante Gram-Schmid, p.e.). Este ar-
gumento permite dotar a la grassmanniana de estructura de variedad topoldgica.
La estructura como variedad diferenciable se puede ver de diferentes formas. Una
especialmente simple e ilustrativa para diferentes aplicaciones consiste en des-
cribirla como variedad algebraica que se obtiene como interseccion no-singular
de cuadricas 3°.

Para fijar ideas, se considera inicilmanete el caso Grass(2,4) de subespacios
2-dimensionales L? en un espacio vectorial 4-dimensional real V. El proyecti-
vizado de cada subpesacio L? da una recta £ := P(L?) contenida en el espacio
proyectivo 3-dimensional P3 = P(V) := (V — {0})/R*. Fijadas referencias, cada
recta / = ab que pasa por dos puntos a = [ag : a; : ag : az] y b = [bg : by : by : b3]
se describe mediante

ap a1 a2 as
{ = axb =
a <b0 by b bg) ,
donde el subindice 2 que aparece en la matriz denota el conjunto de los 6 de-
terminantes de los 2 X 2-menores de la matriz de los coeficientes que denotamos
mediante

Pij = det (Z’L Z]> = aibj — ajbi para 0<i<j<3
i 05

30Para més detalles ver el Curso de Geometria Algebraica
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que representtan las 6 coordenadas de Pliicker de la recta £ y que estan definidas
salvo factor de proporcionalidad, por lo que representan un elemento de P°. La
pregunta inmediata es si todos los puntos de P® representan rectas ¢ de IP3.
La respuesta es negativa, pero para ello es necesario identificar qué condicién
debe verificar una recta £ C P? para representar representar un punto de P°.
Para resolver este problema calculamos la condicién para que dos rectas £, £’
contenidas en P? tengan interseccién no-vacia y “especializamos” una de dichas
rectas para que coincida con la otra. Es facil ver que

apg ai az asg

bp b1 b b3

ap aj ah aj

o by by by
donde ¢/ = a’ x b’ Desarrollando por los determinantes de tamano 2 X 2 se
obtiene una relacién algebraica

Po1Po3 — Po2P13 + Po3Pla + P12Pos — P13Pog + P23y = 0

que por especializacién (cuando ¢ = £') proporciona la relacién cuadrética 3!:

Po1P23 — Po2P13 + pozpiz = 0

El reciproco se demuestra de forma andloga; por ello, el conjunto de rectas £ de
P3 esta representado algebraicamente por una cuddrica en P°:

Qé}( = {[pm “Po2 Po3 - P12 - P13 11023] \ Po1P23 — Po2P13 + Po3P12 = 0}

a la que se llama cuddrica de Klein que es un hiperboloide regular 4-dimensional
(reglado por 2-planos) en PS.

Desde el punto de vista local, es posible elegir coordenadas locales de mo-
do que el primer determinante en el orden lexicografico correspondiente a la
coordenada de Pliicker pg; sea no-nulo. Con esta eleccién, dividiendo todas las
coordenadas proyectivas entre pg1, se obtiene una representacién analitica local
en el entorno de dicho punto mediante los determinantes de los 2 x 2-menores
de una matriz de la forma

(1 0 = >|<>
0 1 % %/,

donde los elementos * representan elementos de R 6 con mas generalidad de
cualquier cuerpo K. Esta representacion coordenada local muestra ademas la
“libertad” de los 4 pardmetros locales en el entorno DT (pg;) del punto con
po1 # 0.

Esta descripcion se extiende a la grassmanniana Gras(k+1,n+1) de subes-
pacios (k + 1)-dimensionales de V"*! reemplazando la (2 x 2)-matriz por una

3lsuponemos que el cuerpo base tiene caracteristica p # 2
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(k+1) x (k+ 1)-matriz con determinante no-nulo que podemos suponer igual a
la identidad; la (k4 1) X (n—k)-caja complementaria representa las coordenadas
locales de la grasmmanniana para un pequeno entorno DT (po;.. 1) del punto que
representa el subespacio (k + 1)-dimensional E**!; en particular, la dimensién
de la Grassmanniana es el niumero (k + 1)(n — k) de parametros que aparecen
en la expresiéon local de dicha matriz genérica.

Volviendo al ejemplo de las rectas en P3, de forma andloga a como se mostré
antes para el espacio proyectivo, es posible dar una descomposicion de la Grass-
manniana de rectas en P3 por su “posicién relativa” en relacién con una coleccién
de subespacios encajados prefijada pg € £y C m9 C P? a la que se llama una
bandera completa. El nimero de condiciones lineales que se impone a la recta (en
relacién con la bandera prefijada) es la codimensién del “ciclo” que representa
las rectas que verifican dicha condicién. Asi se tiene:

1. Codimensién 0 correspondiente a ¢ C P3? no impone ninguna condicién
adicional, por lo que representa toda la cuddrica de Klein Qx que se
representa mediante og o

2. Codimensién 1 correspondiente a £ N ¢y # () que impone una condicién
lineal (razonarlo sobre la condicién para que dos rectas se corten, fijando
una de ellas). Por ello, es una seccién hiperplana de @ x que se representa
mediante o1 g

3. Codimensién 2 que da lugar a dos casos

s { C my que representa el plano proyectivo dual de my que es isomorfo
a P2 que se representa mediante o1,1

= po € ¢ que representa la “estrella” de rectas que pasan por pg que es
isomorfo a P? y se representa mediante o2 g

4. Codimensién 3 correspondiente a las condiciones pg € £ C mg que es iso-
morfo a una recta proyectiva P! contenida en 7 y se representa mediante
01,2

5. Codimensién 4 correspondiente a la condicién £ = £y (punto en el proyec-
tivo).

La descomposicién celular en el proyectivo estd dada por el complementario
de una seccion hiperplana en cada subespacio lineal que es un espacio afin
homeomorfo a una célula dada por un espacio cartesiano. Andlogamente, el
complementario de cada ciclo de Schubert o, ; en el ciclo en el que estd con-
tenido proporciona una célula correspondiente a un espacio afin que se repli-
ca rellenando todo el espacio cuando se cambian la bandera completa inicial
poEfoCTfoCPg.

Esta construccién se extiende de forma natural a la grassmanniana Gras(k+
1,7+ 1) de subespacios lineales (k + 1)-dimensionales de una espacio vectorial
(n+1)-dimensional y su correspondiente versién proyectiva, si bien la descripcién
como variedad algebraica o analitica es algo méas complicada.
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Estas descripciones tienen gran niimero de aplicaciones en Matematicas, pues
las grassmannianas tienen “propiedades universales” relativas a la factorizacion
de morfismos en relaciéon con el comportamientos de los espacios tangentes a
cualquier variedad 32

A mayores, esta descomposicién tiene multiples aplicaciones en Optica Geo-
métrica (geometria de los rayos de luz, renderizacién) é Fisica Teérica (electro-
magnetismo, espacios twistor de Penrose), Ingenierfa (en relaciéon con Robdética
y Reconstruccién 3D, p.e.) 6 Teoria Econdmica (identificacién de regiones de
estabilidad para mercados bajo informacién incompleta, p.e.)

Espacios localmente simétricos

Los espacios homogéneos son modelos muy simplificados de objetos mas rea-
listas; asi p.e. cualquier modelo cosmolégico realista supone que el soporte es sélo
localmente homogéneo, es decir, se obtiene como “pegado de células” de diferen-
tes dimensiones. Este argumento extiende de manera natural los procedimientos
descritos més arriba (para la esfera, el espacio proyectivo o las grassmannianas,
p.e.) dando lugar a una representacién geométrica de objetos como “complejos
celulares”. La descripcion mas simple de dichos complejos se obtiene a partir de
valores criticos de funciones (o con mds generalidad funcionales) definidos sobre
una variedad (o con més generalidad un espacio topolégico).

Una primera aproximaciéon a objetos complejos eventualmente singulares
consiste en construirlos mediante “pegado estratificado”. En el caso més favo-
rable, los trozos a pegar son espacios G-homogéneos por la accién de un grupo
G 6 con méas generalidad de espacio generados por simetrias locales. Este tipo
de espacios recibe el nombre de espacios localmente simétricos y son cruciales
para representar una gran cantidad de fenémenos en Fisica e Ingenieria.

Las simetrias locales se generan en Geometria Diferencial mediante la inte-
gracion de campos vectoriales. Las simetrias que conservan la métrica reciben
el nombre de isometrias y son cruciales para gran cantidad de aplicaciones. Un
caso “particularmente importante” concierne a las geodésicas (curvas que mini-
mizan la métrica sobre una variedad) que facilitan el “transporte paralelo” de
“cantidades geométricas” (tensores). La clasificacién de los espacios localmente
simétricos se realiza en términos de la clasificaciéon de grupos de Lie 6 de su
linealizacién dada por dlgebras de Lie 33.

En la Fig.6 3* se muestra una representacién bastante sofisticada que ilustra
el cardcter localmente simétrico de objetos complejos a partir del comporta-
miento de curvas de nivel, como curvas integrales del campos gradiente.

32La aplicacién de Gauss que a cada punto de una variedad k-dimensional en un n-espacio le
lleva en su espacio tangente tiene como espacio de llegada una Grassmanniana de K-espacios.
Por ello, esta aplicaciéon permite “clasificar” los datos relativos a la geometria de los espacios
tangente. Mds adelante volvemos sobre esta cuestion

33Una aproximacién més sistemdtica de estos tépicos se lleva a cabo en el capitulo 5 del
moédulo 2

34tomada de http : //madeincalifornia.blogspot.com.es/201108¢14rchive.html
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Figura 6: Representacién localmente simétrica de un objeto complejo

0.2. Atlas sobre una variedad

Intuitivamente, un atlas A sobre una C"-variedad M es una coleccién de
cartas (U;, ¢;) donde los dominios U; recubren M y las aplicaciones ¢; verifican
condiciones de compatibilidad sobre (la imagen de) las intersecciones.

0.2.1. Nocion de variedad topolégica

Denotemos mediante (¢, U) y (¥, V) dos cartas con UNV # () dadas sobre un
espacio topolégico X. La aplicacién ¢ : U — R™ es una C%-equivalencia entre
Uy ¢(U); andlogamente, La aplicacién ¢ : V' — R™ es una CY-equivalencia
entre V' y (V). Si nos restringimos a las imédgenes de U NV se obtiene una
CY-equivalencia

Yoo ! swrvy: dUNV) = p(UNV)

entre dos abiertos de R™. En este caso, no es necesario imponer restricciones
adicionales a las propias de X como espacio topolégico para obtener una C°-
compatibilidad entre los datos locales asociados a las cartas. En el caso C" para
r > 1 debemos incorporar restricciones adicionales para garantizar la compati-
bilidad entre los datos locales.

Parametrizacién local

A lainversa f~! de una C"-equivalencia local se le llama una C"-parametriza-
ciéon. La mads frecuente es de tipo cartesiano, es decir, con sistemas coordena-
dos rectangulares. Otras parametrizaciones muy frecuentes utilizan coordenadas
esféricas, cilindricas 6 cénicas 3°.

Ejercicio.- Muestra una parametrizacién por funciones circulares (resp. hi-
perbolicas) y por funciones racionales de la circunferencia y de la hipérbola.

35Ver http://www.3d-meier.de/tut3/Seite0.html para una gran cantidad de ejemplos de
superficies parametrizadas
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Figura 7: Trivialidad local para una variedad

Compatibilidad entre cambios de carta

La nocién de funcién continua f : M — R tiene sentido globalmente, pero no
necesariamente la nocién de funcién diferenciable. En efecto, dadas dos cartas
(¢,U) y (1,V) con UNV # (0, no tiene por qué ocurrir que fotp=1 : R™ — R
sea una funcién diferenciable. Si consideramos cambios de coordenadas entre
dichos pares, como

(fov ™) =(fop Ho(gop™),

aunque las f o ¢! sean diferenciables, los segundos miembros no tienen por
qué serlo. Por ello, debemos afnadir que los cambios de coordenadas ¢ o~ den
lugar a C"-equivalencias donde 0 < r < co. En este caso, diremos que los pares
(6,U) vy (¥, V) son C"-compatibles 6 C"-admisibles.

Llamamos atlas de una C"-variedad M a una familia Ay, de pares (¢,U)
donde las ¢ son C"-equivalencias cuyos dominios recubren M. La unién de dos
atlas A = {(Ua,¢0) | o€ A} y A = {(Ug,¢3) | B € B} no tiene por qué
ser un atlas, pues las restricciones de las cartas correspondientes a dos abiertos
coordenados de ambos atlas no tiene por qué dar una C"-equivalencia. Por ello,
necesitamos introducir una relacion de C"-equivalencia sobre el conjunto de
atlas dados sobre una variedad:

A~or A & dgo o7t l(U.nu,) s una C"-equivalencia .

0.2.2. Nocioén de variedad de clase r

Las variedades de clase C" se construyen “pegando” datos locales de clase C"
dados por pares (¢, U), donde U es (C"-equivalente a) un abierto de R™ y ¢ es
una C"-equivalencia. Sobre la interseccién U NV identificamos los datos locales
mediante C™ — equivalencias y obtenemos objetos globales. Mas formalmente,
la nocién de C"-variedad se construye a partir de la compatibilidad entre C"-
parametrizaciones:
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Variedad de clase r

Definicion.- Diremos que N es una C"-variedad, si para cada punto x € N
existe una C"-carta (¢,U), tal que para cualquier otra carta C"-carta (i, V),
con x € V, se tiene que la composicién ¥ o ¢~ |yny es una CT-equivalencia

entre p(UNV) y p(UNV).

Ejemplos.- 1) La parte no-singular de cualquier variedad definida por poli-
nomios algebraicos es de clase C”. 2) Cualquier variedad definida por funciones
trascendentes (circulares, hiperbdlicas, exponenciales, logaritmicas, etc) es de
clase C'*° y por tanto de clase C" para cualquier r > 0.

Nocién de subvariedad

Definicion.- Dadas dos C"-variedades N, P, diremos que P es una C"-
subvariedad de N si P C N y la restriccion de la C"-estructura de N a P
da la estructura de P como C"-variedad.

Nota.- Una subvariedad topolégica puede admitir diferentes estructuras co-
mo C"-variedad. Un caso extremo muy significativo es la esfera S” que admite
28 estructuras diferenciables no equivalentes entre si. 36

Existen multiples formas de generar subvariedades. Los criterios maés ttiles
son de tipo global y se expresan mediante diferentes extensiones del Teorema
de la Funcién Inversa.

Nota.- Un subconjunto de una C"-variedad en general no es una subvarie-
dad, incluso aunque admitan una parametrizacion sin excepciones; ello puede
deberse a diferentes circunstancias como p.e. la de ser singular (curvas nodales
o cuspidales, en el plano) ¢ bien a presentar “patologias en el infinito” (curvas
de Peano, Sierpinski, fractales, etc). Es necesario anadir condiciones adicionales
que se presentan en el capitulo 3 de este modulo. El apartado siguiente da un
poco mas de forma a estos argumentos.

Observaciones

= Si W C dom(¢) es un subconjunto de N tal que ¢ |y es un abierto de
R™ para cualquier carta (U, ¢) de un atlas A sobre N, entonces ¢ |y es
una carta sobre N. Por ello, si podemos recubrir el subespacio topoldgico
P de N por una coleccién de abiertos W del tipo anterior verificando las
condiciones usuales de C"-compatibilidad, obtenemos una C"-estructura
sobre P inducida por la de N. En este caso, decimos que P es una C"-
subvariedad de N.

= Dada una C"-variedad topolégica, la familia de los dominios coordenados
correspondientes a las cartas de la C"-estructura forman una base para

36Este resultado es altamente no-trivial (Milnor, 1968) y se comenta con mas detalle en el
modulo de Topologia Diferencial que trata sobre clases caracteristicas
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=

Figura 8: La curva nodal o la curva de Peano no son variedades suaves en el
plano

la topologia original de N. Por ello, no distinguiremos entre la estructu-
ra original como espacio topoldgico y la estructura como C"-variedad y
tomaremos como abiertos para la topologia de N a los dominios U de
un sistema cartas coordenadas (U, ¢y) € Ay dado sobre N, a los que
llamaremos dominios coordenados.

= De una forma mas estricta, deberiamos mostrar las condiciones bajo las
cuales la topologia del espacio topoldgico de partida coincide con la in-
ducida por la estructura de N como C"-variedad. Pero este resultado es
una consecuencia de la condicién de C"-equivalencia para las composicio-
nes ¢g o ¢t sobre ¢o(U, N Ug) (lo cual justifica a posteriori el orden
constructivo seguido en la exposicién).

Una extension de la nocién de subvariedad

Es posible definir una nocién mas general de C"-variedad sin introducir la
condicion de Hausdorff. En efecto, la comparacion de la topologia original con
la topologia inducida por las cartas, muestra que M dotado con la topologia
inducida por las cartas es un espacio localmente conexo, verifica la primera
condicién de separacién (el axioma T; de separacién en topologia conjuntista)
y el primer axioma de numerabilidad.

Sin embargo, no hemos considerado esta mayor generalidad, pues si el es-
pacio soporte no es Hausdorff, es posible definir sobre un mismo soporte dos
estructuras de C"-variedades que no son C"-equivalentes. Por ejemplo, si no
imponemos la condicién Hausdorff, podemos dotar a la circunferencia S! C R?
como subvariedad del plano de una C"-estructura no equivalente a la usual.

En efecto, basta considerar una aplicacién inyectiva 1) : R — R dada por
Y(xr) = x Yo ¢ Q y por ¢(x) dado por el siguiente nimero racional a p/q
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segln la ordenacién diagonal de Cantor (donde hemos suprimido todos los ra-
cionales reducibles). La composicién de 1 con la carta ¢ : S' — R dada por
(cos2mt, sen2mt) — t darfa en este caso una estructura de C"-variedad que no
es C"-equivalente a la que hemos descrito.

Por ello, en esta primera presentacion preferimos evitar las posibles pato-
logias, aun a costa de perder una mayor generalidad, que sélo seria justificable
para abordar problemas topoldgicos mas generales.

0.2.3. El problema del pegado

En la presentacién desarrollada en estas notas insistiremos sobre todo en
los “aspectos constructivos” de las variedades, aspectos que serédn desarrollados
“pegando datos locales”. Es importante destacar que, a pesar de su frecuente
utilizacién, no hay procedimientos universales de “pegado” y la construccion de
objetos globales a partir de datos locales compatibles debe realizarse de forma
explicita en cada caso.

La Topologia General se ocupa de las relaciones entre las propiedades de M
como espacio topologico y sus propiedades como C"-variedad. Las ”particiones
de la unidad® (ver §1,5) proporcionan una aproximacién general al problema
que, lamentablemente, no es constructiva y por tanto no es computacionalmente
implementable.

Pegado directo

El paso de datos locales a objetos globales es una de las caracteristicas
esenciales de la C"-Topologia y sera utilizado frecuentemente a lo largo de toda
la asignatura. En el caso suave (es decir, r = c0), la herramienta usual para
compatibilizar estos datos locales estd basada en las particiones de la unidad que
utilizaremos en el capitulo de integracion de formas sobre variedades. Gracias
al Célculo Tensorial (médulo 3 de la asignatura) podemos reconocer cudndo
un objeto (descrito localmente mediante ecuaciones) es geométrico, es decir, no
depende del sistema coordenado elegido (su expresién local es independiente de
la carta elegida).

La construccién de objetos geométricos “lisos a trozos” (PS 6 piecewise
smooth) es uno de los tépicos méds importantes en el desarrollo de las Mateméti-
cas en relacién con la Fisica y la Ingenieria. Los PS-modelos proporcionan una
extensién de los PL-modelos (piecewise linear ¢ lineales a trozos) que se estudian
en Topologia Algebraica 6 en Elementos Finitos y para programas numéricos 6
simbélicos presentan un menor coste computacional que los PL-modelos.

Una ventaja importante de los PS-modelos radica en la posibilidad de llevar
a cabo procesos de optimizaciéon que son impracticables en los PL-modelos.
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Figura 9: Pegando datos locales para construir una variedad

Pegado inverso

El pegado inverso tiene en cuenta la expresién para la inversa ¢;(—1) de la
aplicacién que da la trivializacién local de U; sobre su imagen o;(U;) en R™.
Dicha inversa recibe el nombre de parametrizacion local y ha sido desarrollada
con detalle en la Geometria de Curvas y Superficies en R?

Un caso més interesante corresponde a proyecciones 37. La proyeccién mas
sencilla desde el punto de vista matematico corresponde a la proyeccion este-
reografica

N S? — TsS?

de la esfera de radio unidad S? = {(z,y,2) € R? | 22 + % + 22 = 1} desde
el polo norte N = (0,0, 1) sobre el plano tangente TsS? en el polo Sur N =
(0,0,—1) (en ocasiones se reemplaza dicha proyeccién por la proyeccién sobre
el plano del ecuador. Las proyecciones bésicas (esférica, cilindrica, cénica) son
proyectivamente equivalentes, si bien la distorsién métrica es completamente
diferente en cada caso. En cada caso, la distorsién proporcionada por los mapas
planos debe ser corregida para cualquier tipo de navegacion maritima sobre la
esfera o la navegacién aérea sobre esferas concéntricas a la esfera terrestre.

La proyeccion estereografica es la menos utilizada para aplicaciones geografi-
cas debido a las distorsiones que genera. A pesar de las deformaciones, la proyec-
cién estereografica conserva los angulos; ello facilita representaciones cartografi-
cas que “conservan las apariencias” al menos desde el punto de vista local. El
cardcter conforme de esta proyeccién facilitan una expresién muy simple 38

37Este caso motiva un gran nimero de desarrollos de Geometria que tienen lugar desde el
$.XVI hasta bien entrado el s.XIX en relacién con representaciones cartograficas y se aborda
con més detalle en el Apéndice dedicado a aplicaciones

38Ver animacién en https://www.youtube.com/watch?v=LH5QGtEZeWM&feature=youtu.be
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Pegado bajo informacién incompleta

En la préctica, es frecuente contar con datos incompletos o irregularmente
distribuidos a los que debemos asociar trozos de curvas o de superficies. Para
simplificar, se supone que los trozos de variedades a ser pegadas son algebraicas
(dadas localmente por polinomios) del mismo grado. Una interpolacién lineal
proporciona una familia como primera inicializacién al problema del pegado.

Supongamos que se dispone de informacién “completa” sobre una coleccién
de k datos linealmente independientes y su evolucién espacio-temporal den-
tro de un espacio n-dimensional. En este caso, se puede asociar un subespacio
k-dimensional L¥(t) C R™ a cada coleccién de datos conocidos y tratar de in-
ferir informacién global a partir de la evolucién temporal de LF(t) 3°. Cada
subespacio k-dimensional L*(¢) representa un punto en una grassmanniana de
k-planos en un n-espacio. Interesa describir la dindmica asociada a condiciones
de equilibrio (o al menos estabilidad) para la evolucién de estos subespacios
k-dimensionales; el problema no es elemental, pues es preciso tener en cuenta
que las grassmannianas son variedades no-lineales y resolver las EDO no-lineales
que describen localmente dindmicas “genéricas” 4°

La mayor dificultad concierne al caso en el que se dispone de trozos de su-
perficies (llamados “parches”), pero hay “agujeros” entre los trozos que deben
ser “pegados”. Este problema es muy frecuente en el caso de la Visién Estéreo,
p-e., o en la recuperacién de informacion a partir de secuencias de video; en este
dltimo caso, la falta de resolucién temporal (baja tasa de captura o de mues-
treo) da lugar a una falta de informacién geométrica que es necesario recuperar
utilizando operadores de propagacién entre los “parches” 1.

Algunas aplicaciones recientes

Las aplicaciones més recientes de los PS-modelos incluyen tépicos relaciona-
dos con las Tecnologias de la Informacién (Sistemas de Informacién Geografi-
cos, Robética, Visién Computacional, etc) y algunas de ellas se mostrardn en
apéndices de estas notas; en mis notas de Geometria Computacional y de Visiéon
Computacional se muestra con més detalle la construccién de PS-modelos y el
diseno de algoritmos para su implementacién computacional.

En ocasiones, la falta de diferenciabilidad (6 incluso de continuidad para
una propiedad 6 un atributo) para los PS-objetos se presenta en el “borde” de
regiones R, ; algunos ejemplos significativos son

= la segmentacion de una imagen digital que consiste en una descomposicién
en unién disjunta de regiones en las que la “variacion del color” esta por
debajo de un umbral;

39Este problema es muy comtin en Teorfa Econémica, p.e.

40Las ecuaciones tipo Riccatti para matrices proporcionan un caso “suficientemente general”
que ha sido poco explotado.

“1Estas cuestiones se abordan en el apartado de Restauracién de imagen, volumétrica o de
video en el Curso de Especialista en Visién por Computador
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Figura 10: Pegado de nubes de puntos 3D a diferentes resoluciones

= la segmentacién de objetos volumétricos en una escena asociada a las
discontinuidades de la funcién de profundidad y que permite “separar”
unos objetos con respecto a otros.

Ante la dificultad para llevar a cabo una prolongacién de las funciones (6 de los
atributos) en ocasiones “se replica” la informacién utilizando simetrias locales
asociadas a grupos con estructura de C"-variedad; este enfoque se desarrolla en
el médulo 2 2. Cuando el soporte no verifica condiciones de suavidad y se desean
aplicar procedimientos de optimizacion, es necesario introducir procedimientos
de “regularizacién” que permiten “suavizar” elementos (aristas, p.e.) en los que
falla la condicién de diferenciabilidad.

En la practica, es frecuente adoptar estrategias de pegado a diferentes re-
soluciones o niveles de detalle (LoD). Esta estrategia parte de la invariancia
de ciertos “hechos” facilmente detectables y restricciones geométricas sobre la
variabilidad del modelo.

42La replicacién por simetrias es un método muy tosco de propagacién, pero que propor-
ciona resultados significativos en algunas aplicaciones de Robotica. Otros procedimientos mas
elaborados y generales utilizan operadores diferenciales de orden 2 (elipticos, hiperbdlicos 6
parabdlicos). Estas cuestiones se abordan en el médulo 5 de Topologia Diferencial
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0.3. Estructuras Diferenciables

Sobre el conjunto de atlas A que podemos construir sobre una C"-variedad
M, introducimos la relacion de orden dada por refinamiento. Para los sistemas de
cartas C"-relacionados por la relacion de refinamiento el axioma de Zorn permite
elegir un atlas maximal que les contiene; alternativamente y de una manera
“més sofisticada”, se puede definir como el limite inductivo en el C"-categoria
correspondiente, pero ambas aproximaciones hacen referencia a procedimientos
de induccién trasfinita que no son constructivos. No obstante y debido a su
utilidad para cuestiones relacionadas con existencia de estructuras compatibles
con refinamientos sucesivos empezamos caracterizando a estos objetos:

0.3.1. Atlas completos y estructura de clase C”

Formalmente, un atlas completo es un objeto maximal 6 “final” atendiendo
a la ordenaciéon parcial que se realiza comparando atlas mediante refinamien-
tos sucesivos. Por ello, se trata de un objeto ideal, cuya utilidad radica en la
posibilidad de disponer d eun modelo “universal” para comparar diferentes des-
cripciones sobre un misma variedad.

Atlas completo

Diremos que A es un C"-atlas completo sobre M si no estd contenido en
ningin otro C"-atlas de M. En virtud del Lema de Zorn, cualquier C"-atlas
sobre una variedad topologica M estd contenido en un unico atlas completo.

La definicion de atlas completo no es constructiva; por ello, no es compu-
tacionalmente implementable. Por lo general, se trabaja con un representante
que eventualmente se refina de acuerdo con el tipo de funcionales a estudiar
sobre la variedad.

Estructura de clase C" sobre M

Es la representada por un C"-atlas mazximal dado sobre M; no obstante, por
comodidad, trabajaremos frecuentemente con representantes no maximales.

Cualquier aplicacién de clase C*° es de clase C" para 0 < r < oo, es decir,
se tiene una cadena de inclusiones (estrictas): C° > C' > ...C" D C™.

Nota.- En Topologia Diferencial se muestra que las estructuras suaves, es
decir, de clase C*° son “densas” para cierta topologia (compacta-abierta) en
C" para r > 1, pero no para C° La demostracién de este resultado no es
elemental pero pone de manifiesto que, desde el punto de vista topolégicos, s6lo
hay esencialmente dos casos que corresponden al caso C? (continuo) y C* (suave
6 diferenciable). Esta observacién ha dado lugar a estrategias completamente
diferentes para la Topologia Algebraica (como PL-aproximacién a la categoria
C") y la Topologfa Diferencial (correspondiente al caso C'°°).
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Figura 11: Representacién simplificada de proyeccién planar, cénica y cilindrica

Tipos de proyeccion

Existen diferentes tipos de proyeccién para la representacién de objetos vo-
lumétricos. El primer objeto volumétrico a representar es la superficie de la
Tierra. Los procedimientos mas elementales de proyeccién son de tipo

= planar sobre el plano tangente en un punto;
= conico sobre el cono tangencial trazado desde un punto exterior; 6

= cilindrico sobre un cilindro tangente a un circulo maximo como el Ecuador,
p.e.

La eleccién del tipo de proyeccién genera una distorsién tanto mayor cuanto
mas alejados estan los puntos de la zona de tangencia. Existe un gran ntimero
de variantes de estos procedimientos, algunas de las cuales se siguen utilizando
en la actualidad en su versién local 43

El procedimiento que mejores propiedades tiene desde el punto de vista ma-
tematico global es la proyeccidon estereogrdfica que esta asociada a la proyecciéon
desde un punto -habitualmente el polo Norte N := (0,...,0,1)T é el polo Dit
S :=(0,...,0,—1)T- sobre un plano -habitualmente el plano tangente en el polo
opuesto o bien el plano del Ecuador-. Esta eleccién se justifica desde el punto
de vista matematico porque proporciona una visualizacion muy sencilla de la
compactificacién del plano anadiendo un “punto del infinito” (Aleksandrov) o
bien por las excelentes propiedades que tiene la aplicacion que da la proyec-
cién (vinculadas a la Geometria Conforme). Estas cuestiones se abordan més
adelante.

Representando la distorsién

El procedimiento habitual para evaluar la distorsién consiste en comparar
la geometria del objeto capturado con respecto a un patrén ideal con datos

43El m4s conocido es el introducido inicialmente por G.Mercator (1569) que se utiliza bajo
el acréonimo UTM en los dispositivos méviles
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Figura 12: Identificando el tipo de distorsién

regularmente distribuidos. La Fig.11 ilustra esta idea en la que se muestran
las distorsiones tipo barril y tipo cojin para una proyeccién lineal central. En la
Visién Humana estas distorsiones se pueden corregir mediante lentes apropiadas
(convexas vs cédncavas) que contrarrestan el efecto (convergente vs divergente)
asociado al tipo de patologia asociada a la proyecciéon de un patrén regular.

En la fotografia aérea o satelital ocurren fenémenos parecidos que, en este
caso, proceden de la distorsién de la superficie terrestre con respecto a un plano
tangente (para cdmaras situadas en posicién cenital) o bien a la distorsién aso-
ciada al eje Gptico con respecto a la normal a la superficie (para cdmaras en
posicién oblicua). Para corregir la distorsién es necesario identificar el tipo y, a
continuacion, insertar elementos (marcas, beacons, dianas topograficas) o iden-
tificar “hechos salientes” en pares de imédgenes tomadas de forma simultdnea o
secuencial.

La utilizacién de dispositivos estéreo 44 para la captura de informacién desde
el aire proporciona imagenes muy proximas a partir de las cuales se puede
calcular un mapa denso de disparidad.

La disparidad espacial en cada punto se define como la diferencia vectorial
en la posicién de un punto y su homélogo en un par de vistas. La estimacion de
un mapa denso de disparidad proporciona informacién sobre la volumetria del
objeto y sobre la localizacion relativa del observador.

Para llevar a cabo la superposicién de datos homodlogos en pares de vistas
estéreo es necesario “alinear” las imagenes corrigiendo la distorsién. Existe un
gran numero de procedimientos para llevar a cabo este proceso tanto en el caso
estético (objeto fijo, cAmara mdévil) como en el dindmico (objeto mévil, cdmaras
fijas 0 en movimiento). Los métodos y algoritmos para dichas aproximaciones
se presentan en los médulos 2 y 5, respectivamente, del CEViC.

El resultado de la puesta en correspondencia de elementos homdélogos pro-
porciona un mapa denso de profundidad (6 de altura) al que se asocia una
malla triangular etiquetada como TIN (Triangular Irregular Network) 6 DEM
(Digital Elevation Map) que es un modelo lineal a trozos con resolucién y error

44F)] estéreo puede ser espacial (pares de imdgenes capturadas de forma simultdnea) 6 tem-
poral (pares de imégenes obtenidas con un pequefio intervalo de tiempo) é ambos
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Figura 13: Algunas superficies compactas sin borde sencillas

controlado. Una vez obtenido el PL-Modelo (PL: Piecewise Linear o Lineal a
Trozos), se realiza un proceso de suavizado selectivo que tiene en cuenta las
irregularidades (eventualmente aristas correspondientes a perfiles o accidentes
orograficos, p.e.). El resultado de este tltimo procedimiento es un PS-modelo
(PS: Piecewise Smooth o Suave a Trozos).

0.3.2. Objetivos de la Geometria Diferencial

La Geometria Diferencial proporciona herramientas en la categoria C°° para
el estudio, clasificacién y transporte de “objetos” (funcionales, tensores) sobre
variedades diferenciables. Para ello, (a) se superponen objetos adicionales lisos
(campos vectoriales, formas diferenciales, formas multilineales) y (b) se intro-
ducen “reglas de diferenciacién” (conexiones) que permiten mostrar cémo se
“trasladan” dichos objetos sobre las variedades. La curvatura de la variedad es
la responsable de las “deformaciones” que padecen dichos objetos como resul-
tado de algin tipo de traslacion.

Desde el punto de vista de las aplicaciones frecuentemente se aproximan los
objetos suaves por PL-objetos que son computacionalmente maés tratables. Los
PL-objetos son “rectificables a trozos” mediante operaciones de “linealizacion
local”. La existencia de compatibilidad local entre estos objetos permite cons-
truir estructuras adicionales (fibrados, haces) que simplifican el estudio de las
propiedades de las variedades originales.

El problema topoldgico central de la C"-topologia 6 topologia de C"-variedades
consiste en la clasificacién de C"-estructuras que podemos dar sobre una C"-
variedad y en la clasificacién de C"-variedades para r > 0. El caso r = 0 corres-
ponde a la Topologia General; la generacién de homeomorfismos locales es muy
sencilla (basta integrar campos vectoriales, como veremos més adelante), pero la
construccién de homeomorfismos globales es bastante mas complicada. De hecho,
sélo existen criterios efectivos para la C%-clasificacién en el caso 1-dimensional.
Como consecuencia, la clasificacion médulo difeomorfismos globales es asimismo
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muy dificil.

Por ello, la estrategia habitual consiste en superpone estructuras con in-
variantes topolégicos facilmente calculables, que sean C"-invariantes. Los in-
variantes que resultan mads faciles de calcular son los diferenciales. Aparecen
asociados a campos vectoriales (que representan flujos uniparamétricos) o bien
a sus “efectos” medidos en términos de formas diferenciales (funcionales defini-
dos sobre campos que a cada campo le asocian un valor real medible). El caso no
trivial mas sencillo corresponde las superficies compactas sin borde que pueden
ser orientables o no que se muestran en la Fig.12 .

Invariantes para la C"-clasificacién

En Topologia Algebraica se muestran diferentes técnicas que permiten asig-
nar objetos algebraicos (grupos, anillos) a objetos topoldgicos; estos objetos
estdn asociados a (clases de caminos) é bien a PL-estructuras superpuestas (ma-
llas triangulares, cuadrangulares, ciibicas), 6 con més generalidad estructuras
celulares (CW-complejos). La cuestion importante es la computabilidad de inva-
riantes asociados a las estructuras superpuestas que se expresan en términos de
grupos de homotopia (traslacién a lo largo de caminos, p.e.) 6, con més genera-
lidad, médulos de (co)homologia (superposicién de PL-estructuras y evaluacién
de funcionales sobre dichas estructuras).

El rango de la parte libre de esos grupos ¢ la caracterizacién de la torsion
(caso de que la haya), suministra invariantes algebraicos que son invariantes
de la topologia (de hecho, de la clase de homotopia, es decir, se mantienen
constantes médulo deformaciones topoldgicas). Por ello, si dos variedades X, Y
tienen invariantes algebraicos diferentes, no pueden estar en la misma clase de
homotopia; por consiguiente no son homeomorfos y, con mayor razén, no pueden
ser difeomorfos 4.

En otras palabras, el cdlculo de invariantes proporciona criterios de “tipo
negativo” para la clasificacion. Lamentablemente, no existen inversos para este
tipo de criterios; es decir, dos C"-variedades pueden tener los mismos invariantes
asociados a grupos de homotopia é de (co)homologia y, sin embargo, no ser
homeomorfas 6 no ser difeomorfas. Estas cuestiones se abordan en el Curso de
Topologia Algebraica.

El enfoque basado en asociar objetos algebraicos a objetos topoldgicos se
extiende asimismo a C"-morfismos, es decir, si f : X — Y es un C"-morfismos,
entonces la aplicacién f induce una aplicaciéon que llamamos covariante f, :
Gi(X) = G;(Y) (donde G; es un grupo de homotopia m; é un grupo de homo-
logfa H;) y una aplicacién que llamamos contravariante f* : G(Y) — G*(X)
(donde G es un grupo de cohomologia H*). Se dice entonces que el paso a la ho-
motopia 6 la homologia es un “funtor” covariante y que el paso a la cohomologia
es un “funtor contravariante” (invierte el sentido de los morfismos asociados a
objetos algebraicos).

45Ver los médulos 1 y 2 de los apuntes de Topologia Algebraica y Diferencial para més
detalles
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En términos més a ras de tierra, la (co)homologia trata de identificar si un
sistema genérico de ecuaciones lineales (sobre objetos en general no-lineales) es
resoluble o no y, caso de no serlo, dénde estd la “obstruccion” a la resolucién del
sistema. Esta obstruccién se expresa mediante no-anulacién de la (co)homologia.
Este argumento tan simple relativo a la resolucién de ecuaciones lineales sobre
objetos arbitrarios (no necesariamente lineales) explica la ubicuidad de los ar-
gumentos (co)homoldgicos en todas las ramas de las Matematicas.

El caso diferencial

El cédlculo de invariantes basados en la estructura topoldgica proporciona
resultados topolégicos muy toscos pero que son de utilidad para una primera
aproximacién al problema de la clasificaciéon. Sin embargo, no permiten evaluar
la “proximidad entre formas”, ni tampoco la proximidad entre elementos situa-
dos sobre las variedades. Por ello, es conveniente contar con criterios mas finos
que permitan incorporar invariantes (con respecto a deformaciones) asociados a
propiedades métricas, angulares, afines, etc. Ello requiere considerar estructuras
de tipo diferencial, métrico, analitico, etc asi como grupos de transformaciones
con propiedades adicionales (isometrias para el caso métrico, transformaciones
conformes para la conservacién de dngulos, etc).

El caso mas favorable es el suave o de clase C'°°, pues se cuenta con las
herramientas del calculo diferencial e integral extendidas al caso de varieda-
des. Cualquier objeto algebraico no-singular es suave; los objetos algebraicos o
analiticos singulares sélo son suaves a trozos. En este curso supondremos que
r = o0, salvo que se indique lo contrario #6. Por ello, los invariantes algebrai-
cos utilizados para la clasificacion estan asociados a datos facilmente evaluables
usando métodos diferenciales, es decir, relativos a campos vectoriales (como el
“indice” é “ntimero de vueltas”, el grado de una aplicacién) que se presentan en
Topologia Diferencial 6 a formas diferenciales (como la dimensién de los grupos
de cohomologia) que se presentan en el médulo 4 de esta asignatura.

El enfoque diferencial se extiende asimismo a las estructuras superpuestas
a las variedades que, en este caso, estdn dadas por (potencias de) los médulos
de derivaciones, de las 1-formas diferenciales 6 de ambos de forma simultdnea
(tensores). La extensién (6 su extensién a distribuciones de campos 6 a sistemas
de formas diferenciales (Pfaff) requiere un formalismo algo mds elaborado. Para
tratar de forma conjunta las diferentes posibilidades se introduce la nocién de
fibrado vectorial. Los invariantes de loas fibrados vectoriales estan dados por
la cohomologia del fibrado que se evalia de forma explicita utilizando formas
diferenciales a partir del médulo 4 de la asignatura.

46Esta eleccién estd justificada por ser la categorfa C° “densa en C” para la topologia
compacta-abierta Vr > 1, aunque la demostracién no es elemental
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Extendiendo la notacién

Utilizaremos letras mayusculas M, N, P... para denotar variedades diferen-
ciables con sus correspondientes dimensiones m,n, p, . . .. Denotaremos mediante
¢ : N — P (6 viceversa) a una aplicacién entre variedades suaves. Denotaremos
mediante C"(N, P) al conjunto de aplicaciones ¢ de clase C" con dominio en N
e imagen en P. La letra M denotara habitualmente una variedad diferenciable
que puede corresponder indistintamente al espacio de partida ¢ de llegada de
una C"-aplicacion.

Utilizaremos letras mayusculas X, Y, Z, ... para denotar variedades algebrai-
cas 6 analiticas con sus correspondientes colecciones (de hecho, haces estructura-
les) de funciones regulares f : X — K (polinomios en el caso algebraico, analiti-
cas en el caso analitico) Ox, Oy, Ogz, ... . Denotaremos mediante ¢ : X — Y (6
viceversa) a una C"-aplicacién entre C"-variedades algebraicas (para r = alg)
6 analiticas (para r = w) y mediante f* : Oy — Ox al morfismo inducido
(mediante composicién) por f. En todos los casos, el Algebra Local del anillo
de funciones regulares (diferenciables, algebraicas, analiticas) proporciona un
lenguaje comin para el desarrollo de propiedades locales. Para minimizar la
dependencia con respecto a desarrollos basados en Algebra Local (materia op-
tativa), se adopta el punto de vista infinitesimal que sélo requiere formalizar
argumentos bien conocidos del Anélisis de varias variables reales.

Desde el punto de vista local, la restriccién de un C"-morfismo f: N — P
entre C"-variedades se expresa en términos de una aplicacién local f |y: U —
V' entre cartas locales de N y P, respectivamente. Si identificamos cada uno
de los abiertos con su imagen en el espacio cartesiano correspondiente, dicha
restriccién se puede interpretar como una C"-aplicacién R™ — RP entre espacios
cartesianos. Por ello, el objeto topoldgico a estudiar desde el punto de vista local
es el espacio de funciones C"(R™,RP). Este objeto tiene “muy poca” estructura
y es necesario introducir algin tipo de “(semi)normas” para resolver problemas
de aproximacion 6 de regularidad en relacién con los operadores diferenciales
definidos sobre dichos espacios.

Desde el punto de vista infinitesimal formal, para f € C"(R™,RP) se consi-
dera el desarrollo de Taylor formal en un punto zg € R™ dado por

7(@) = f(z0) + (& — 70)" Df (z0) + 5 (& — 70)" D*f (o) (w — 70) + ...

Para gestionar esta informacion se introduce la nocién de k-jet correspondiente
al desarrollo de Taylor forma (no necesariamente convergente) truncado hasta
orden k (inclusive); en la Fig.13 se ilustra la aproximacién del desarrollo de
Taylor de la funcién sen mediante polinomios de grado bajo.

Este tipo de argumentos se extienden a desarrollos de Taylor para aplicacio-
nes suaves en términos del espacio de jets. El conjunto J*(R"),RP) (denotado
de forma mas abreviada como J¥(n,p)) tiene estructura de espacio vectorial
finito-dimensional 6, mejor atn, de dlgebra graduada (por el grado de los po-
linomios) y proporciona un modelo infinitesimal, primer paso para el estudio
local de las funciones f € C"(U, V) mediante las aproximaciones de orden k.
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Figura 14: Aproximacion del desarrollo de Taylor por polinomios de grado bajo

La clasificacién de tipos de funciones se realiza en términos de grupos de C"-
equivalencias que actian sobre los espacios de partida (equivalencia a la izquier-
da 6 L-equivalencia) 6 de llegada (equivalencia a la derecha ¢ L-equivalencia) é
ambos a la vez (equivalencia izquierda-derecha 6 A-equivalencia) ¢ bien sobre
el grafo (como subvariedad diferenciable) de la aplicaciéon f (equivalencia de
contacto é K-equivalencia). El estudio de las diferentes B-6rbitas que pueden
aparecer para cada una de las relaciones de equivalencia precedentes (es decir,
para B igual a £, R, A 6 B) es el nicleo de la clasificacién de singularidades
de aplicaciones desde el punto de vista infinitesimal (ver Arnold, Gusein-Zade
y Varcenko 6 bien C.T.C.Wall para detalles).

La extensién del enfoque local al caso global requiere una formulacién intrinse-
ca (independiente del sistema de coordenadas) del desarrollo formal de Taylor
(no necesariamente convergente) que se aborda en la Topologia Diferencial Glo-
bal de Variedades. Esta extensién permite abordar el estudio intrinseco de los
jets J¥(N, P) de orden k que se aborda en Topologia Diferencial.

Aplicaciones avanzadas en TIC

La linealizacién de la nocién de A-equivalencia se aplica a problemas avan-
zados de Vision Computacional y de Robdtica:

= Vision Computacional: La realimentacion entre estructura y movimiento
para la generacién semi-automatica de modelos a partir de una camara en
movimiento desplazandose en una escena.

= Robdtica: De utilidad para la realimentacién entre sensores y actuadores
en el Ciclo Percepcion-Accion, incluyendo interaccién con el terreno en
operaciones de locomocion.

La linealizacion de la nocién de K-equivalencia conserva el grafo de una apli-
cacién en términos diferenciales, es decir, relativos a la condicién de incidencia
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Figura 15: Seguimiento de hechos muy sencillos para objetos rigidos

entre un elemento (un punto de una variedad o una funcién de un espacio de fun-
ciones) y el espacio tangente en dicho elemento. En particular, la conservacién
de un contacto de orden cero (asociado a la posicién), uno (asociado a elemen-
tos tangenciales) o dos (control de fuerzas y momentos) se aplica a tépicos tales
como

» Vision Computacional estdtica en relacién con una linealizacién del Reco-
nocimiento de Formas usando “hechos” vinculados a la apariencia que se
representa como el grafo de una aplicacién (identificable en términos de
contornos de objetos segmentados en imagen 6 en una secuencia de video
para un objeto rigido.

= FEstimacion de caracteristicas del movimiento relativo de una cdmara con
respecto a objetos de interés eventualmente deformables (sfm para objetos
no-rigidos, p.e.)

= Robotica: De utilidad para la implementacién computacional para tareas
complejas como las vinculadas a operaciones de agarre y manipulacion
que se expresan en términos de la fijacién de condiciones de contacto para
localizaciones 6ptimas de contacto en términos de la aplicacién normal en
puntos o curvas apropiadas contenidas en el objeto.

Una introduccion a estas aplicaciones se presenta més abajo; una versién més
detallada se muestra en los Cursos de Especialista en Visién por Computador
y en mis notas sobre Robética de multicuerpos. Las tareas més complejas con-
ciernen a la coordinaciéon ojo-mano, incluyendo captura mediante visién estéreo,
posicionamiento correcto, planificacion, ejecucion y control del agarre, proceso
al que se etiqueta como Visual Servoing.

0.3.3. Complementos histdéricos

En esta seccién se presentan algunos elementos y resultados relacionados con
la nocién de C"-variedad. Esta seccién tiene un caracter informativo comple-
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Figura 16: Visual Servoing para un robot humanoide (Karlsruhe, Alemania)

mentario y bastante més avanzado que el resto del curso; por ello, puede saltarse
en una primera lectura.

Compatibilidad y jerarquias entre C"-estructuras

Sin < 3ysin > 5 es posible demostrar (no es elemental) que la estruc-
tura topoldgica usual sobre R™ es esencialmente tinica, es decir, tinica modulo
difeomorfismos. Estamos interesados en objetos més generales que el espacio car-
tesiano. Para abordar este problema se introdujeron dos estrategias topoldgicas
generales basadas en la superposicién de PL-estructuras (mallas generalizadas)
o bien en el estudio de caminos cerrados o lazos (método homotdpico) contenidos
en las variedades.

Con més generalidad, si la dimensiéon n < 3 se demuestra que cualquier
variedad topoldgica admite una estructura de clase C*°. En relaciéon con este
resultado se planteé la Conjetura de triangulacion (etiquetada como Hauptver-
mutung en la terminologia cldsica) acerca de si una variedad topolégica admite
una estructura de PL-variedad (es decir, una estructura lineal a trozos) y si di-
cha estructura es tinica. Para abordar este problema, interesa generar de forma
automética mallas generalizadas (extensién de mallas triangulares, inicialmen-
te) o bien lazos; una forma constructiva de generar ambos tipos de objetos
topoldgicos es mediante simetrias locales.

El Quinto Problema de Hilbert (Paris, 1900) concierne a la caracterizacién
de los grupos de Lie y esta relacionado con la conjetura formulada en el parrafo
anterior; un grupo de Lie es un grupo que tiene estructura de variedad diferen-
ciable, es decir, tales que las aplicaciones de composicién y de paso al inverso
son suaves. Cualquier grupo cldsico de matrices (asociada a cualquier geometria
lineal) es un grupo de Lie, p.e.

Sophus Lie (hacia 1890) utilizaba grupos continuos de transformaciones pa-
ra el estudio de sistemas de EDO (Ecuaciones Diferenciales Ordinarias) y de
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Figura 17: PL y PS-estructuras sobre nubes: Ajustando Superficies Polinomiales

EDP (Ecuaciones en Derivadas Parciales). Sin embargo, en la exposicién de sus
teorias, S.Lie usa frecuentemente la diferenciabilidad de dichas transformacio-
nes de una forma implicita. A principios del siglo XX ya era bien conocido que
pueden existir ecuaciones funcionales analiticas cuyas soluciones son funciones
uniformes y continuas, pero no diferenciables. D.Hilbert muestra una tal ¢(x)
como solucion del sistema de ecuaciones funcionales dado por

¢z +a)—o(x) = fz), ¢z+p)—¢(x) = 0,

donde «, 8 € Ry f(x) es una funcién uniforme analitica y regular V z (dicha
funcién se puede construir mediante series trigonométricas, de forma similar a
como se construyen soluciones no analiticas de ciertas ecuaciones en derivadas
parciales). Por ello, un grupo de Lie se define como un grupo G tal que la
aplicacién G x G — G dada por la asignacién (g1,92) — glggl es de clase C*°.

El Quinto Problema planteado por Hilbert en 1900 pregunta si un grupo
topoldgico (es decir, que es un espacio topoldgico) es necesariamente un grupo
de Lie. Si la respuesta fuera cierta, ello implicaria que la estructura diferenciable
es “irrelevante”.

J.Von Neumann (1934) demuestra que la respuesta es afirmativa si G es
compacto. L.Pontryagine (1934) demuestra que la respuesta es afirmativa si G es
abeliano y localmente compacto. El Quinto Problema de Hilbert problema tiene
una respuesta afirmativa para el caso localmente euclideo (descripcién como
variedad topoldgica), aunque una demostracién completa y altamente sofisticada
no fue dada hasta los anos cincuenta. Mas explicitamente, se tiene el siguiente

Teorema (Gleason, 1952, Montgomery y Zippin, 1952).- Cualquier grupo
localmente euclideo es un grupo de Lie.

Poco despues, Yamabe (1953) da una respuesta afirmativa al problema uti-
lizando argumentos algebraicos bajo condiciones més generales para grupos co-
nexos localmente compactos G que no contienen “subgrupos pequenos”.
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Por otro lado y de forma independiente (usando herramientas sofisticadas de
Topologia Diferencial y Algebraica), se demostré que las variedades topolégicas
son “esencialmente lo mismo” que las lineales a trozos (tienen los mismos in-
variantes topoldgicos). Por ello, el problema se orient6 hacia la relacién de las
PL-variedades con las variedades de clase C*° que no pueden ser aproximadas
por PL-variedades.

Variedades no lisas y estructuras no-equivalentes

Existen variedades lineales a trozos que no admiten estructura diferenciable.
Kervaire (1960) proporciond el primer ejemplo de una P L-variedad de dimensién
10 que no admite estructura diferenciable. Usando acciones de grupos y un
resultado de Bing (1952) se puede encontrar otro contraejemplo cuyo soporte es
la esfera de dimension 3.

Por otro lado, existen variedades que son C’-equivalentes pero no son di-
feomorfas, por lo que hay que precisar el tipo de C"-estructura que estamos
considerando sobre el soporte topolégico. Asi por ejemplo, Milnor (1960) de-
mostré que existen 28 estructuras no difeomorfas sobre la esfera S7 que son
homeomorfas entre si. Los casos correspondientes a S' (complejos unitarios), S
(cuaterniones unitarios) y S” (octoniones unitarios) son “més faciles” de estu-
diar pues son las unicas esferas “paralelizables” (con fibrado tangente isomorfo
al trivial) y, ademds, son las tinicas dlgebras de divisién sobre el cuerpo R de
los nimeros reales. Actualmente, se ignora una cuestién tan simple de plantear
cémo cuantas estructuras homeomorfas pero no difeomorfas se pueden definir
sobre una esfera S™ de dimensioén arbitraria.

A las estructuras diferentes de la usual se les denomina “exéticas”. Es posible
demostrar asimismo que el espacio proyectivo real P3 admite estructuras dife-
renciables que no son difeomérficamente equivalentes a la usual (ver Ejercicios
1.1.7.4 y 1.1.7.12 para una primera aproximacién al problema).

El problema de la clasificaciéon

Los criterios disponibles actualmente para distinguir tipos no difeomorfica-
mente equivalentes de variedades homeomorfas, requieren la introduccién de
invariantes topoldgicos de la estructura lineal a trozos que son invariantes glo-
bales (clases de Pontrjagin). Este tépico es una parte altamente sofisticada de la
Topologia Diferencial Global, que se aborda en el iltimo médulo de Topologia.

Una de las aplicaciones de la clasificacion esta relacionada con el problema
del Reconocimiento de formas para inputs procedentes de informacién capturada
con diferentes dispositivos (imagen, video, ldser 3D, infrarrojos, rayos X, entre
otros). Los inputs se agrupan en torno a superficies que se pueden caracterizar a
diferentes niveles por un nimero muy elevado de caracteristicas que se expresan
en términos de detectores y descriptores. Por ello, el espacio de busqueda puede



64 INDICE GENERAL

Figura 18: Generacién de mallas cuadrangulares (Bommes, Aachen)

tener una dimensién muy elevada 47.

El Reconocimiento de Formas introduce una jerarquia entre aspectos locales
y globales (asociados al pegado de datos locales). Para ello, se requieren modelos
robustos (geométricos) con invariantes calculables de acuerdo con una jerarquia
que va desde los aspectos més toscos (topologia conjuntista o lineal a trozos) a los
més finos (aspectos geométricos) pasando por modelos deformables (controlados
por aplicaciones conformes, p.e.). Una estrategia comin consiste en superponer
mallas (triangulares vs cuadrangulares) asociadas a nubes de puntos variables
(ver. Fig.18). El control efectivo de las deformaciones proporciona herramientas
asimismo para la animacién de objetos eventualmente articulados (ver Fig.19).

47El descriptor SIFT (Scale Invariant Feature Transform) tiene 128 componentes y es nece-
sario disenar procedimientos eficientes para disminuir de forma radical dicho ntimero
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Figura 19: Animacién de caracteres basada en integradores de grupos de Lie
(Crane, Desbrieu et al, 2009)

0.4. Ejercicios

0.4.1. Parametrizando la esfera

Construye parametrizaciones locales de la esfera

St = {z = (21,...,0,) ER™ | 2P+ .. 22 =1},

mostrando su estructura como C"-variedad. Indicacion: Usar la proyeccion es-
tereografica sobre un hiperplano coordenado. Por ejemplo, si N = (0,...,0,1)
es el polo Norte, entonces consideramos la aplicacién

1

d)N(E) = l_xn(xla"-axn—1a0)7

definida para los puntos del complementario del ecuador dado como S*'N{z,, =
1}. Podemos razonar andlogamente con el Polo Sur S y mostrar que el cambio
de carta estd dado para cada y ¢ S"~' N {x, = 1} por ¢no ¢g'(y) = y/lyl?
(en efecto, nétese que a B

1
On(z) = s os(a) .
l¢s (@)

De este modo obtenemos una C"-estructura sobre la esfera S*~! dada por dos
cartas. Una descripcién alternativa de una estructura C"-equivalente a la que
acabamos de describir se obtiene proyectando la semiesfera superior 6 inferior,
que denotamos respectivamente mediante

Ut ={reS" !t | 2°>0} v U ={zeS"! | 2°<0} 1<i<n
sobre ¢ = 0 via (z!,...,2") > (2!, ..., 2t 2t an).

Comprueba que la restriccion de esta proyecciéon a cada uno de los abiertos
U y U; da un difeomorfismo con el disco abierto unidad del plano. Asimismo,
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la aplicacién que da el cambio de carta sobre la interseccién de dos abiertos
de este tipo estd dada por la identidad. Por ello, obtenemos una C"-estructura
sobre la esfera S*~1, dada en este caso por 2" cartas.

La equivalencia con la C"-estructura descrita més arriba en términos de
la proyeccién estereografica procede de la equivalencia entre R*~! (que es to-
polégicamente equivalente a la esfera menos un punto) y el disco abierto de
radio unidad contenido en R™~!. Muestra esta equivalencia como ejercicio.

0.4.2. Parametrizando el toro

Parametriza el toro 2-dimensional T? = S! x S' que aparece en R® como
la superficie de revoluciéon obtenida haciendo girar la circunferencia dada por
{(0,y,2) € R® | (y—2)%+2% =1} en torno al eje Oz. Dar una parametrizacién
usando coordenadas complejas en la parametrizacién angular de Euler.

0.4.3. Parametrizando la banda de Moebius

La banda de Mobius estd dada analiticamente en R® como la imagen de la
aplicacion f :]0,27[xR — R? que a cada par (6,t) € [0,27] x R asocia

0 0 0
(2cosf + tcasicow , 2senf + tcosisenﬁ , tsen§)

Una descripcion alternativa procedente de la Topologia Geométrica es la
siguiente:

Sobre el conjunto B := {(z,y) € R? | 0 <z <1+¢} (donde 0 <e < 1) se
considera la relacién de equivalencia (x,y) ~ (z/,y') si y sélo si (x,y) = (2/,y')
6 bien si | z — 2’ |= 1, entonces y +y’ = 0. La banda de Moebius B), se obtiene
como la imagen por paso al cociente de la relaciéon anterior.

Recubrimos B mediante los abiertos Uy := {(z,y) | 0 < 2 < § + ¢}y
Uz == {(z,y) | § —¢ < x < 2r}. Comprueba que la aplicacién ¢; := f |v, es
biyectiva y que las cartas dadas por (U, ¢;) forman un C"-atlas 2-dimensional
sobre la banda de Moebius By, cuya expresién coordenada local en R? es la
que hemos mostrado mas arriba.

0.4.4. El espacio proyectivo como variedad

El espacio proyectivo Pg estd descrito como el cociente de S” por la apli-
cacion antipodal que identifica dos puntos diametralmente opuestos, es decir,
tenemos una aplicacién f : S" — Pg donde f(z) = f(y) & = = +y. Esta apli-
cacién permite dotar al espacio proyectivo Pg de forma natural con la topologia
cociente, es decir, U es un abierto de P% siy solo si f~!(U) es un abierto de S™.

Por ello, la estructura local del espacio proyectivo Pg es ”esencialmente la
misma“ que la de la esfera S™. Sin embargo, como la aplicacién de paso al
cociente S™ — P™ = S§™/Zs no es inyectiva, ambas variedades no pueden ser
homeomorfas.
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La inclusién usual S*~' € S™ dada como una seccién hiperplana de la segun-
da, permite considerar una inclusién natural Pp ' C P2. Muestra que P§ — Pg~*
es homeomorfo al interior del disco Int(D") = {x € R™ | d(z,0) < 1}. A este
conjunto se le llama una n-célula.

De hecho, como Int(D™) es C"-equivalente a R™, iterando el proceso obte-
nemos una descomposicién en unién disjunta de espacio C"-equivalentes a R”
para k=0,...,n

P = RPUP* ! = RPUR™TUP*2 = ... = R*UR"1U...R°,

a la que se llama descomposicion celular del espacio proyectivo real Pg. Esta
descomposicion también se puede llevar a cabo de forma andloga en el caso
complejo; observar que en este caso, las células que aparecen tienen dimensién
real par.

Describe la estructura del espacio proyectivo en términos de las cartas coor-
denadas locales

Di(z;) = {z=(x0:21:...:2,) | @ #0},

donde z = (zg : 21 : ... : z,) son coordenadas homogéneas. Indicacidn: verificar
la condicién de homeomorfismo local sobre la interseccién D4 (x;) N Di(x;) de
dos abiertos coordenados locales. Para esta parte es mas conveniente usar la
proyeccién cartesiana sobre el hiperplano z; = 0 y razonar de la misma forma
que en la esfera (este ejercicio pone de manifiesto que el proyectivo y la esfera
m-~dimensionales son localmente difeomorfas, aunque no lo sean globalmente,
segin hemos visto mds arriba).

0.4.5. Parametrizaciones polares y esféricas

Describe las parametrizaciones de R? y R3 dadas por coordenadas polares y
esféricas, respectivamente, y mostrar que este sistema de cartas es compatible
con la carta identidad que da la estructura topolégica trivial.

Describe la parametrizacion del espacio ordinario mediante coordenadas
cilindricas.

0.4.6. Equivalencia entre nociones de atlas

Demuestra que la nocién de atlas C"-equivalentes introducida en el §1,1,5 es
de equivalencia y que la unién de 2 atlas C"-equivalentes es un C"-atlas sobre
una variedad topologica M.

0.4.7. El cono y el semicono como variedades

Comprueba que el cono 22 — y? — 22 = 0 es una variedad algebraica pero no
es una C"-subvariedad de R3. Demuestra que el semicono positivo (con z > 0)
es una C-subvariedad de R3.
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0.4.8. Repaso de Topologia General de Variedades

1. Si M es una variedad entonces M es localmente compacta.

2. Si M admite un atlas numerable, entonces M admite una base numerable
para su topologia (en particular, cualquier variedad compacta admite una
base numerable).

3. Si f: M — N es un homeomorfismo, entonces M verifica una propiedad
topoldgica (P) siy sélo si N la verifica. Por ejemplo, una variedad com-
pacta no puede admitir un atlas dado por una sola carta, aunque desde el
punto de vista conjuntista la variedad pueda estar contenida en el dominio
de una sola carta de otro espacio ambiente

Estos resultados proporcionan criterios débiles para distinguir variedades to-
poldgicas; la Topologia Algebraica suministra invariantes que nos permiten dis-
tinguir clases de variedades topoldgicas, modulo homeomorfismo.

Cuestiones tipicas de examen Cuestion 1.- Demuestra que una variedad
compacta no puede ser recubierta por una Unica carta

Cuestion 2.- Demuestra que el borde de un cuadrado no puede ser recubierto
por una sola carta

0.4.9. Proyeccion estereografica

Sobre R? U {oo} =~ C U {oo} se considera la topologfa inducida por la
proyeccién estereografica S? — { N} — R? y la compactificacién de Alexandroff
de R? (6 alternativamente de C). Introducimos la relacién de equivalencia ~
sobre CU {oo} dada por

2~ e 2=2 {2,2} ={0,00} 6si {2,2'} #{0,00} entonces 2z’ = —1,

donde z denota el conjugado de z. Demuestra que si 7 : S? — C U {cc} es la
proyeccion estereografica extendida, entonces 7 factoriza a través del cociente y
se obtiene un homeomorfismo S?/relacién antipodal — (C U {o0})/ ~. 4®

Nota.- El ejercicio anterior muestra que la compactificacién (de Alexandrov)
del plano R? con el punto del infinito es topolégicamente equivalente a la inver-
sién de la proyeccién estereografica. Mas adelante, veremos cémo este hecho per-
mite comparar campos vectoriales sobre el plano con campos vectoriales sobre
la esfera que tienen un punto singular en el polo norte (centro de la proyeccién
estereografica).

Debido al “mal comportamiento” del punto del infinito del plano (imagen
del polo norte N de la esfera), es conveniente tomar las coordenadas usuales

8més detalles sobre el uso de coordenadas complejas en el §4 de B.A.rosenfeld y

N.D.Sergeeva: “Proyeccién Estereografica”, Ed. Mir, Moscu, 1977
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(x,7) del plano R? como coordenadas de la copia afin correspondiente al abierto
Di(2%) = {(2° : 2! : 2?) € P% | 2° # 0}; es decir, hacemos z := z!/20 e
y = x?/20.

Esta transformacién muestra que a cada punto (x,y) € R? le corresponde
una familia uniparamétrica de ternas [29 : 2! : 2?] € P% (definida univocamente
salvo factor de proporcionalidad) representada por una recta que pasa por el
origen y un punto de la esfera real 2-dimensional S? y reciprocamente, si xg # 0.
Si kg = 0, a este punto le corresponde la recta del infinito.

De este modo, hemos obtenido otra compactificacién del plano afin mediante
una recta, al que se llama el plano proyectivo (detallado desde otra perspectiva
en el Ejercicio 1.1.7.4). Nétese que con esta presentacién, cada punto P de P2
estd representado por rectas £p de R? que pasan por el origen.

La correspondencia que a cada punto 1 € P% representado por /, le asocia
el par de puntos antipodales {+x}, permite visualizar P% como parte de la
semiesfera S2. La proyeccién de esta semiesfera sobre el plano R? da un disco
D2, cuyos puntos antipodales estan identificados y corresponden a la linea del
infinito. Reciprocamente, la compactificaciéon del plano euclideo con esta linea
transforma el plano R? en el plano proyectivo P (esto muestra en particular
que ambas compactificaciones son diferentes).

Ejercicio.- Generaliza la construccién mostrada en el parrafo anterior a di-
mension arbitraria.

Nota.- En lo sucesivo supondremos ya conocidos los diferentes modelos del
espacio proyectivo y serdn usados sin referencia explicita.

0.4.10. Difeomorfismo local entre esferas y espacios pro-
yectivos

Demuestra usando cartas que PL es localmente difeomorfo a la circunferencia
S' y que PZ es localmente difeomorfa a la esfera S2.

0.4.11. Estructuras diferenciables sobre curvas racionales

Sobre la recta real R consideramos las estructuras diferenciables dadas por
la aplicacién 1g(x) := 2 y por la ciibica ¢(z) = 2%, Demuestra que la aplicacién
identidad i : (R,1g) — (R, ) no es un difeomorfismo, pero que la aplicacién
F: (R, 1g) — (R,¢) dada por F(x) := 2® es un difeomorfismo entre ambas
estructuras diferenciables.

Nota.- Este ejemplo pone de manifiesto como estructuras diferenciables dis-
tintas sobre una variedad M pueden determinar variedades difeomorficamente
equivalentes (mediante un apropiado difeomorfismo).

0.4.12. Atlas diferenciable y analitico

Demuestra que cualquier atlas A sobre un espacio topoldgico M esta conte-
nido en un unico atlas maximal, por lo que define una estructura diferenciable
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sobre M. Demuestra que un atlas maximal analitico estd contenido en exacta-
mente un atlas maximal diferenciable.



