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Introduccion

El presente trabajo tiene por objetivo presentar una memoria con los resul-
tados obtenidos y material estudiado durante el periodo de investigacion del
Programa de Doctorado en Matematicas de la Universidad de Valladolid,
curso 2009 — 2010, bajo la tutela de los profesores Dr. D. Antonio Campi-
llo Lépez y Dr. D. Edgar Martinez Moro, requisito indispensable para la
obtencién del Diploma de Estudios Avanzados.

La investigacién que se presenta ha dado lugar a las siguientes publicaciones:

= M. Borges-Quintana, M. A. Borges-Trenard, I. Marquez-Corbella and
E. Martinez-Moro. An Algebraic View to Gradient Descent Decoding.
Acepted to IEEE Information Theory Workshop, 2010. [12].

= M. Borges-Quintana, M. A. Borges-Trenard, I. Marquez-Corbella and
E. Martinez-Moro. Descodificacion por gradiente como reduccion. XII
Encuentro de Algebra Computacional y Aplicaciones (Santiago de
Compostela, 19-21 de julio de 2010). [13].

= [. Mérquez-Corbella and E. Martinez-Moro. Combinatorics of minimal
codewords of some linear codes. Submitted to Advances in Mathema-
tics of Communications, 2010. [46].

= [. Marquez-Corbella and E. Martinez-Moro. Programacion lineal mo-
dular y bases de Graver: Cdlculo de soportes minimales de codigos
lineales. VII Jornadas de Matematica Discreta y Algoritmica (Castro
Urdiales, 7-9 de julio de 2010), 451-458, 2010. [47].

Es bien conocido que la descodificacién de codigos lineales binarios se puede
ver como un problema de programacién lineal entera modular. Esta relacién

1



2 Introduccién

motivé el inicio del trabajo que tenia como objetivo describir algebraicamen-
te el conjunto de palabras de soporte minimo de un cédigo definido sobre
Zq4 o, equivalentemente, circuitos minimos en matroide Z, — representable.
El interés del conjunto de palabras de soporte minimo de un cédigo viene
dado por su relacion con los algoritmos de descodificacién por gradientes.
Existen dos algoritmos de descodificacién por gradientes propuestos para
c6digos binarios de forma independiente por Liebler [42] y por Ashikhmin y
Barg [6]. Liebler menciona en su articulo [42] que los dos algoritmos, a pesar
de compartir la filosofia de descodificacion por gradiente, son diferentes. En
el capitulo 4 de este trabajo se probara que estos dos algoritmos son duales
en el sentido de que son dos formas de entender la representacion de Grobner
de un coédigo.
El conjunto de palabras de soporte minimo también tiene interés en el cam-
po de la criptografia, en particular en el esquema para compartir secretos
basados en cédigos correctores de errores, ya que describen el conjunto de
coaliciones minimales que acceden al mismo, véanse los textos [1, 6].
El célculo de las palabras de soporte minimo de un cédigo lineal arbitrario
es NP-completo, ya que estd relacionado con la descodificacién completa,
incluso si se permite preprocesamiento de los datos (Véanse [7, 10, 20]).
Durante este trabajo se utilizaran las siguientes aplicaciones de cambio de
caracteristica:

VL1 —Zy y A:Zy—7°

donde s se determina del contexto y ambas aplicaciones actian coordenada
a coordenada sobre vectores y matrices. La aplicacién ¥ se corresponde con
la reducciéon modulo g y A sustituye la clase de los elementos 0,1,...,g—1
por el mismo simbolo considerado como un entero.

Teniendo en cuenta estas aplicaciones y si se considera un entero q € Z>o,
una matriz de coeficientes A € Zy"*" y los vectores b € Zg y w € R", defini-
mos un problema de programacién lineal entera modular, y se denotard por
IP A .w q(b), como un problema de programacién lineal en aritmética modu-
lar cuyo objetivo es encontrar un vector u € Zg que minimice la funcién de
costos w - Au y verifique que Au’ =b mdéd q. Es decir:

Minimizar: w - Au

. Aut =b méd ¢
Sujeto a: { ez

IPAwq(b) =

Conti y Traverso [22] propusieron en 1991 un algoritmo eficiente que utiliza
bases de Grobner para resolver problemas de programacion lineal entera.
En términos generales este algoritmo se basa en el calculo de una base de
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Introduccién 3

Grobner del ideal asociado al nicleo de la matriz de coeficientes del proble-
ma, de forma que el exponente de la forma normal del monomio asociado a
cualquier solucién no 6ptima del problema coincide con la solucién 6ptima
buscada.
Luego, en 2002 Ikegami y Kaji en [37] adaptaron las ideas de Conti y Tra-
verso para resolver un problema de programacién lineal modular.
Sea K un cuerpo arbitrario, se denota por K[x| := K[z1,...,z,] y por
Kly] := K[y1,...,ym] al anillo, en n y m indeterminadas respectivamen-
te, sobre el cuerpo K. Consideramos el siguiente homomorfismo de anillos ©
definido por:

0: Kx] — Kly]

< @(Xu) _ yAAut

En el [37] se muestra que el ideal generado por los vectores pertenecientes
al nicleo de la matriz A, que se corresponde con el niicleo de O, viene dado
por el ideal de eliminacién I = I4 N K[x]| donde:

In = {O(xi) — i}isy, {yj — 1}%) CKlx,y]

El algoritmo extendido de Conti y Traverso presentado por lkegami y Kaji
muestra que el proceso de reduccién, para un orden monomial adecuado,
dado por una base de Grobner reducida G del ideal I4 N K[x|, permite
resolver el problema IP 4 w (b). Es decir, el exponente de la forma normal
respecto de la base de Grobner calculada del monomio asociado al vector b,
nfg (xb), se corresponde con la solucién éptima del problema.

La principal desventaja del algoritmo de Ikegami y Kaji es que involucra
m X n variables en el cédlculo de la base de Grobner y ademds no muestra
ninguin sistema especifico para acelerar el algoritmo cldsico de Buchberger,
cuya complejidad crece de forma exponencial en el nimero de variables.
Aunque cabe destacar que uno de los problemas clasicos de la eficiencia del
calculo de bases de Grobner, el crecimiento de los coeficientes, no debe ser
considerado, pues sin falta de generalidad podemos suponer que K = Fs, ya
que la informacién necesaria se encuentra codificada en los exponentes de
los binomios.

La soluciones que se proponen, en el capitulo 3 del presente trabajo, para
mejorar la eficacia del algoritmo de Ikegami y Kaji, es utilizar la filosofia
expuesta por Di Biase-Urbanke en [26] para reducir el niimero de variables
definiendo un ideal directamente en el anillo K[x]. La reduccién del nimero
de variables que propuesta es una generalizacién al caso modular no binario
del articulo [15].

Presentaciones binomiales y aplicaciones a Teoria de Cédigos



4 Introduccién

Sea {wi,...,wi} C Zq un subconjunto de Zg- generadores del espacio vec-
torial generado por las filas de la matriz A definimos el siguiente ideal:

Al = ({x*"" — 1, x*™ — 1 u{z! - 1}7,) CK[x].

En el mencionado capitulo 3 se probarara que este ideal es equivalente al
ideal de eliminacién I4 N K[x] definido por Tkegami y Kaji y que ademds es
igual al ideal (A1) definido como:

I(AY) = ({x® —xP | Altv(a—Db) =0 mdd q})

donde At representa la matriz cuyas filas generan el siguiente subespacio
vectorial: {u € Zj [u-a =0 mdd ¢, Va fila de la matriz A}. La matriz At
coincide con la matriz no negativa que buscan Di Biase y Urbanke en [26].
Ademas, se recomienda utilizar la extensién al caso g-ario del algoritmo
FGLM adaptado presentado en [15] para el cdlculo de una base de Grébner
reducida.

Tkegami y Kaji en [37] muestran, en el caso binario ¢ = 2, la vinculacién entre
el problema IP 4 w 2(b) con la descodificacién completa del cédigo generado
por la matriz AL tomando como vector peso w = 1. Este problema también
es abordado en [15], donde se demuestra que las palabras representadas en
la base de Grobner reducida del ideal asociado a un cédigo son minimales.
Como ya se ha indicado estos dos métodos son equivalentes.
Desafortunadamente, para el caso ¢ > 2 la distancia de Hamming no se ha
conseguido expresar como la funcién objetivo de un problema lineal. En [14]
se presentan algunas modificaciones para solucionar este problema en el caso
q = p" siendo p un numero primo, considerando el borde de un cédigo y un
orden especial en los monomios. El resto de supuestos es un problema que
queda sin resolver con este trabajo pero que constituird una de las lineas de
investigacion para el futuro proyecto de tesis.

Es natural asociar al ideal construido a partir de los problemas de progra-
macién lineal entera modular IP 4 v 4(b) la base de Graver formada por el
conjunto de binomios primitivos de dicho ideal. En el capitulo 4 se muestra
que la base de Graver del ideal asociado a un cédigo C C Zy se corresponde
con el conjunto de palabras de soporte minimo de dicho cédigo. Ademas se
aporta un algoritmo para el calculo de dichas palabras, asi como distintos
ejemplos que clarifican lo expuesto.

En resumen, este trabajo estd dividido en 4 capitulos. En los dos primeros no
se presenta ningun resultado nuevo sino que se limita a revisar los conceptos
bésicos de la Teoria de Cddigos y de bases de Grobner. Al final del capitu-
lo 2 también se puede encontrar un resumen de las ideas expuestas por Di
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Introduccién 5

Biase-Urbanke en [26] para reducir el niimero de variables involucradas en el
calculo del nicleo de un homomorfismo entre anillos de polinomios, asi co-
mo una breve introducciéon a bases de Graver asociadas a ideales toricos
siguiendo los resultados del libro [60].

En la primera parte del capitulo 3 se estudia la relacién entre bases de
Grobner y la programacion lineal entera introducida por Conti y Traverso
en [22] y la adaptacion de Tkegami y Kaji [37] de las ideas de Conti y Traver-
so para resolver un problema de programacién lineal modular. La segunda
parte del capitulo 3 aporta resultados novedosos que permiten mejorar la
eficacia del algoritmo propuesto por ITkegami y Kaji, reduciendo el niimero
de variables involucradas. Es decir se muestra cémo calcular el Zg-nicleo
de la matriz de coeficientes del problema de programacién linear modular
IP 4 w,q(b) involucrando sélo las variables del espacio ambiente que contiene
el ideal de eliminacién que definen Ikegami y Kaji. En realidad, los resul-
tados obtenidos pueden verse como una generalizacién al caso modular de
los resultados presentados en [15] o como una adaptacién de la filosofia del
algoritmo de Di Biase y Urbanke [26].

En el capitulo 4 se exponen las aplicaciones en Teoria de Cédigos y Cripto-
grafia obtenidos de los resultados del capitulo anterior. En la primera parte
del capitulo se estudian diferentes métodos de descodificacion de codigos li-
neales y en particular métodos especificos del caso binario como el método
de descodificacién completa que proponen Ikegami y Kaji en [37], y que se
ha probado en el capitulo 3 que es equivalente al método propuesto en [15].
También se describen dos algoritmos de descodificacién por gradiente pro-
puestos de forma independiente por Liebler en [42] y por Ashikhmin y Barg
en [6] y se prueba que ambos algoritmos son duales. En otra de las seccio-
nes de este capitulo se presenta la aplicacién principal de los resultados del
capitulo anterior dando un algoritmo para calcular las palabras de soporte
minimo de un c6digo lineal definido en Zy y se ilustra este resultado con
dos ejemplos realizados con el programa Sage [54]. Por ultimo se describe
brevemente la importancia del conjunto de palabras de soporte minimo de
un cédigo dentro de la criptografia, particularmente en el campo de los es-
quemas para compartir secretos basados en cédigos correctores de errores.

Antes de acabar con esta introduccién me gustaria, en primer lugar, agrade-
cer a mis tutores, al Dr. D. Antonio Campillo y al Dr. D. Edgar Martinez-
Moro, por permitirme realizar este trabajo bajo su direcciéon como inicio de
mi tesis doctoral, por su disponibilidad, su paciencia y su capacidad para
guiarme en este proceso de formacién como investigadora. También me gus-
tarfa agradecer al Dr. D. Alberto Vigneron (Universidad de Cédiz) por sus
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comentarios y sugerencias sobre el calculo del levantamiento de Lawrence
para semigrupos con torsion. Finalmente, también quiero expresar mi agra-
decimiento a la Dra. D* Evelia Garcia Barroso (Universidad de La Laguna)
por el apoyo y el &nimo que siempre me ha transmitido en el dificil pero a
la vez apasionante campo de la investigacién matematica.
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I
Capitulo 1

Codigos lineales

En este capitulo presentamos algunas nociones fundamentales de la Teoria
de Cédigos. Tras una breve introduccién en la que se recuerdan algunos
conceptos y resultados béasicos de la Teoria de cddigos, se pasa a estudiar
con mayor detalle una familia particular de cédigos, los llamados cédigos
lineales. Este capitulo sigue en gran parte el capitulo 2 de [48], asi como
el libro [36]. También aconsejamos la lectura de Niederreiter [50], autor ya
clésico de la Teoria de Cddigos, y otros textos como [7, 38, 52, 44].

1.1. Definiciones basicas

La Teoria de Cddigos Correctores busca la forma de transmitir informacién
de manera fiable y eficiente a través de canales afectados de ruido y que,
por lo tanto, pueden distorsionar la informacién. El objetivo es determinar
un sistema de codificacién /descodificacién que permita recuperar la infor-
macién emitida a pesar de las alteraciones sufridas por el mensaje en la
transmision.

Se puede atribuir los origenes de la Teoria de Cédigos al articulo [58] que
publicé Claude Shannon en 1948. Luego esta disciplina fue creciendo y co-
nectando muchas mas areas de las matematicas como el dlgebra y la com-
binatoria. En la vida cotidiana, convivimos con muchos cédigos, los mas
comunes son el cédigo de barras, el ISBN usado en los libros y el cédigo AS-
CII usado en los ordenadores. Los primeros ejemplos de cédigos son el codigo
Morse, usado en telegrafia desde el siglo XIX, y el sistema Braille. Ademas,
cualquier mecanismo que transmita o almacene informacién digital, sonidos
o imagenes involucra al menos un cédigo.

En la transmision de la informacién intervienen varios factores que precisa-
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8 Cédigos lineales

emisor receptor
} ! } !

codificacion descodificacion

Figura 1.1: Esquema de una transmisién de informacion codificada.

mos a continuacién. Llamamos canal al medio de transmisién utilizado como
puede ser el cable telefénico, un disco, ondas de radio... Es habitual suponer
que los canales satisfacen algunas hipdtesis suplementarias. En nuestro caso
supondremos que el canal no tiene pérdidas, lo que quiere decir que, si se
emite un simbolo, siempre se recibe un simbolo; tampoco tiene memoria,
lo que implica que la transmisiéon no depende de los simbolos previamente
enviados, y, ademads, cada simbolo tiene una probabilidad p de ser erréneo,
lo que se conoce habitualmente como probabilidad de error del canal. Su-
pondremos que el canal es simétrico es decir, la probabilidad de error en la
transmisién de un simbolo es independiente del simbolo emitido; y ademas
el canal envia informacion redundante, lo que significa que, para poder de-
tectar y corregir los errores de transmisién, se utiliza un cédigo llamado del
tipo [n, k] donde un mensaje formado por k € Z>o simbolos se transforma
en una palabra de n € Z>p, n > k, simbolos con n — k simbolos redundantes.
El conjunto de simbolos o la informacién digital que es posible transmitir
se caracteriza por presentarse en un formato discreto, llamado alfabeto y
que denotaremos por A. Si A tiene ¢ letras (elementos distintos) y ¢ es
potencia de un ntimero primo, entonces A se identifica con el cuerpo finito
F, de g elementos. Esta identificacién permite aplicar a los problemas de
codificacién las nociones y propiedades de cuerpos finitos.

A una secuencia finita de letras se denomina palabra. Denotaremos por A™
el conjunto de palabras de longitud n formadas con los elementos de A.
Un conjunto de palabras con la misma longitud forman un codigo de bloque
CC A"

Al recibir un mensaje, el receptor no puede estar seguro de que alguna parte
del mismo haya sido corrompida durante la transmisién, pero puede cono-
cer la frecuencia con que se producen los errores y, por tanto, determinar
cuantos errores cabe esperar que hayan ocurrido. Llamaremos fuente al dis-
positivo que emite mensajes elegidos de un conjunto finito de mensajes. La
codificacion es el proceso en el que cada mensaje, antes de ser enviado, se
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Definiciones basicas 9

transforma en una sucesién de palabras del cédigo. Es decir, fijamos dos
enteros positivos k < n y troceamos el mensaje m, que se presenta original-
mente como una secuencia m = z1xo - - -, € A", en bloques de longitud k,
es decir:

Cada uno de estos bloques se codifica independientemente de los demaés
mediante una aplicacién inyectiva c¢: A*¥ — A" . La codificacién del
mensaje completo se obtiene concatenando la codificacién de los bloques que
lo constituyen:

c(m) = c(x1 - zp) - (Tpgr @) oo (Tppetr - Tp).

El conjunto C definido por la imagen de la aplicacién ¢ forma un cédigo de
longitud n.

La descodificacion es la parte mas importante y delicada del proceso. Debe-
mos tener en cuenta que, si en la transmisién no se cometen errores, entonces
la palabra recibida es la misma que la emitida, pero esto s6lo ocurre en un
canal sin ruido. En este caso el proceso de descodificacién es sencillo y con-
siste simplemente en invertir la codificacion. En el caso general de tener un
canal con ruido, es necesario crear un sistema que nos permita asignar una
palabra del codigo a cualquier palabra recibida, es decir, asignar un elemento
del cédigo C a cualquier elemento de A"™.

Para ello debemos tener en cuenta que si se envia una palabra ¢ € C, reci-
bimos un vector x € A™ y p es la probabilidad de que un simbolo resulte
alterado en la transmision, entonces esperamos una media de np simbolos
erréneos en z. De ahi que, para que un cédigo sea factible, la capacidad
correctora del mismo debe superar al menos dicha cota. Observemos que si
x ¢ C deducimos que se han producido errores, sin embargo, aiun cuando
x € C, no podemos estar seguros de que no se hayan cometido errores.

Por todo lo expuesto es necesario que el cédigo se disenie correctamente de
manera que las palabras sean muy diferentes unas de otras para que resulte
improbable que x € C cuando se hayan cometido errores en el canal.

Definicién 1.1. Un cddigo corrector de errores es un subconjunto C C A",
siendo A un alfabeto finito y n un entero positivo. A los elementos de C se
les llama palabras de longitud n. Cada palabra de C contiene k simbolos de
informacion y n — k simbolos redundantes o simbolos de control.

Ejemplo 1.1. Consideramos un codigo binario C C Fy y supongamos que
queremos enviar los mensajes:

ARRIBA, ABAJO, I1ZQUIERDA, DERECH A.

Presentaciones binomiales y aplicaciones a Teoria de Cédigos



10 Cédigos lineales

Vamos a utilizar diferentes cddigos, definidos en la siguiente tabla:

Codigo | Longitud | ARRIBA | ABAJO | IZQUIERDA | DERECHA
Ch 2 00 10 01 11
Co 3 000 110 011 101
Cs 6 000000 111000 001110 110011

Observamos que:

= Fl cddigo C1 no tiene capacidad de detectar errores ya que alterando
un bit del mensaje obtenemos otra palabra de cddigo.

= Fl cédigo Co es capaz de detectar errores individuales ya que alterando
un bit obtenemos una palabra que no pertenece al cédigo, sin embargo,
no puede corregir errores, ya que si recibimos la palabra 111; dicha
palabra puede ser resultado de un error en las tres siguientes palabras
del codigo: 110, 011 ¢ 101.

» Fl cddigo C3 es capaz de detectar un error individual y corregirlo (ya
que si se comete un unico error dos palabras distintas del codigo no se
pueden transformar en la misma).

Definicién 1.2. Dados dos elementos x = (x1,... ,&p), ¥ = (Y1,--- ,Yn) €
A", llamamos distancia de Hamming entre x ey al nimero de coordenadas
distintas que poseen, es decir al numero natural:

dp(x,y) =t{i |1 <i<n, zi #yi}

Proposicion 1.1. La funcion distancia de hamming, dg, es una distancia
en el espacio euclideo A™.

Demostracion. En efecto,

1. Sean a, b € A", entonces dg(a,b) = 0 si y solamente si a = b.
2. Ademds dy(a,b) = dy(b,a).

3. De manera que nos bastaria con demostrar que para todo a, b, ¢ € A"
se tiene que dy(a,b) < dg(a,c) + dg(c,b).
Observamos que si a = b, entonces dg(a, b) = 0 luego,
du(a,c) +du(c,b) > 0.

Ademsds si a =c¢ 6 b = c, entonces dy(a,b) = dgy(a,c) +dy(c,b) > 0.
Para el resto de los casos procedamos por induccién sobre el nimero de
coordenadas en que difieren a y b.
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» Supongamos que a, b difieren en una sola coordenada (dg(a,b) = 1)
ademads, sabemos que a # b y b # c, entonces

dH(a7 C) +dH(Cab) > 2 > dH(av b)

= Supongamos, por hipétesis de induccién, que si a, b se diferencian en
k coordenadas con k < n, entonces

dH(a7C) + dH(va) > dH<a7 b) =k.

» Veamos qué ocurre si dg(a,b) > k+ 1.

Consideramos cualquier palabra ¢ € A™ y supongamos que existe un
indice k tal que ax # bg y ar = . En este caso definimos:

b/ = (bla s 7bk7 Ak+1, bk+27 ceey bn)7
Aplicando la hipdtesis de induccién, concluimos que:

dg(a,b) =dg(a,b)+1 > dy(a,c)+dg(d,c)+1
= dH(a7C)+dH(b7C)

Si no existe dicho indice, es decir, si para todo indice k tal que ay # by
se tiene que ay # ¢, entonces dy(a,b) < dg(a,c). De donde se tiene
el resultado.

O

Definiciéon 1.3. Dada una palabra x € A", el método de descodificacion
por minima distancia consiste en codificar dicha palabra por una palabra del
cddigo ¢ € C que verifique que di(x,c) = min{dg(x,a) | a € C}.

En el caso de que la distancia minima se alcance para mds de una palabra del
codigo se deberd optar por un criterio que decida cudl de ellas es la elegida
para la descodificacion.

Este sistema de descodificacién (evaluar la distancia de x a todas las palabras
del cédigo C y quedarnos con la més cercana) es impracticable para c6digos
grandes debido a su enorme costo; se trata de un problema NP-completo, es
decir, que no se puede resolver en tiempo polinomial. Relativamente pocos
codigos permiten estos métodos efectivos, por ello uno de los problemas mas
importantes de la teoria de cédigos en la actualidad es encontrar algoritmos
rapidos y eficaces para descodificar.
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12 Cédigos lineales

Definicién 1.4. Dado un cddigo C C A", se llama distancia minima al
entero

d(C) = min{dy(x,y) | x,y € C}

Definicién 1.5. El peso Hamming de un vector x = (x1,... ,x,) € A",
que denotaremos por wy(x), se define como:

wr(x)=t{i|1<i<n,x #0}=du(x,0)

Proposicion 1.2. La aplicacion wy es una norma en A" y la distancia
hamming dg es la distancia asociada a dicha norma.

Demostracion. En efecto, observamos que:
1. Para todo x € A" se tiene que wy(x) = 0 si y sélo si x = 0.
2. Para todo x € A" y para todo k € A se tiene que wg(kx) = kwg(x).

3. Para todo x, y € A" se verifica que wy(x +y) < wy(x) + wy(y)
0

Definicién 1.6. Podemos asociar a un cédigo C C A™ su peso minimo,
definido como

w(C) = min{wy(c) | c€C, ¢ #0}

Definicién 1.7. Diremos que el cddigo C C A™ detecta hasta s errores
si para cualquier palabra ¢ € C y para cualquier vector y € A" tal que
du(c,y) < s se tiene que 'y ¢ C.
Diremos que la capacidad correctora de un cddigo C C A™ es t si siempre
que se cometan a lo sumo t errores la descodificacion por minima distancia
proporciona la palabra correcta.

Teorema 1.1. Si en el cidigo C C A" el nimero de errores no supera
[dH(ZﬁJ, entonces la palabra original coincide con la recibida, donde |a|
indica el mayor entero menor que a.

Demostracion. Sea c € C la palabra original y sea z € A" la palabra recibida
que contiene e errores, es decir:

e = | Q1]

Entonces, para cada b € C tenemos que:

dy(C) <dg(b,c) <dg(b,z) +du(z,c) <dg(b,z) +e
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Como e < LdH(g)_lj, entonces dy > 2e + 1 y tenemos que:
2e+1<dy(b,z) +e,

es decir, dg(b,z) > e+ 1, de donde deducimos que c es la tinica palabra del
cédigo C que se encuentra a una distancia e de z. O

Definicién 1.8. Al entero t := [%J se le denomina capacidad correc-
tora del codigo.

Con la estrategia de descodificacién por minima distancia, podemos detectar

%J , tal y como probamos en el Teorema

dp(C) — 1 errores y corregir [

1.1.

La proporcién entre el niimero de mensajes M y el nimero posible de pala-

bras cédigo ¢" (donde ¢ es el nimero de letras del alfabeto A) es una forma

de medir el exceso de informacién que se transmite, es decir el costo del

proceso. Observemos que si el nimero de mensajes es M = ¢*, entonces la
k

forma de expresar esta cantidad es R(C) = .

Definicién 1.9. Se llama tasa de transmision al nimero R(C) = % que mide
la proporcion entre los simbolos que contienen informacion y el nimero total
de simbolos empleados.

De esta forma, cuanto mayor es el nimero de simbolos de control (o redun-
dancia) menor serd esta tasa. Observemos que 0 < R(C) < 1y que en el
caso de que R(C) = 1 se emite exactamente el minimo posible de informa-
ciéon para poder transmitir el mensaje; por el contrario, cuanto mas cerca
del 0 estd esta medida, mas caro es el cdédigo. Como es lgico, lo deseable es
que esta medida esté cerca del 1.

Ejemplo 1.2. El cédigo ASCII (siglas en inglés de American Standard Code
for Information Interchange) es un cdédigo de caracteres basado en el alfabeto
latino que fue creado en 1963 por el Comité Estadounidense de Estdindares,
como una evolucion de los conjuntos de codigos utilizados en telegrafia.

En su version habitual este cédigo permite codificar 128 = 27 simbolos. A
cada simbolo se le asigna un numero de orden y se codifica mediante la escri-
tura binaria de dicho numero utilizando 7 bits. Para aumentar la fiabilidad
de esta codificacion, a cada upla (z1,... ,z7) € F3 se le anade un bit de
control xg de manera que:

r1+... +x7+ 23 =0 mod 2
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14 Cédigos lineales

Este sistema permite detectar, pero no corregir, cualquier nimero impar de
errores. Observemos que la tasa de transmision de este codigo es % = 0,875,
luego no se trata de un cédigo muy costoso.

1.2. Cébdigos lineales

En lo que sigue supondremos que el alfabeto utilizado A tiene cardinal ¢ que
es potencia de un numero primo, por ello identificaremos A con el cuerpo
finito de ¢ elementos [F,.

Definicién 1.10. Un subconjunto C C Fj' diremos que es un [n, k, d] cédigo
lineal si C es un subespacio vectorial de dimension k de Fy, su longitud es
n y su distancia minima es d.

Es decir, si la aplicacion de codificacion c: Fl,; — Fy  es lineal, dire-
mos que el conjunto imagen, Im(c), es un cddigo lineal.

Veamos cémo se caracterizan los procesos de codificacién y descodificacién
de este tipo de codigos. Dado que un c6digo lineal es un subespacio de Fy,
para describirlo basta con dar una base del mismo.

Definicién 1.11. Llamamos matriz generatriz del cédigo C C ¥y a la matriz
de dimension k x n que tiene por filas los vectores de la base elegida.

De esta forma, si {c(l), . ,c(k)} es una base del codigo C y consideramos
c = (cgl),...,cgf)) para todo i € {1,...,n}, podemos definir la matriz
generatriz Ge del cédigo C como:

2\ (B4
(2)
C . Ny
Ge = . = Cl. 02. , c. e Fp
c(k) Cgk) Cgk) o C%k)

Dado que el cédigo C es el conjunto de las combinaciones lineales de los
vectores de la base, es decir:

C={M-cWt. 4 xN-cP|NeF, ie{l,... k}},

se tiene que cualquier cddigo lineal C C Fy se puede describir en funcién de
su matriz generatriz como C = {x- G | x € FF}. De esta forma, dado un
mensaje m € IE";, dicho mensaje se codifica por m - G¢ € Fy.

Como una base de C no es unica, tampoco lo es una matriz generatriz, por
ello tiene sentido buscar dentro de las matrices posibles la mas sencilla.
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A veces es interesante cuando se codifica una palabra m € Fy, que la pala-
bra codificada contenga como subpalabra a m, esto es que sea de la forma
(m,z) con z € Fg*k. De este modo los primeros k simbolos contienen la
informacién y los siguientes serian simbolos de control o redundantes.

Definicion 1.12. Diremos que una matriz generatriz de un codigo C es
estandar si tiene la forma G = (I, A) donde Iy, denota la matriz identidad
de tamano k x k. De esta forma, si disponemos de una matriz estandar, la
operacion de codificacion asociada es:

m.GC:(ml,...,mk,karl,._'xn)

Esta codificacion demominada codificacion sistemdtica conserva los simbolos
del mensaje original en k posiciones fijas.

Definicion 1.13. Diremos que dos codigos C1,Co de la misma longitud n
son equivalentes si uno se puede obtener del otro mediante permutaciones de
las coordenadas y multiplicacion de ciertas coordenadas por un escalar fijo
no nulo. Dichas operaciones no alteran los pardametros del cédigo.

Proposiciéon 1.3. Todo cédigo es equivalente por permutaciones a un cédigo
sistemdtico. Es decir, todo cédigo C es equivalente a un cédigo C' que admite
una matriz generatriz en forma estdndar.

Demostracion. La demostracién consiste en la descripcién del algoritmo que,
mediante operaciones elementales, permite pasar de una matriz generatriz
cualquiera, G¢, a una matriz generatriz estandar.

Partimos de una matriz G¢ que escribiremos de la forma:

g11 912 -+ Gin
921 922 - Gon
gk1 9k2 - Gkn

A partir de esta matriz, aplicamos el algoritmo de Gauss para obtener una
matriz de la forma:

1 g12 913 - gk -+ 9in
0 1 g3 -+ gk - Gg2n
0O 0 1 - g3 - @3
00 0 - 1 - gm
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16 Cédigos lineales

Para terminar basta con convertir en cero los elementos que se encuentran
sobre los unos de la diagonal, lo que se consigue restando a la fila i-ésima
todas las filas situadas por debajo multiplicada por la constante necesaria.

O

Gracias a este teorema no se pierde generalidad trabajando con cédigos
lineales en forma estandar.

Sabemos que otra forma de caracterizar un subespacio vectorial es median-
te sus ecuaciones implicitas (conjunto de soluciones de un sistema lineal
homogéneo). Esta caracterizacién origina la siguiente definicién:

Definicién 1.14. Dado [n, k,d] cédigo lineal C C Fy diremos que una matriz
He de tamario (n — k) X n es una matriz de control del codigo C si para
todo vector x € Fy se verifica que x = (x1,... ,xpn) € C si y solamente si
He-xt=0.

En otras palabras, si escribimos

hi1 hig - hin
ha1 hao -+ han
HC - . . . . 5
hnfk:,l hnfk,Q to hnfk:,n

entonces el cédigo C es el subespacio de soluciones del sistema de ecuaciones
homogéneo:

hlel + h1,2$2 +... + hl,nmn =0
h271x1 + h2,2x2 + ... + hg,nxn =0

hn—k,lxl + hn—k,2x2 +... + hn—k,nxn =0

A cada una de las ecuaciones anteriores se les llama ecuaciones de control
del cddigo. Como en el caso de las matrices generatrices, las matrices de
control no son unicas.

Proposicion 1.4. G¢ y He son las matrices generatriz y de control de un
cédigo C si y sdlo si Hy - Ge =0

Demostracion. Decir que Hé - G¢ = 0 equivale a decir que para todo vector
columna c de Gtc se tiene que He - ¢ = 0. Como los vectores columna de
Gé que equivalen a los vectores filas de G¢ forman una base del espacio
vectorial C, entonces la condicién de que Hf - G¢ = 0 equivale a decir que
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C C ker(H¢). Sabemos que He es de rango n — k y que la dimensién de
ker(Hc) es n — (n — k) = dim(C), de donde se sigue la igualdad ker(H¢) =
C O]

Supongamos que H¢ € an_k)xn es una matriz de control de un codigo lineal

C C Fy. Determinar una matriz generatriz de C es equivalente a encontrar
una base del subespacio vectorial C de dimensién k. Esta base coincide con el
ntcleo de la funcién lineal definida entre [F4-espacios vectoriales como sigue:

(U Fy —  Fpk
x=(z1,... ,0,) — (H-x")!

Lema 1.1. En un cddigo lineal, la distancia minima es igual al peso minimo.
Demostracion. En efecto, pues dy(x,y) = wg(x —y), por lo tanto:
d(C) = min{dy(x,y) | x, y € C} = min{wng(x —y) | x, y € C} = w(C)
O

La distancia minima de un cédigo se puede obtener mediante su matriz de
control.

Proposicion 1.5. Si He es una matriz de control del cddigo lineal C C Fy,
entonces d(C) = d si y sdlo si d es el mayor entero para el que d—1 columnas
cualesquiera de He son linealmente independientes.

Demostracion. Para probar este resultado, denotemos h(® a la i-ésima co-
lumna de la matriz de control He del cédigo C C Fy, de forma que:

He = (h™, ..., h™).
Sea x = (21,... ,%n) € Fy, entonces tenemos que
Hc-xt:xl-h(l)—|—:):2-h(2)—|—...+xn-h(”).

Supongamos que el codigo C C Fy tiene distancia minima d, y sea x € C
un vector de peso d. Como x € C y H¢ es una matriz de control de dicho
cédigo, se tiene que: 0 = Hex! = 21 -hW + 29 - h@ . 42, - h™.

Es decir, como x € C tiene peso d esto quiere decir que tiene exactamente d
coordenadas distintas de cero, por tanto, en la expresion anterior, tenemos
una combinacién lineal de los vectores columnas en la cual aparecen involu-
crados exactamente d de dichos vectores. De todo ello se deduce que hay d
columnas de H que son linealmente dependientes.
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18 Cédigos lineales

Reciprocamente, si tenemos una combinacion lineal de m < d columnas de
He, es decir, si suponemos que: 0 = 21 - h® + ...+ z,, - h(™ completando
el resto de coeficientes con ceros tenemos una expresion de la forma:

0=x1-hW + .. 42, h™,

Asi x = (x1,...,2,) es una palabra del cédigo con peso igual a m. De lo
que se deduce que d = d(C) = w(C) > m. O

Corolario 1.1. La distancia minima de un coédigo lineal [n,k,d] verifica
qued <n—k+1.

Demostracion. Este resultado es consecuencia inmediata de que el rango de
una matriz de control de un cédigo C C Fy es (n — k). O

Definicion 1.15. A la cota que define el corolario 1.1 se le denomina cota
Singleton.

Definicion 1.16. Los cddigos lineales que alcanzan la igualdad en la cota
Singleton, es decir d =n—k+1, se llaman codigos de mdxima distancia de
separacion (o MSD).

Definicién 1.17. Sea C C Fy un [n, k,d] cddigo lineal. Se llama cédigo dual
del cédigo C al cddigo Ct definido por:

Ct={x€eF}|x-c=0VceCh

De esta definicién se deduce que si G¢ (respectivamente H¢) es una matriz
generatriz (respectivamente de control) del cédigo C € Fy, entonces He es
una matriz generatriz de O+ C Fy v Ge es una matriz de control de ct.

Obviamente si C tiene dimensién k, entonces C* tiene dimensién (n—k). Con
respecto a la distancia minima de C, en general no es posible determinarla

Unicamente en términos de la distancia minima de C.

Definicion 1.18. Diremos que un cddigo lineal es autodual cuando coincide
con su cédigo dual, esto es: C = C™*.

Observemos que si C es autodual, entonces n — k = k, de lo que se deduce

que n = 2k. Luego, para que un cédigo sea autodual es necesario que n

sea par. La dimensién de un cédigo autodual es 5. Ademads, en un cédigo

autodual C toda matriz generatriz de C es al mismo tiempo una matriz de
control.
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Capitulo 2

Bases de Grobner

En este capitulo abordaremos el estudio de las bases de Grobner, para com-
prender su aplicacién a la programacion lineal entera. Por motivos de espacio
y el objetivo de esta memoria, presentaremos de manera sucinta estos te-
mas, pero existen varias referencias excelentes sobre bases de Grobner y sus
aplicaciones tales como [4, 9, 24, 25, 35, 62] y una recopilacién teérica en
[49]. Este capitulo sigue en gran parte el primer capitulo de [4] y de [24].

2.1. Introducciéon a las Bases de Grobner

2.1.1. Preliminares

En esta seccién fijaremos la notacién que utilizaremos a lo largo de este
capitulo y repasaremos algunas definiciones y resultados conocidos.
Denotaremos por N al conjunto de nimeros enteros no negativos es decir
N={0,1,2...} y K a un cuerpo conmutativo arbitrario. En la mayoria de
los casos trabajaremos con un cuerpo finito de caracteristica p, con p primo,
y lo denotaremos por F, donde ¢ = p! y I es un entero mayor que 0.

Un monomio en las variables 1, ..., x, es un producto de la forma

a1 .02

X =aitwy? - apn

n

que identificaremos con los vectores a = (a1, ...,a,) € N

El grado total de un monomio x* lo denotaremos por |a| = a; + ... + .
Sia=(0,...,0), entonces x* = 1 que es el inico monomio de grado 0.

Un polinomio f en x1,...,x, con coeficientes en K, es una combinacién li-
neal finita de monomios en las variables x1, ..., x, con coeficientes en K. Al
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20 Bases de Grobner

conjunto de todos los polinomios en las variables z1,...,x, con coeficien-
tes en K, lo denotaremos por K[x] := K[z1,...,z,]| y lo llamaremos anillo
de polinomios en n indeterminadas con coeficientes en K. Es decir, todo
polinomio f(x) € K[x] se escribe como

f(x) = Z Aax® € K[x] con A\, € K Va € A,
a€cl

donde A es un subconjunto finito de N™.

2.1.2. Ordenes monomiales

Hemos visto que podemos establecer una aplicaciéon biyectiva entre el con-
junto de monomios en K[x] y N” identificando cada monomio x* € K[x] con
su exponente o = (ay,. .., ay) € N™. Luego, cualquier orden > en N” define
un orden en el conjunto de monomios de Kx]:

a>f o x*-x°.

Los 6rdenes totales en N que sean compatibles con la estructura algebraica
de anillo de polinomios en varias variables, K[x], son conocidos como drdenes
monomaiales.

Definicién 2.1. Un orden monomial sobre K[x] es una relacion = sobre el
congunto de los monomios K[x|, o equivalentemente, una relacion sobre N™,
que verifica:

1. = es un orden total sobre N™.
2. Dados o, B, v € N", se tiene que a > & a+vy>=6+7.

Si ademds el orden monomial > verifica la siguiente propiedad, diremos que
se trata de un orden monomial global.

3. > es un buen orden sobre N", es decir, que todo subconjunto no vacio
de N" tiene un elemento minimal para >.

El siguiente Lema nos permite simplificar la definicién de orden monomial
global.

Lema 2.1. Sea > un orden monomial sobre K[x|, diremos que > es un buen
orden si y solo si

3% 0 < « para todo o € N™ \ {0}.
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Como todos los 6rdenes monomiales que vamos a considerar en este trabajo
son globales, para simplificar la notacién, denominaremos 6rdenes mono-
miales aquellos que verifican las condiciones 1, 2 de la definicién 2.1 y la
condicién 3’ del Lema 2.1.
Definimos a continuacién los érdenes monomiales mas comunes sobre K[x].
» Orden Lezicogrdfico (lex)
Dados «a, € N, diremos que « >j.; B si el primer término no nulo
del vector a — 3 € N" es positivo.
» Orden Lezicogrdfico Graduado (grlex)
Dados «a, 8 € N", diremos que a > gpje, 3 si:

{ lal =37 i = 370, Bi = |8

O bien, |O£| = |B| Y & Zlex B

» Orden Lexicogrifico Graduado Inverso (grevlex) Dados «, f € N™,
diremos que o > gpjep B Si:

{ |a| _ E?:l i = Z?:l ﬁ’ﬁ = |ﬁ|7 Y biena

|a| = || y el primer término no nulo de @ — f € N™ es negativo.

Definicién 2.2. Sear € {1,...,n}. Se dice que un orden monomial > sobre
K[x] es de eliminacién para r primeras variables si cualquier monomio en
el que aparezca alguna de las variables x1,...,x, es mayor que todos los
monomios de K|z, 41,...,Ty].

Observemos que el orden lexicografico es un orden de eliminacién para las
r primeras variables, con r € {1,...,n}.

Definicién 2.3. Sea f = ) Aax® un polinomio no nulo en K[x] y > un
orden monomial sobre K[x|. Se define:

» Exponente de f como exp(f) = max{a € N" | A\, # 0}.
= Coeficiente lider o inicial de f a LCx(f) = Aexp(y) € K.

= Monomio lider o inicial de f a LM, (f) = x*®) € K[x].

Término lider o inicial de f a

LT, (f) = LCx (f) - LM (f) = Aexp(p) - X2V
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Lema 2.2. Sean f, g € K[x] polinomios no nulos. Se verifica que:

1. exp(f - g) = exp(f) + exp(g).

2. exp(f +g) < max{exp(f), exp(g)}-
Ademds, se verifica la igualdad si LT(f) — LT(g) # 0.

2.1.3. Ideales monomiales y el Lema de Dickson

Definicién 2.4. Un ideal I de K[x] es un subgrupo aditivo de K[x] cerrado
para el producto por elementos de K[x]. Es decir, I C K[x| es un ideal si y
solo si:

1. f—g €1, para todo f, g€ 1.
2. f-g€1l, para todo f € K[x] y g € I.

Definicién 2.5. Un conjunto de polinomios {f;}ica de K[x] es un sistema
de generadores de un ideal I si todos los polinomios f € I son de la forma

Z)‘ifi con \; € K.

1€EA

En este caso diremos que el ideal I estd generado por el conjunto de polino-
mios { fitiea vy lo denotaremos:

I=(fiien={fili€A).

Un ideal I C K[x] se dice que estd finitamente generado si posee un sistema
de generadores formado por un numero finito de polinomios.

Definicién 2.6. Un ideal I C K[x]| es un ideal monomial si admite un siste-
ma de generadores formado por monomios. Es decir, si existe un subconjunto
A CN" tal que:

I=(&%]aecA)

Definicién 2.7. Se dice que un monomio xP es divisible por x* si
x? =x7 x| para algin v € N™.
Es decir, si 8 =~ + «, para algin v € N™,

El siguiente Lema nos permite caracterizar los monomios que pertenecen a
un ideal monomial.
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Lema 2.3. Sea I = (x* | a € A) un ideal monomial de K[x]|. Entonces
xP eI siy solo si xP es divisible por x* para algin o € A.

Demostracion. Véase [24]. Capitulo 2.4, Lema 2. O

El siguiente Lema nos demuestra que para determinar si un polinomio f
pertenece a un ideal monomial basta estudiar los monomios de f.

Lema 2.4. Sea I un ideal monomial de K[x] y sea f € K[x]. Entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

w fel.
= Todos los términos de f estan en I.
s [ es combinacion finita de monomios de I.
Demostracion. Véase [24]. Capitulo 2.5, Lema 3. O

Corolario 2.1. Sean I, J € K[x| dos ideales monomiales, se tiene que
1 =J siysdlosil ydJ contienen los mismos monomios.

Demostracion. Este Corolario es consecuencia inmediata del Lema 2.4 que
nos dice que todo ideal monomial estd determinado de forma tnica por sus
monomios. 0

El resultado principal de esta seccién es que todo ideal monomial de K[x]
estd finitamente generado. Este resultado se recoge en el Lema de Dickson.

Teorema 2.1 (Lema de Dickson).

Todo ideal monomial I = (x| a € A) C K[x] se puede expresar de la forma
I=(x“...,x%) con aq,...,as € A.

Es decir I posee un sistema finito de generadores monomiales.

Demostracion. Véase [24]. Capitulo 2.4, Teorema 5. O

2.1.4. Algoritmo de la divisiéon

Fijado un orden monomial > en N y dada (f1,..., fs) una s-upla ordenada
de polinomios de K[x], introducimos la siguiente notacién:

Ay = (exp(fl) + Nn)

Ay = (exp(fi) +N") — A

Ay = (exp(fs) +N) = Ui A

A = N"— Ule Al
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El siguiente Teorema nos proporciona un resultado que extiende la division
euclidea de polinomios en una sola variable al caso multivariable.

Teorema 2.2 (Teorema de la divisién).

Fijado un orden monomial »~ en N" y dada una s-upla ordenada de poli-
nomios (fi,...,fs) de K[x]|. Para todo polinomio f € K[x]|, existen unos
inicos hy, ..., hs, r € K[x] tales que:

1. f:hl-f1+...—|—hs'fs+T.

2. Sir #£0: entonces r es una combinacion lineal de monomios no divi-
sibles por los monomios {LT(f1),...,LT(fs)}.

Es decir, 1 =Y cp Ca - X“ con a € A,

3. Si h;- fi #0 entonces exp(f) > exp(h; - f;).
Es decir, hi =3 5 c 4 Cp; -xPi con B; +exp(f;) € A;, Vi€ {1,...,s}.

Demostracion. Véase [24]. Capitulo 2.3, Teorema 3. O
Para entender el Algoritmo 1 basta observar que:

= La variable d representa el dividendo, la variable r el resto y las varia-
bles hi,...,hs los cocientes en cada etapa.

= La variable booleana SeRealizaDivision nos indica si el término ini-
cial del dividendo es divisible por algin LT(f;).

» El segundo bucle WHILE realiza las siguientes acciones:

e Si algin LT(f;) divide a LT(d), entonces el algoritmo procede
como en el caso de una variable.

e Si ningun LT(f;) divide a LT(d), entonces el algoritmo anade
LT(d) a r y se lo sustrae a d.

Hay dos diferencias fundamentales con la divisién euclidea sobre el anillo de
polinomios de una variable, K[z]:

1. La primera es que realizamos la divisién por mas de un elemento.

2. La segunda es que nuestro resultado depende del orden de la s-upla
fi,..., fs y del orden monomial >~ elegido.

Nétese que en el caso de una sola variable existe un tnico orden admisible
dado por el grado.
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Algoritmo 1 Algoritmo de la divisién

INPUT: fi,....fs f.

OUTPUT: hy,...,hg,r,talesque f=hy-fi+...+hs- fs+7r
h1:=0,..., hg:=0, r:=0
d:=f
while p # 0 do
1:=1

SeRealizaDivision := false

while 7 < s AND SeRealizaDivision = false do
if LT(f;) divide LT(p) then

h; == h; + fg((z))
d:=d— 52 f
SeRealizaDivision := true
else
1:=1+1
end if

end while

if SeRealizaDivision := false then

r:=r+ LT(p)
d:=d—LT(p)
end if
end while
Devolver hi, ..., hg, 7.
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Ejemplo 2.1. Consideramos los polinomios fi1 = y> — 1, fo = a2y — 1
y g = 2%y + xy? +y?> € Rlz,y]. Fijamos como orden monomial el orden
lexicogrdfico y como orden en las variables x > y.

Dividimos g entre el par { f1, fo} utilizando el algoritmo de la division (Al-
goritmo 1).

En primer lugar calculamos Ay, Ay y A.

2) + N2

exp(fl) = (072); LT(fl) = y2 Ay = (07
Ay = ((1, 1) + N2) — A4

exp(f2) = (1,1);  LT(f2) ==y

A:NQ_(AluAQ)

=
=

Observamos que:
1. exp(g) = (2,1) € Ag, definimos:

1) _ LT(g) _

« (D = o) =

gV =gV =2y +ay’ +y* —a®y+r=ay’ —x+y> #0

2
Ty
a:y_m

2. exp(gWM) = (1,2) € Ay, definimos:

2) _ LT(gM) _
= M =Tty =

g =g —afi =zttt -zt =9y +22#£0

2
L7 —
-5 =X
y2

3. exp(g?) = (1,0) € A, definimos:

7D = LT(g?) =22
s g3 =@ () =2y op 2p = y2 40

4. exp(g®) = (0,2) € Ay, definimos:

4) _ LT@®) 4%
« MY =Ty = =1

s g =g - fi=y P+ 1=14#0
5. exp(g®) = (0,0) € A, definimos:

= 72 =LT(g%) =1
v g0 = ¢g@W — @ = 0. Fin del algoritmo.
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Por lo tanto:
g = g" ()f
<9 ) +zf2
= (9@ +r1>)+:nf1+xf2
(o
("

g +f1)+.73f1+33‘f2+7’

= (g ) (z+ 1) f1 +afo+rD
= ($+1)f1+()f2+(2$+1)
———

h2 'r:r(l)J,»'r(z)

Sabemos que el algoritmo de la divisién euclidea en el anillo de polinomios
de una variable, K[z], determina de forma efectiva la pertenencia de un
polinomio a un ideal. En efecto, si I es un ideal de K[z], entonces existe
f1 € K[z] tal que I = (f1) y por lo tanto f € I si y sélo si el resto de la
division de f entre f; es cero.

Sin embargo, el algoritmo de division no tiene la misma propiedad en el
caso de varias variables, debido a que el resto de la divisiéon en un anillo de
polinomios con mas de una variable no esta determinado de forma tnica por
dividendo y divisores.

Consideramos un ideal I generado por los polinomios fi,..., fs. Es claro
que, si tras dividir f entre fi, ..., fs obtenemos resto cero, entonces

f:hl'f1+"',hs'fsv

y por tanto f € (fi,..., fs).
Sin embargo, que el resto de la divisién de f entre fi,..., fs sea cero no es

una condicién necesaria para que f € I. Esta propiedad se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.2. Consideramos los polinomios fi, f2,g9 € Rlz,y], siendo f1 =
ry+1, fo=9y>—1yg=xy?> —x. Fijamos como orden monomial el orden
lexicogrdfico y como orden en las variables x > y.

Al efectuar la division de g entre {f1, fa} se obtiene que g = yfi —x — y.
Es decir, el resto de la division de g entre el ideal generado por f1 y fo es
distinto de cero. Sin embargo, g = x fo luego g € I = ((f1, f2).

2.1.5. Teorema de la base de Hilbert
Definicién 2.8. Sea I # {0} un ideal de K[x].
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1. Se define el ideal inicial de I, que se denota por LT(I), como el con-
junto de formas iniciales de los elementos de I.

LT(I) ={c-2“:3f €I con LT(f) = c-z°}.

2. Denotamos por (LT(I)) al ideal generado por los elementos de LT(I).

En el siguiente ejemplo veremos que si {f1,..., fs} es un sistema genera-
dor de un ideal I, esto no implica que {LT(f1),...,LT(f2)} sea un sistema
generador para LT(f).

Ejemplo 2.3. Consideramos el ideal I = (f1, f2) C Rlx,y], siendo fi =
2 =2y y fo = 2%y — 2y% + x. Fijamos como orden monomial el orden
lexicogrdfico y como orden en las variables x > y.

Observamos que LT(f1) = a3 y LT(f2) = 22y, sin embargo

LT(I) # (LT(f1), LT(f2))-
En efecto:
zfy —yfi =23y — 22y® + 2% — By + 2y =22 e I
Por lo tanto, x? € LT(I) pero 2% ¢ (23, 2%y).
Proposicién 2.1. Sea I C K[x] un ideal.
1. (LT(I)) es un ideal monomial.
2. Ezisten g1,...,g: € I tales que (LT(I)) = (LT(¢1),...,LT(g¢)).

Demostracion.

1. Hemos definido el ideal LTy (I) como el conjunto de términos lideres
de los elementos de I. Es decir:

(LT~ (1)) = {LT-(f) [ feI\{0}}).

Como LM, (f) y LT. (f) difieren en una constante no nula, entonces:

(LT~ (1)) = {LM-(f)|feI\{0}}).

Luego (LT, (I)) es un ideal monomial.
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2. Hemos visto que el ideal (LT, (f)) estd generado por los monomios
LM(f) tales que f € I\ {0}. El Lema de Dickson (Teorema 2.1), nos
garantiza que todo ideal monomial posee un sistema de generadores
monomiales finitos, por lo tanto sabemos que existen fi,...,fs € [
tales que:

(LT-(I1)) = {LM-(f)[feI\{0}}).

Como LM, (f) y LT, (f) difieren en una constante no nula, se tiene el
resultado.

O]

Con la Proposicién anterior y el algoritmo de la divisién podemos probar
que todo ideal de K[x] esta finitamente generado.

Teorema 2.3 (Teorema de la Base de Hilbert).
Todo ideal I C K[x] posee un sistema de generadores finito. Es decir,

I={f1,...,[fs) para ciertos fi,...,fs € I.
Demostracion. Véase [24]. Capitulo 2.5, Teorema 4. O

El Teorema 2.3 garantiza la existencia de un sistema de generadores del ideal
I CK[x], {f1,...,fs} , con la propiedad:

(LT(1)) = (LT(f1), ..., LT(fs))-

Como vimos en el Ejemplo 2.3, no todos los sistemas generadores de un ideal
en K[x] tienen esta propiedad, por ello reciben un nombre especial.

Definicién 2.9 (Bases de Grébuer).
Fijado un orden monomial. Un subconjunto finito G = {g1,...,q9:} de un
ideal I se dice que es una base de Grébner si:

(LT(g1), - -, LT(gs)) = (LT (1)),

Con esta definicién se puede deducir que un subconjunto {fi,..., fs} de
polinomios de un ideal I es una base de Grobner de I respecto de > si y sélo
si el término lider de cualquier elemento f € I respecto de > es divisible por
LT, (f;) para algun i € {1,...,s}.

Corolario 2.2. Fijado un orden monomial. Todo ideal I # {0} de K[x]
tiene una base de Grobner. Ademds toda base de Grobner del ideal I es un
sistema de generadores de I.
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Demostracion. Fijamos un orden monomial >. Por la Proposicién 2.1 sabe-

mos que podemos encontrar polinomios g1, ...,¢gs € I tales que:

(LT (1)) = (LTw(g1), - - -, LT (gs))-
Por lo tanto el conjunto de polinomios {gi,...,gs} forman una base de
Grobner del ideal I. Nos faltaria probar que el conjunto {gi,...,gs} es un
sistema de generadores de I. Es claro que (g1,...,gs) C I.

Reciprocamente, consideremos un polinomio f € I, aplicando el algoritmo
de la divisién de varias variables (Algoritmo 1) de f por {g1,...,9gs} para el
orden monomial -, sabemos que existen hy, ..., hs,r € K[x] tales que:

f = h-g+...+hs-gs+r

Supongamos que r # 0, entonces r = f — (h1 - g1 + ...+ hs - gs) € I\ {0},
de donde se deduce que LT, (r) € (LT (1)) = (LTw(91),...,LTx(gs)).

Es decir LTy (r) divide a algin LTy (g;) con i € {1,..., s}, lo que contradice
el Teorema 2.2.

O]

2.1.6. Propiedades de las bases de Grobner

Las bases de Grobner tienen ciertas propiedades que nos permiten resolver
los siguientes problemas:

1. Determinar si un polinomio f pertenece a un ideal.

2. En el caso de que un polinomio pertenezca al ideal I = (fi,..., fs),
determinar hq, ..., hs € K[x]| tales que

f=hifi+...+hfs.

3. Todo ideal I C K|x] define una relacién de equivalencia sobre los
polinomios de K[x] dada por

f=9g mddIl < f—gel.

El problema que se nos plantea es determinar un conjunto de repre-
sentantes de las clases de equivalencia de R/ y una base de R/I como
K-espacio vectorial.

Nota 2.1. En el caso del anillo K[z] de polinomios en una variable sabemos
la respuesta a los problemas anteriores, pues K[z| es un dominio de ideales
principales y por tanto se tiene que I = (f1,..., fs) = (g), donde g denota
el mdzrimo comun divisor de los polinomios f1,..., fs. Por lo tanto:
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1. f el siy solo siel resto de dividir f por g es cero.
2. Aplicando el algoritmo de Fuclides obtenemos
f=Xg+r con exp(r) <exp(f).

Porlo tanto r+1 = f+1 es un representante de la clase de equivalencia
de f y{l,x,22 ...,297 '} donde d = exp(g) es una base de R/I como
K-espactio vectorial.

La siguiente Proposicién nos confirma que el resto que obtenemos por la
division de un polinomio respecto a una base de Grobner es tnico.

Proposicién 2.2. Fijado un orden monomial =. Sean G = {g1,...,9:} una
base de Grobner del ideal I C K[x] respecto de = y f € K[x]. Entonces existe
un unico r € K[X] que verifica las siguientes propiedades:

1. Ningin término de r es divisible por el conjunto {LT(g1),...,LT(g¢)}-
2. Existe g € I que verifica que f =g+ .
En particular r es el resto de la division de f por cualquier elemento de G.

Demostracion. Procedamos por reduccién al absurdo suponiendo que exis-
ten dos polinomios r, " € K[x] tales que:

f=g+ry f=g+rcong, dJecl=r—r"=g—¢ cl.

Supongamos que r — 1’ = 0, entonces existe algin g; € G con i € {1,...,t}
tal que LT (g;) divide a LTy (r — ). Esto es imposible ya que por hipdtesis
ningtin LT, (g;) con i € {1,...,t} divide ar o ar'. O

Definicion 2.10. Al resto de la division de f por G, donde G es una base
de Grobner del ideal I C K[x] respecto del orden monomial >, se denomina
forma normal de f moédulo I respecto de =, y lo denotaremos por

nfg, (f) =r.

A los monomios que pertenecen a K[x]\ (LT(I)) se les denomina monomios
estandar moédulo .

La Proposicién 2.2 nos dice que todo polinomio f € K[x] médulo I se escribe
de forma tnica como combinacion lineal sobre K de monomios estandar. Es
decir, los monomios estdndar forman una base de K[x]|/I como K-espacio
vectorial. Este resultado da respuesta al Problema 3, planteado al principio
de esta seccién.
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Lema 2.5. Fijamos un orden monomial >. Sean G una base de Grébner
del ideal I C K[x| respecto de = y f € K[x]|. Entonces:

1. nfg,_(f) es una combinacion lineal de los monomios
{x* [x* ¢ (LT (1))}

2. nfq, (f) =nfq_(9) & f—g €I, paratodo f, g € K[x].

3. Los representantes del anillo cociente K[x|/I son compatibles con la
suma y el producto. Es decir:

a) nfg, (f) +nfg, (9) = nfe, (f +9).
b) nfg, (f)-nfe, (9) =nfg, (f-9).

4. Podemos dotar al anillo cociente K[x]/I de una estructura de K-espacio
vectorial. Una base de este espacio vectorial estd formada por los mo-
nomios estdndar, es decir, los monomzios del conjunto:

B ={x" ¢ (LT, (I))}.

Sin embargo, aunque el resto r sea Unico, los cocientes h; producidos por el
algoritmo de la divisién tales que f = h1f1 + ...+ hsfs +r pueden cambiar
si ordenamos los generadores de I con otro orden monomial.

El siguiente corolario nos aporta un criterio para determinar si un polinomio
pertenece a un ideal.

Corolario 2.3. Sean G = {g1,...,9:} una base de Grébner del ideal I C
K[x] vy f € K[x]. Entonces f € I si y sélo si el resto de la division de f por
G es cero.

Demostracion. Véase [24]. Capitulo 2.6, Corolario 2. O

Nota 2.2. En general, el resultado no es cierto si se trata de un sistema de
generadores cualquiera del ideal I, tal como vimos en el ejemplo 2.3.

Definicién 2.11. Sean f, g € k[z1,...,x,] dos polinomios no nulos.

1. Sea exp(f) = a y exp(g) = B, definimos x7 el minimo comin multiplo
de LT(f) y LT(g). Donde v = (y1,...,7n) con v; = max(w, 3;).
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2. Definimos el polinomio S de f y g como el polinomio:

B x” x7
“mg) i) Y

S(f,9)

Los polinomios S de f y g estdn definidos para producir la cancelacion
de los términos lideres de f y g.

Lema 2.6. Sean fi,...fs € K[x] tales que exp(f;) = a # 0, para todo
ie{l,...;s}. Sea f=37 (¢ ficonceK, i e{l,...,s}. Siexp(f) > a,
entonces f es una combinacion lineal de polinomios S(f, fj) con 1 < i <
Jj<s.

Demostracion. Véase [24]. Capitulo 2.6, Lema 5. O

El siguiente Teorema nos aporta un criterio para determinar si un conjunto
de polinomios constituye una base de Grobner del ideal que generan.

Teorema 2.4 (Criterio de Buchberger).

Sea I # {0} un ideal de K[x]. Un sistema de generadores {gi1,...,q:} de I
es una base de Grobner de I si y sélo si para cualesquiera i,j € {1,...,t}
se verifica que el resto de la division del polinomio S(g;, g;) por G es cero.

Demostracion. Véase [24]. Capitulo 2.6, Teorema 6. O

Este Teorema llevé a Bruno Buchberger en 1966 a crear un algoritmo que
nos permite obtener una base de Grobner de un ideal I de K[x]| a partir de
un sistema de generadores de I en un nimero finito de etapas.

Definicién 2.12. Sea = un orden monomial sobre K[x|. Una base de
Grobner minimal del ideal I C K[x] respecto de > es una base de Grobner
G de I respecto de » tal que:

» LC(p) =1 para todo p € G
» Para todo p € G, LT(p) ¢ (LT(G — {p})

A partir de una base de Grobner G se puede construir una base de Grébner
minimal utilizando el siguiente lema que elimina informacién redundante de

G.

Lema 2.7. Sean > un orden monomial sobre K[x] y G una base de Gréobner
del ideal I C K[x] respecto de . Sip € G es un elemento de G tal que
LT, (p) € (LT-(G\{p})), entonces G\ {p} es también una base de Gréobner
de I respecto de .
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Algoritmo 2 Algoritmo de Buchberger
INPUT: F ={f1,...,fs} CK[x] con f; # 0.
OUTPUT: Una base de Grobner G = {g1, ..., g} del ideal I tal que F' C
G.
G:=F
g={/fi., i}.fi # ; € G}
while G # () do
Elegir {f, g} € G
G:=0\{{/f,g}}
Sea h el resto de la divisién entre S(f,g) y G.
if h # 0 then
G:=gn{{u,h},Vu e G}
G:=Gn{h}
end if
end while
Devolver G.

Algoritmo 3 Algoritmo de obtenciéon de una base de Grobner minimal

INPUT: G ={g1,...,9s} una base de Grébner del ideal I C K[x]
OUTPUT: G una base de Grobner minimal del ideal I
g =G
for i =1TO n do
if LC(g;) € in(I) then
LO(I) = (LC(gl), o ,LC(gi),...,LC(gt))
G:=G\{g}
end if
end for
Devolver G.
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Demostracion. Véase [24]. Capitulo 2.7, Lema 3. O

Definiciéon 2.13. Sea = un orden monomial sobre K[x|. Una base de
Grobner reducida del ideal I C K[x| respecto de = es una base de Grébner
G de I respecto de = tal que:

» LC(p) =1 para todo p € G.

» Ningin término de p estd en (LT(G — {p}) para cada p € G.

En otras palabras, si ningiin monomio en la base de Grobner G es redun-
dante, diremos que se trata de una base de Gréobner minimal. Y si para cada
dos elementos distintos de la base de Grobner minimal G, g, ¢’ € G, ningtin
término de ¢’ es divisible por LT, (g), entonces diremos que G es reducida.
Las bases de Grobner reducidas tienen la siguiente propiedad.

Proposicién 2.3. Sea I un ideal no nulo en K[x|. Entonces para cada orden
monomial sobre K[x| existe una dnica base de Grébner reducida de I.

Demostracion. Véase [24]. Capitulo 2.7, Proposicién 6. O

Como consecuencia de la Proposicién 2.3 podemos deducir un algoritmo
para determinar si dos ideales son iguales. Supongamos que tenemos dos
ideales I, J C K[x] generados por los conjuntos de polinomios {fi,..., fs}y
{f1{,--., [/}, fijamos un orden monomial > y calculamos una base de Grobner
reducida de (f1,..., fr) y (f1,--., fi). Entonces los ideales son iguales si sus
bases de Grobner reducidas son iguales.

Algoritmo 4 Algoritmo de obtencién de una base de Grobner reducida
INPUT: G = {g1,...,9s} una base de Grébner del ideal I C K[x] respecto
del orden monomial >.
OUTPUT: G una base de Grobner reducida del ideal
for :=1TO s do
gi = LC:(Qi)gi
end for
for : =1 TO s do N
Sea g/ el resto de la divisién entre g, y {¢},..., 4}, ..., 95}
G:=GU{g/}
end for
Devolver G.
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Proposicién 2.4. Todo ideal I de K[x] tiene un nimero finito de genera-
dores con términos lideres distintos.

Demostracion. Véase [60]. Capitulo 1, Teorema 1.2. O

Definicién 2.14 (Base de Grobner Universal).

Un subconjunto finito U de I es una base de Grébner Universal, sild es una
base de Grobner de I respecto de todos los ordenes monomiales simultdnea-
mente.

Corolario 2.4. Todo ideal I C K[x] tiene una base de Grobner universal
finita.

Demostracion. Por la Proposicién 2.4 sabemos que existe una cantidad fi-
nita de bases de Grobner reducidas de I. Su union es una base de Grobner
universal de 1. O

2.1.7. Teorema de eliminacion

Definicién 2.15. Dado un ideal I de K[x], llamaremos r-ésimo ideal de
eliminacion de I al ideal de K[zyy1,. .., 2y, definido por I NK[zy, ..., ,].

Desde un punto de vista algebraico, el r-ésimo ideal de eliminacion de I
consiste en todos los polinomios f € I que dependen solamente de las dltimas
n — r variables.

El siguiente Teorema permite determinar un algoritmo para calcular el r-
ésimo ideal de eliminacién de un ideal I C K]x].

Teorema 2.5 (Teorema de Eliminacién).
Sean I C K[x| un ideal y G una base de Grébner de I respecto de un orden

de eliminacion. Entonces, el conjunto G, = GNK|xy41,...,2,] es una base
de Grébner del ideal de eliminacion r-ésimo para cada r € {0,...,n}.
Demostracion. Véase [24]. Capitulo 3,1, Teorema 2. O

2.1.8. Complejidad del calculo de una base de Grobner

La dificultad que involucra el calculo de una base de Grobner ha sido objeto
de numerosos estudios. Como una base de Grébner puede ser utilizada para
resolver un sistema de ecuaciones polinomiales, la complejidad de su calculo
es al menos la misma que la de este problema. Por otra parte, no es dificil
codificar algunos problemas NP-completos (Knapsack, k-SAT ...) como sis-
temas de ecuaciones polinomiales, lo que demuestra que en general es un
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problema duro y que la complejidad del peor caso no puede esperarse que
sea buena incluso en caracteristica 2, sin una cota en el ntimero de varia-
bles (ver [3]). A pesar de que dicha complejidad es doblemente exponencial

n

O(22"), donde n es el nimero de variables, el comportamiento genérico es
mucho mejor.

Por ejemplo, si el sistema algebraico tiene un niimero finito de soluciones,
entonces su base de Grobner puede ser calculada en tiempo polinomial en
d X n operaciones con d = max;d;, siendo d; el exponente del término
lider de cada una de las ecuaciones. En este caso para el orden degree-
reverse-lexicographical donde el mayor grado de los elementos de una base
de Grobner esta acotado por la cota de Macaulay [40, 31] :

n

> (di—1)+1.

=1

Esta cota se puede comparar con el teorema de Bézout, que dice que el
nimero de soluciones estd acotado (cuando es finito) por [[, d; y alcanza
con exactitud la cota en el caso homogéneo.

Otro problema que suele surgir a la hora del calculo de bases de Grobner es el
crecimiento de los coeficientes en los calculos intermedios; este crecimiento
es tan grande que puede provocar fallos en los calculos. Por ejemplo, si
consideramos:

fr =8a2y® + bay® 4+ 32°2 + 2?yz,  fo=a" +2y°2" + 13y%2° + 5yt
fa =382 +12)° + 12® + 3,  fi="TaPy" + 18xy®2” + 4?27

El ideal generado por los polinomios anteriores tiene como base de Grobner
para el orden deglex y con orden de las variables x > y > z

g=z g=y +1/4, gz=2"
Sin embargo en el calculo aparece el siguiente polinomio
y® — 1735906504290451290764747182 . . .

Diversas alternativas modulares se han propuesto para solucionar este tltimo
problema, véase por ejemplo [5].
2.1.9. Algoritmo de conversién de bases de Grobner

Dada una base de Grébner G de un ideal I C K[x] respecto de un orden
monomial >1, el algoritmo que describen Faugere, Gianni, Lazard y Mora
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en [27], que se conoce como algoritmo FGLM, permite obtener otra base
G2 del mismo ideal respecto de cualquier otro orden monomial >5. La idea
principal consiste en utilizar la estructura de espacio vectorial asociada al
espacio cociente K[x]/I.

Tlustramos el algoritmo FGLM partiendo de una base de Grobner arbitraria
del ideal I C K[x] respecto de un orden monomial > y convirtiéndola en
una base de Groébner Gy, de dicho ideal respecto de un orden lexicografico.
Utilizaremos dos listas de polinomios de K[x]:

= La nueva base que queremos obtener, Gj.,, formada por polinomios
del ideal I que se inicializa como una lista vacia.

» Una lista de monomios del anillo cociente K[x|/I que denotamos por
Bie: v que también se inicializa como una lista vacia.

En cada iteracion consideramos el monomio mas pequeno respecto del orden
2 que no es divisible por ningin monomio LTy, (g;) con g; € Gjes, denota-
mos a dicho monomio ¥. Necesariamente el primer monomio que tenemos
que considerar es ¥ = 1 ya que si fuese de la forma x¢, entonces se tendria
que x* < 1, lo que contradice la definicién de orden monomial en K[x].

El algoritmo consiste en 3 etapas:

1. Etapa principal: Calculamos la forma normal del monomio ¥ res-
pecto de la base de Grobner Gi.

= Si existe una combinacién lineal de la forma:

nfq, (V) = Z)\jnfgl(xaj) con X% € By, y Aj €K,
J

Entonces se tiene que g = ¥ — Zj Ajx% € I y anadimos g a la
nueva base Gjey.

» Si nfg, (V) es linealmente independiente de las formas normales
de los monomios de la lista Gy, respecto de la base de Grébner
(1, entonces anadimos ¥ como ultimo elemento de la lista Bje,.

2. Averiguamos si hemos terminado: Sea x; la mayor variable en el
orden lexicografico que estamos considerando. Si en la etapa anterior
hemos anadido un nuevo elemento g a la lista (Gj; entonces compro-
bamos si LTy ,(g) es una potencia z;. En dicho caso, el algoritmo
termina.
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3. Calculamos el nuevo término: Si el algoritmo no ha terminado en-
tonces volvemos a la primera etapa considerando como nuevo término
el menor monomio de K[x] respecto del orden lexicografico elegido que
no sea divisible por ningin monomio LT, (g;) con g; € Gies.

Véase [25], capitulo 2,3, Teorema 3,4 para una prueba de este algoritmo.

Ejemplo 2.4. Consideramos el ideal
I=(zy+z—xz,0°—2,22° —2yz — 1) C Qlx,y, 2].

Para el orden lexicogrdfico graduado inverso =gy y con orden en las va-
riables x > y > z obtenemos la siguiente base de Grobner:

G = {fl224—3z3—4yz—|—222—y—|—22—2,f2:yz2+2yz—222+1,
fa=y? =2yz+ 2" -z fa=a+y -z}

Utilizamos el algoritmo FGLM para encontrar una base de Grébner del ideal
I respecto del orden lexicografico con z >y > x.

» [Inicializamos las listas Giep Yy Blex como listas vacias y consideramos
como primer término de estudio ¥ = 1.

Observamos que nfg(¥) =1 es linealmente independiente con las for-
mas normales de los monomios de la lista By, respecto de la base de
Grobner G. Por lo tanto anadimos el término 1 a la lista Bjey.

= Segun el algoritmo, el siguiente término que tenemos que estudiar es
U = .

Observamos que nfq (V) = —y+z de nuevo es linealmente independien-
te con las formas normales de los monomios de la lista By, respecto
de la base de Grébner G. Por lo que anadimos x a la lista Bje,.

= Procedemos de forma andloga con los términos x2, x3, x*, x° cuyas

formas normales respecto de la base de Grobner G son:

nfG(xZ) = Yz,

nfg(z?) = 2,
=22, nfg(z?) =23 +2yz — 222 + 1.

nfg(z?)

Estas formas mormales son linealmente independientes con las for-
mas normales de los monomios de la lista By, respecto de la base de
Grobner G.
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Tras estas etapas la lista By = {1, 1, 2% 23, z?, x5} ha sido actualiza-
da, mientras que la lista G, continia vacia.

= Sin embargo, la forma normal del siquiente elemento W = 25 respecto
de la base de Grobner G verifica que:

nfg(2%) = nfg(2®) + 2nfg(2?) — nfg(1) = 2.

6

Por lo tanto aniadimos el elemento g1 = 2% — 25 — 223 + 1 a la nueva

base de Grobner, Giey.

= Fl siguiente monomio que tenemos que estudiar es ¥ = y. Observamos
que:
nfg(y) = nfg(x?) — nfg(z) = v.

Por lo tanto go = y+x — 2% forma un nuevo elemento de la lista Gey.

= FEl siguiente monomio que tenemos que estudiar es ¥ = z. Observamos
que:
nfg(z) = nfg(z?) = 2.

Por lo tanto g3 = z — x> forma un nuevo elemento de la lista Gjey.

= Observamos que el término lider respecto del orden lexicogrdfico defi-
nido del elemento que hemos anadido en la etapa anterior a la nueva
base de Grébner es maultiplo de la variable z, que es la mayor variable
de dicho orden. Por lo tanto el algoritmo termina.

Tras finalizar el algoritmo hemos obtenido una base de Grobner del ideal T
respecto del orden lexicogrdfico definido. La nueva base es:

Glex:{966—565—21‘3—1-1,y+x—x2,z—x2}.

De forma general, dada una base de Grébner Gy del ideal I C K[x] respecto
del orden monomial >1, el algoritmo FGLM (Algoritmo 5) crea una nueva
base de Grobner GG del mismo ideal respecto de otro orden monomial >o.
Para formular el algoritmo FGLM (Algoritmo 5) de forma general utilizamos
las siguientes listas y funciones:

= La lista Newbasis que contiene los polinomios que forman la nueva
base de Grobner Gs.

= La lista NexTerms cuyo primer elemento es el que tenemos que estudiar
en cada iteracion.
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= Lalista LeadTerms que contiene los términos lideres de la lista Newbasis
ordenados de forma creciente por el orden >s.

= La lista RedTerms que contiene las formas normales de los términos de
la lista Newbasis.

» La funcién nfg, (t) que nos devuelve la forma normal del elemento
t € K[x] respecto de la base de Grobner Gy.

» La funcién Insert(S,t) que anade a la lista S los términos {x; -t} ;.

» La funcién Order(S) que ordena los elementos de la lista S respecto
del orden >o.

» La funcién Next(S) que nos devuelve el primer elemento de la lista S
v lo borra de dicha lista.

En primer lugar inicializamos la lista NextTerms con el término més pequeno
respecto del orden 2, que necesariamente es 1, y el resto de listas como listas
vacias.

En cada iteracién escogemos el elemento t := Next(NextTerms) y calculamos
su forma normal respecto de la base de Grébner inicial Gy. En el caso de
que la forma normal obtenida se pueda escribir como combinacién lineal de
las formas normales de los elementos de RedTerms, entonces anadimos un
nuevo elemento a la base de Grobner Ga; en caso contrario, se aiade t a la
lista RedTerms. El nuevo término que escogemos es el término mas pequenio
respecto del orden >, del siguiente conjunto:

{t € T; | t no es divisible por LT, ,(g;) con g; € NewBasis}.

Donde T; denota el conjunto de monomios de K[x].

2.2. Calculo del nicleo de un homomorfismo

Consideramos un cuerpo arbitrario K, denotaremos por K[x] := Klz1, ..., x,]
y por Kly] := K[y, ...,yn] al anillo, en n y m indeterminadas respectiva-
mente, sobre el cuerpo K.

Vamos a estudiar en esta seccion distintos algoritmos que nos permiten cal-
cular el nicleo del siguiente homomorfismo de anillos:

0: Kx] — Kl[y]
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Algoritmo 5 Algoritmo FGLM

INPUT: Una base de Grébner Gy del ideal I C K[x] respecto del orden
>1 y otro orden monomial >5 de K[x].

OUTPUT: Una Base de Grobner reducida Gy de I respecto del orden =s.
Inicializamos ¥ con el término mas pequeno en el conjunto de monomios
T; de K[x] respecto del orden >s.

RedTerms := [V];
NextTerms := [V];
NewBasis := [|;

LeadTerms := [J;
Insert(NextTerms, V¥);
Order(NextTerms);
while NextTerms # [| do
U := Next(NextTerms);
if ¥ no es un multiplo de un elemento de la lista LeadTerms then
if existe una combinacién lineal de la forma:

nfg, (V) = Z as - nfg, (s) con ag € K
scRedTerms

then
NewBasis := NewBasis U{¥ — >  poqTerms s - S};
LeadTerms := LeadTerms U {U};
else
RedTerms := RedTerms U {V};
Insert(NextTerms, V);
Order(NextTerms);
end if
end if
end while
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2.2.1. Algoritmo clasico

Lema 2.8. Sea G una base de Grobner reducida del ideal

({z1 = O(21),.. .20 — O(zn)}) CK[Z1, .o, Ty Y1, -+, Y

respecto a un orden monomial que elimine las variables y.
Entonces G' = GNK[x] es una base de Grébner reducida de ker(©).

Demostracion. La demostracién se deduce del Teorema de eliminacién (Teo-
rema 2.5). O

El lema anterior nos indica que el problema que nos habiamos planteado
se puede abordar aplicando el algoritmo de Buchberger sobre el anillo de
polinomios K[z1, ..., Zn,y1,...,Ym] (Algoritmo 2) y luego utilizar la teoria
de eliminacién para obtener una base de Grobner en K[x].

La complejidad del algoritmo de Buchberger aumenta considerablemente al
incrementar el ntimero de variables. Nétese que estariamos trabajando en
un anillo con n + m variables, luego lo 6ptimo seria encontrar un algoritmo
que trabaje directamente en K[x].

2.2.2. Método de Di Biase-Urbanke

En esta seccién presentamos el método de Fausto Di Biase y Riidiger Urban-
ke basado en calcular bases de Grébner con un niimero menor de variables,
lo que en general acelera el proceso computacional. Véase [26].
A continuacién, fijamos la notacién que utilizaremos a lo largo de esta sec-
cién. Definimos My como el conjunto de monomios en el anillo K[x]. Andlo-
gamente, definimos My como el conjunto de monomios en el anillo K[y].
Nuestro objetivo es calcular el nticleo del homomorfismo de anillos © definido
por:

©: Kx] — Kly]

X; — @(SUZ) =f; € My

El homomorfismo © viene definido por la matriz

donde la fila i-ésima se corresponde con el exponente del monomio f; € My,
por lo tanto podemos reescribir la aplicacién © como:
0: Kx| — Kly]
XU — OxY) =yM e M,
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A partir del homomorfismo anterior podemos definir la aplicacién Z-lineal
II:
m: zr — 7z
u — Il(u)=M- u

Utilizando la forma normal de Hermite es facil obtener una base de ker II.
Definimos soporte de un vector u € Z™ como el conjunto de coordenadas
distintas de cero, es decir, supp(u) = {i | u; # 0}.

Sabemos que todo vector u € Z"™ se puede escribir de forma unica como
u=u’" —u" donde u™, u~ € N y tienen soportes disjuntos.

El siguiente Lema nos permite establecer una relacién entre los vectores
u € Z™ que pertenecen al Z-nicleo de la aplicacién Il y los monomios que
pertenecen al nucleo de la aplicacién ©.

Lema 2.9. u € kerII si y s6lo si x*" —x% € ker ©.

Demostracion. Consideramos un vector u € Z™ perteneciente al nicleo de
la aplicacién lineal II. Por definicién tenemos que:

Por lo tanto:

0 =yMUD _yME — o) o) = o —x*)
De donde se deduce que el binomio asociado al vector u € Z", x4 — x"
pertenece al nucleo del homomorfismo ©. O

La relacion entre kerIl y ker © viene dada por la siguiente aplicaciéon que
asocia a cada vector u € Z" un binomio en K[x].

p: 27" — KIx]
u — o(u)=x"" —x"

Teorema 2.6. El nicleo del homomorfismo © estd generado como K-espacio
vectorial por el conjunto de binomios

{x" —x¥ |u, veN" y II(u) =II(v)}.

FEs decir,
ker© = (x"" —x" |uckerll y u, veN).
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Demostracion. En el Lema 2.9 vimos que
x"" —x" cker® < uckerllyu, veN.

Faltaria probar que todo polinomio f € ker © es combinacién lineal de bi-
nomios de la forma {x" —xV | u, ve N* y II(u) =1II(v)}.

Procedamos por reduccion al absurdo suponiendo que df € ker © tal que f
no es combinacién lineal de binomios con la forma requerida.

Elegimos f entre todos los que verifican la propiedad anterior de manera
que LT, (f) = x" es minimo respecto del orden .

Como f € ker ©, entonces O(f(z1,...,x,)) = 0. En particular:

0=O(LT.(f)) = O(x") =y,

es decir, debe existir un monomio x¥ > x" en f tal que II(v) = II(u).
Por hipétesis f/ = f —x" — xV tampoco debe poderse escribir como combi-
nacién lineal de binomios con la forma requerida, sin embargo:

LT, (f) = LT (f"),
lo que contradice la hipétesis de minimalidad realizada. O

Nota 2.3. No toda base de ker Il genera a ker © como K-espacio vectorial.

Ejemplo 2.5. En efecto, consideramos el homomorfismo

O : K[$1,$2,1‘371‘4] — K[yl,yg]
T1 — O(z1) =y}
T2 — O(x2) = yiyo
3 —  O(x3) = y1y3
T4 — O(z1) =3

Por el Lema 2.8 sabemos que si G es una base reducida del ideal
I = <x1 — @(ml), ey g — @($4)>,

entonces G' = G NKIx] es una base reducida de ker ©.

Fijamos como orden monomial el orden lexicogrdfico y como orden en las
variables: y1 > ya > x1 > To > T3 > 4.

Aplicando el algoritmo de Buchberger (Algoritmo 2) sobre el ideal I obtene-
mos:

9 2 3
G = {23 + 1224, —T223 + T174, —T5 + 123, T4 — Y5, —TaY1 + T3Y2,

—T3Y1 + T2Y2, —T2y1 + T1Y2, T3 — ylyg, T2 — y%yz, Ty — y%}.
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Por lo tanto G' = G NK[x] es un ideal de ker © respecto del orden lexi-
cografico dado por el orden en las variables x1 > xo > x3 > x4.

G = {—23 + zomy, —xox3 + 114, — T3 + T123} (2.1)

Por otra parte, la matriz asociada a la aplicacion © es:
3210
M= < 01 2 3 > '
Observamos que una base de kerII es:
1 -1 -1 1
5= ( -1 2 -1 0 > ’

Aplicando el algoritmo de Buchberger (Algoritmo 2) a ¢(S) = {xi1x4 —

Tox3, T3 —1173} obtenemos una base de Grébner del ideal o((ker IT)) respecto
del orden lexicogrdfico dado por el orden en las variables x1 > xo > x3 > x4.

G = {x923 — 23xy, —wox3 + 2124, T3 — 1123} (2.2)
Observamos que las bases 2.1 y 2.2 son distintas, luego:
(p(kerII)) C (ker ©).

La clave del algoritmo esta en el siguiente resultado.

Teorema 2.7. Si G € N¥*" ¢5 yna base de ker 11 entonces
ker © = (p(Span G)).

Demostracion. Este resultado se deduce como consecuencia del Teorema
2.6. O

Definicién 2.16. Diremos que dos matrices M, M' € Z"*™ estdin relacio-
nadas (M ~ M') si existe una matriz A € Z™*™ tal que M' = AM.
En este caso, el espacio vectorial que generan M y M’ coincide, i.e.

Span(M) = Span(M").

En general, dada una matriz M € Z™*"™ no siempre existe una matriz M’ €
N™X tal que M ~ M’. Sin embargo, tal y como expone el siguiente lema,
siempre podemos encontrar una matriz M’ € Z™*" tal que cada columna
de M’ estd en N™ o en (—N)™.
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Lema 2.10. Sea M € Z™*", existe M' € Z™*" tal que M ~ M' y cada
columna de M’ estd en N™ o en (—N™).

Demostracion. Consideramos M € Z™*"™ y denotamos por M; € Z™, Vi =
{1,...n} alas columnas de M.
Siguiendo la notacién definimos M’ € Z™*" tal que:

M! = M,
M = M; + (1 +méx|mg; | j € {L,...,n}|) - M_,

Es facil comprobar que M ~ M’', pues dA € Z"*" : M’ = AM con

1 0 0 ... 0
bo 1 0 ... 0
A= b3b2 b3 1 ... 0
by -+ by by --- b3 b - bs ... 1
donde b; = 1+ max|m;; | j € {1,...,n}|, Vie{2,...,k—1}. O

El algoritmo se basa en dos ideas principales:

1. Realizar una serie de cambios de signo en la matriz M’, de manera
que del ultimo cambio de signo obtenemos una matriz que verifica
el Teorema 2.7. Los cambios de signo se llevaran a cabo mediante la
siguiente aplicacion:

T : zr — zr
u=(uy,...,u,) — Tj(u)=(u1,...,—Uj,...,up)

2. Deshacer los cambios realizados en los ideales asociados, a través de
bases de Grobner, para obtener un sistema de generadores de ker ©.

El siguiente teorema nos permite deshacer los cambios de signo en los idea-
les asociados. Los cambios de signo en los ideales asociados se realizaran
utilizando la siguiente aplicacién:

Sea A € Z™™, denotaremos A; a la matriz formada por las columnas de
A en la que reemplazamos la columna a; por la columna —a;. Utilizaremos
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también la notacién x para los monomios que no contienen a la variable x;.
Siguiendo esta notacién, se tiene que:

rix" —xV € ker(4;) <= x"—x"z] € ker(A). (2.3)

Fijamos como orden monomial > cualquier orden de eliminacién en K[x]
para la variable x;.

Teorema 2.8. Sea G; = {z.x% — x¥ | j € {1,...,m}} una base de
Grébner de ker(A;) respecto del orden =, entonces

G={x% —xYiz;’ Vje{l,...,m}}
es un sistema de generadores de ker(A).

Demostracion. Teniendo en cuenta la forma de G;, es facil comprobar que
ker(A) estd generado por binomios de la forma f = x" —27x". Por definicién
de base de Grobner se tiene que f =0 mdd G, es decir, existen f1,..., f, €
K[x] tales que:

rix" —x¥ = Z Fi(@, ) (2 X — xV9). (2.4)

Por la eleccién del orden monomial > sabemos que la variable x; aparece

con grado a lo sumo r —r; en f;, en particular f; = 0 sir <r;.
, 1
Reemplazamos x; por

i

1 T m 1 1 'f‘j
(ch) x"—x¥ = Z;fj(xh s Tl T Tl e s Tm) ((:@) x - Xv])
J:

en la ecuacion 2.4 y obtenemos:

K2

Multiplicamos ambos lados de la igualdad por z} en la ecuacién anterior:

m
1 —r; ) )
x" —xVzl = ij(ﬂfl,...,ZL’Z‘_17;,¢’IZ’Z‘+1,...,xm)x: T (xW - xVP).
j=1 ‘

u mos Vi ue x" — xVa! mbinacién lin inomi
Luego hemos visto que x" Va? es combinacién lineal de polinomios de

G. O]
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Algoritmo 6 Método de Di Biase - Urbanke
INPUT: Un homomorfismo de anillos ©.
OUTPUT: Un sistema de generadores de ker ©.

O Calcular una base M € Z™*" de ker II.
® Encontrar M’ € Z™*" tal que M’ ~ M y todas las columnas de M’
estdn en N™ o en (—N)™.
® Sea J C {1,...,n} los indices de las columnas de M’ con elementos
en (—N)™. Definimos M/, la matriz obtenida a partir de la matriz M’
cambiando el signo de las columnas indexadas por j € J.
O Por el Teorema 2.7 sabemos que ker © = (¢(Span M))).
while J # () do
Elegir j € J.
Definir una base de Grobner G ; del ideal (¢(M)) respecto a cualquier
orden de eliminacién para la variable x;.
Definir G j\ ;3 = Tj(G ), donde G j ;3 es el resultado de llevar a cabo
la aplicacién T3 en todos los elementos de G-
Ji=J\ {j}.
end while
Devolver Gy es un sistema de generadores de ker 7.
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2.3. Bases de Graver

2.3.1. Introduccién a las Bases de Graver

A lo largo de esta seccién continuaremos con la notacién establecida en los
apartados anteriores, es decir consideramos:

» Sea K un cuerpo arbitrario, denotaremos por K[x] := K[zy,...,z,] ¥y
por K[y] := K]y, ..., yn] al anillo, en n y m indeterminadas respecti-
vamente, sobre el cuerpo K.

» Una matriz M = (mij) icq,....my €Z™"
je{1,..., n}

= La aplicacion I Z-lineal definida por:

m: zn — 7z
u +—— I(u)=M- u’

= Kl homomorfismo de anillos © definido por:

0: Kx] — K[y]
Xt — O(x) = yMv

El nicleo del homomorfismo © forma un ideal torico asociado a la matriz

M, que denotaremos por el ideal Ij; = ker ©.

Como ya vimos en el Teorema 2.6, el ideal torico Iys estd generado como

K-espacio vectorial por el conjunto de binomios

Iy = {x"—xY|u, ve N'yIl(u) =1I(v)})
= ({x"" —x" |u€ker(ID})

Corolario 2.5. Sea = un orden monomial sobre K[x|. Eziste un conjunto
finito Gy C ker(Il), tal que {x* —x" |u € Gy} es una base de Gribner
reducida del ideal Ip; respecto de .

Demostracion. Por el Teorema de la Base de Hilbert (Teorema 2.3) sabemos
que existe un subconjunto finito de vectores de ker II tal que sus correspon-
dientes binomios generan Ij;.

Aplicamos el algoritmo de Buchberger (Algoritmo 2) a este conjunto finito
de binomios, sabiendo que las operaciones que se realizan en el algoritmo de
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Buchberger conservan la estructura de los binomios. Es decir, la salida de
este algoritmo serd un subconjunto contenido en el conjunto de binomios

{x

ut

—x" | u € ker(Il)}.
O

Denotaremos por Uys a la base de Grobner Universal del ideal I, es decir,
siguiendo la definicién 2.14, Uys es la unién de todas las bases de Grobner
reducidas del ideal Ij;.

Como consecuencia del Corolario 2.5 podemos identificar I/y; con un con-
junto finito de vectores que generan ker II.

o o s . . + — . . .
Definicion 2.17. Un binomio x* —x" € Ij; se dice que es un binomio
. oy . . . . . + -
primitivo en el ideal Ip; si no existe otro binomio x¥ —xV € Iy tal que
F = g -
xV' divida a X" nix¥V  diwvida o X" .

Definimos a continuacién el orden C en Z™ que utilizaremos a lo largo de
esta seccidn.

Definicién 2.18. Sean u, v € Z", diremos que u C v si |u;| < |vi| y ;-
v; > 0 para todo i = {1,2,...,n}.

. . + - e ey . . ,
Observemos que un binomio x" —x" es primitivo en el ideal Ip; si y sélo
si se tiene que u = u™ +u~ € Z" es minimal respecto al orden L.

Lema 2.11. El binomio x*" —x" € K[x] es primitivo en el ideal Iy; siy
s6lo si el vector u =u" +u~ € Z" es minimal respecto al orden C.

Demostracion. Supongamos que el binomio X" = x" es primitivo en el
ideal Ip;. Procedamos por reduccion al absurdo suponiendo que el vector
u=u’" —u" no es minimal respecto del orden .

Es decir, existe un vector v = v — v~ € Z" tal que v C u. Por definicién
tenemos que:

. Sivyevt = u; eut
1. vi-u; <0Vie{l,...,n} = {SlviEV_ S weu
2. vl <] = [vT] < |Jut] = vt <ut

+ + + (g—1)v+
=3dg,reZ |ut =qgvt +r=x" =x¥ " =x" x(@=Dvrtr
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Lo que contradice la hipdtesis de que el binomio x"" —x"7 sea primitivo en
el ideal Iyy.

Reciprocamente, si suponemos que el vector u = u™ —u~ es minimal respec-
to del orden dado por C y procedemos por reduccién al absurdo suponiendo
que el binomio x"" —x" 1o es primitivo en el ideal I, entonces sabemos
que existe otro binomio VT —xV el M tal que verifica las siguientes dos

condiciones:

+ . . +
1. xV' divide a x"

= 3IfeK[x]|x* = fxv"
= exp(x“+) < exp(fx"+) <exp(f)+ exp(x"+)
= exp(x"") <exp(x¥') = Jut| < [vT].

Como u™, v € N* y |[u™| < |vT| entonces se tiene que

u; | < |v; w; -v; >0 paratodo u; €eut yu; vt
y p y

2. x¥V  divide a x*
Siguiendo el mismo razonamiento se prueba que:

|u;] < |vi| v w;i-v; >0 paratodo w; €Eu” yv; € v

Luego hemos visto que existe v € Z" tal que v C u, lo que contradice la
hipétesis de que el vector u sea minimal respecto del orden . O

Definicion 2.19. Llamaremos base de Graver del ideal I, y la denotare-
mos por Gryr, al conjunto de binomios primitivos del ideal Iy

Observemos que, teniendo en cuenta la definicién, la base de Graver de una
matriz M € Z™*" es el conjunto de dependencias minimales respecto al
orden .

Definicion 2.20. Llamamos vectores de soporte minimo o circuitos aso-
ciados al ideal Ip; a las palabras que tienen soporte minimal.
Definimos el conjunto Cyy como el conjunto de circuitos asociados al ideal

Iyy.
Recordemos que hemos denotado:

s () como el conjunto de circuitos del ideal ;.
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= GGrp; como el conjunto de elementos primitivos del ideal Iy que se
denomina Base de Graver.

= Uy como la base de Grobner del ideal I respecto de todos los 6rdenes
monomiales simultdneamente. A Uy se denomina Base de Grébner
Universal y estd formada por la unién de todas las bases de Grébner
reducidas del ideal Ij;.

Proposiciéon 2.5. Todo binomio de la forma X" —x" €Uy es primitivo.

Demostracion. Fijamos un orden monomial > en K[x] y consideramos un
binomio cualquiera x"" —x" de la base de Grobner reducida Gy del ideal
I respecto de . Supongamos, sin pérdida de generalidad, que XU - xt
Entonces x*" es un generador minimal del ideal monomial LTy (Iy/) y x%~
es un monomio estandar.

Procedamos por reduccién al absurdo suponiendo que el binomio x4 —x
no es primitivo. Entonces sabemos que existe un vector v € kerII \ {u} tal
que x¥' divide a x"" y x¥ divide a x% .

Tenemos dos posibles casos:

u

. _ + .. .
» Si v = v, entonces x* no es un generador minimal del ideal

LT, (Ing)-

» Si vt = v, entonces x% no es un monomio estdndar del ideal
LT, (In).

En ambos supuestos tenemos una contradiccién. ]

Proposicién 2.6. Sea M € Z™*" y siguiendo con la notacidn establecida
se tiene que:
Cy CUN C Gryy.

Demostracion. Por la Proposicién 2.5 todo binomio X" - X" € Uy es
primitivo, luego queda probado que Up; C Gryy.

Faltaria demostrar que todo binomio asociado a un circuito del ideal Iy,
pertenece a una base de Grobner reducida del ideal Ip;. Procedamos por
reduccién al absurdo suponiendo que existe un circuito u € kerIl, tal que
su binomio asociado x*' — x"  no pertenece a ninguna base de Grobner
reducida del ideal Ip;. En particular no pertenece a la base de Grobner
reducida del ideal I; respecto del orden L.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que en todo binomio xu —x
verifica que u~ C u™.

Es decir, existe v € ker IT\ {0, u} tal que v C u™. Por lo tanto observamos
que:

v se
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= supp(v") C supp(u') C supp(u)

= supp(v~) C supp(v™) C supp(u)

Es decir, hemos visto que supp(u) C supp(v), como u es un circuito esto es
posible si y sélo si u = v. O

Definicion 2.21. Sean u,v € Z™. Diremos que el vector u es conforme a
v si supp(u™) C supp(v™) y supp(u~) C supp(v ™).

Lema 2.12. Todo vector v € ker(Il) puede escribirse como (n—m) circuitos
conformes con v.

Demostracion. Véase [60]. Capitulo 4, Lema 4.10. O

2.3.2. Ca&lculo de Bases de Graver

En esta seccién presentaremos un algoritmo para el calculo de la base de
Graver (Grys) del ideal térico asociado al nicleo de la matriz M € Z™*".
Para ello utilizaremos la elevacién de Lawrence de la matriz M.

Definicién 2.22. Sea M € Z™*", llamaremos elevacién de Lawrence de la

matriz M a la matriz
M = < M 0 > e Z(m+n)x2n
1 1

Donde 1 € Z™*"™ es la matriz identidad y 0 € Z™*" es la matriz nula.
Toda matriz de la forma de M’ se dice que es de tipo Lawrence.

Lema 2.13. La matriz M vy su elevacién de Lawrence M' tienen nicleos
isomorfos verificando

ker(M') = {(u, —u) | u € ker(M)}.
El ideal asociado a ker(M') es
Iker(M’) = <Xu+yu_ - Xu_yu+ | uc ker(M)) - K[‘/Ela sy Ty Y1y - )yn]

Demostracion. En efecto,

wrtar) = {mmez (4 0). ()= ()}

= {(ul,ug)eZQ"\A-uﬁzO y uj; +ug =0}
= {(u,—u)|u € ker(M)}.
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Teorema 2.9. En una matriz de tipo Lawrence M’ € Z(M+m)xn og siguien-
tes conjuntos de binomios coinciden:

1. Gryy, la base de Graver asociada a M'.
2. Upyr, la base de Grobner Universal asociada a M'.
3. Una base de Grébner reducida del ideal asociado a ker(M').
4. Un sistema minimal de generadores del ideal asociado a ker(M').
Demostracion. Es facil probar que:
u € ker(M) es primitivo <= (u, —u) € ker(M’) es primitivo.  (2.5)

Por lo tanto las bases de Graver asociadas al nticleo de la matriz M y al
nticleo de su correspondiente elevacién de Lawrence M’ estdn relacionadas
de la siguiente forma:

Gryp = {x"y" —x" y" | x* —x" € Gryl.
= Veamos en primer lugar que Grj;s genera al ideal Ip.
Consideramos cualquier binomio x" y% —x" y%' € ;.
e Si el vector u es primitivo entonces por la férmula 2.5 se tiene

que:
+ u- - at
xyt —x" y" e Gry.
e En caso contrario si u no es primitivo por el Lema 2.12 sabe-

mos que podemos escribir u como combinacion lineal de (n —m)
circuitos conformes con u.

= Veamos que Gr); es un sistema minimal de generadores del ideal Iy.

. . . . + - - +
Consideramos cualquier binomio g = x" y* —x" y% & Gry. De-
finimos el conjunto de binomios B como:

B = {X“+yu7 — x1ryll+ e Gry}\ {9}

Procedamos por reduccién al absurdo suponiendo que el conjunto B
genera al ideal Ip;. Es decir, podemos escribir ¢ como combinacién
lineal de elementos del conjunto B, por lo tanto existe un binomio
xV yVT —xV y¥" € B tal que uno de sus términos divide a x" yu .

Reemplazando v por —v si fuese necesario, podemos suponer que

+ - .. + - . e ey
xV'yY divide a x" y" . Es decir, el vector u no es primitivo en
ker(M), lo que constituye una contradiccién.
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= Finalmente probemos que Grj;s es una base de Grébner reducida res-
pecto de cualquier orden monomial.

En efecto, fijemos un orden monomial y consideremos G+ una base
de Grobner reducida del ideal I respecto de . Por el Teorema 2.6
sabemos que Gy. C Gryy.

Procedamos por reduccion al absurdo suponiendo que existe un bino-
mio x* y" —x" y"' € Gryp tal que x* 'y —x" y" ¢ G,
Esto significa que existe un binomio xv" yv o —xvV y"Jr € G tal que
LT(x¥ y¥ —x¥ y¥') divide a LT(x" y" —x" y"').
Reemplazando v por —v y u por —u si fuese necesario podemos su-
poner que

+ v - vt + v
LT(XV yv —xV yv ) - xV yv
+ u - ut + u
LT(Xu yu _xu yu ) — xu yu )
De donde se deduce que x¥" divide a x¥" y x¥V~ divide a x" .
Pero esto implicaria que u no es primitivo lo que es una contradiccion.

O]

El Teorema 2.9 sugiere el Algoritmo 7 para calcular Bases de Graver.

Algoritmo 7 Algoritmo para el calculo de Bases de Graver
INPUT: Una matriz entera M € Z™m*"™
OUTPUT: Una base de Graver del ideal Iys (Grar).
Definimos la elevacién de Lawrence de la matriz M como la matriz M’.

Fijamos un orden monomial en el anillo K[z1,...,Zn, y1,...,Yn].
Calculamos una base de Grobner reducida G del ideal 1.
Sustituimos las variables y1,...,y, —> 1 en G.

El resultado es una base de Graver Grys C K[x] del ideal Ij;.
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Capitiio 3
Capitulo

Aplicaciones a la programacion
lineal entera

En esta seccion estudiaremos la relacién entre bases de Grobner y la pro-
gramacién lineal entera introducida por Conti y Traverso en [22] y su inter-
pretacién combinatoria que se puede encontrar en [61].

3.1. Programacion lineal entera

Se llama programacion lineal al conjunto de técnicas que pretenden optimi-
zar (maximizar o minimizar) una funcién lineal de tal forma que las variables
de dicha funcién estén sujetas a una serie de restricciones expresadas por
inecuaciones lineales.

La formulacién general de un problema de programacién lineal, que denota-
remos por LP 4 ¢(b), es la siguiente:

Minimizar: z = c-x € K[x]

. Ax! =b
Sujeto a: { x>0

LP4c(b) =

Donde A € R ¢ € R* y b € R? y - denota el producto escalar entre
vectores.
Por tanto en un problema de programacién lineal intervienen:

» La funcién z € K[x] llamada funcidn objetivo. En esta expresién las
variables z1, ..., x, son las variables de decision, mientras que al vector
c € R" se le conoce por vector coste.
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= Las restricciones que vienen determinadas por la matriz de coeficientes
A € R y el vector b € R%.

Al conjunto de valores x = (z1,...,x,) que verifican todas las restricciones
se denominan soluciones factibles del problema. Todo vector x € R™ que no
sea una solucion factible del problema no es una solucion del problema.
Llamaremos solucién optima del problema a la solucién xy que maximice o
minimice la funcién objetivo.

El conjunto de soluciones factibles del problema LP 4 ¢(b), que denotare-
mos por P, = {x € R" | Ax! = b,x > 0} C R", es un politopo, es decir,
esta definido por la interseccién de un ntimero finito de semiespacios cerra-
dos. Diremos que el problema LP 4 ¢(b) tiene solucién si Py, # (0.

El politopo P, puede estar acotado o no acotado. Para simplificar el proble-
ma supondremos que P, estd acotado, es decir, se trata de un poliedro que
también puede ser definido como la envolvente convexa de un nimero finito
de puntos llamados vértices del poliedro.

Todo punto del poliedro P, cumple todas las restricciones dadas por el pro-
blema, de esta forma, resolver el problema lineal LP 4 (b) implica minimizar
la funcién objetivo sobre el conjunto de puntos del poliedro P, . Esto implica
que la solucién éptima del problema LP 4 ¢(b) se encuentra en un vértice del
poliedro P,.

Probablemente el método del simplexr creado en 1947 por el matematico
George Dantzig es el mas conocido para resolver problemas de programacién
lineal. Se trata de un método iterativo que, partiendo del valor de la funcién
objetivo en un vértice cualquiera, permite obtener otra solucién del problema
que optimice a la anterior. Este proceso finaliza cuando no es posible seguir
mejorando dicha soluciéon. Como el ntimero de vértices es finito, siempre
puede encontrarse una solucién si P, # ). Geométricamente, el método
sfmplex traza un camino de aristas en el poliedro F,, comenzando en el
vértice inicial y terminando en el vértice que nos aporta la solucién 6ptima
del problema.

Un problema de programacion lineal entera es un problema de programacion
lineal con la restriccion adicional de que los valores de la solucién deben ser
enteros. Podemos formular de forma general un problema de programacién
lineal entera que denotaremos por IP 4 ¢(b) de la siguiente forma:

Minimizar: z = c¢-x € K[x]

_ t_
IPac(b) = Sujeto a: { Axi =D

x € N"

Donde podemos suponer que A € Z4" ¢ € R* y b € Z4.
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Aunque ambos modelos sélo varian en la restriccién a los enteros, los pro-
blemas de programaciéon lineal pueden ser resueltos en tiempo polinomial,
mientras que los problemas de programacion lineal entera son NP-completos.
Si seguimos con la misma notacién, la region factible del problema IP 4 ¢(b)
es el conjunto discreto de puntos {x € N" | Ax" = b}. Denotaremos por P/ a
la envolvente convexa de la regién factible del problema entero. Se tiene que
Pl es un poliedro y que P C P,. Luego, si tenemos el problema IP 4 c(b) y
resolvemos el modelo de programacién lineal asociado LP 4 ¢(b), estaremos
obteniendo la solucién de la relajacion continua del modelo entero. En el
caso de que el problema busque maximizar (minimizar) la funcién objetivo,
la relajacién continua nos proporciona una cota superior (respectivamente
inferior) del valor 6ptimo del modelo de programacién entera asociado. Si la
soluciéon que nos proporciona la relajacion continua es entera, entonces esta
solucién también es una solucién del modelo de programacion entera asocia-
do. En caso contrario se hace necesario la aplicacién de métodos especificos
para resolver este tipo de problemas.

Los dos métodos mas representativos son el método de los planos de corte
de Gomory y el método de ramificacion y acotacion (branch and bound).
En el método de planos de corte de Gomory en primer lugar se resuelve la
relajacion continua del modelo entero. Si la solucién obtenida xg es entera,
entonces ésta es la solucién de nuestro problema original. En caso contrario
se construye un plano de corte, un hiperplano ax’ = 3, que separa la solucién
obtenida xq del politopo Pé. Es decir, se verifica que:

axh > By Pl C{x]|ax'<p}.

Se anade la desigualdad ax! < 3 al conjunto de restricciones del problema y
comenzamos de nuevo la busqueda de la solucién éptima, asi sucesivamente
hasta que una solucién entera haya sido alcanzada o se demuestre que no
existe. Este proceso termina en un numero finito de pasos construyendo
planos de corte, a partir de una soluciéon no entera, de tal forma que los
cortes asociados generan de forma iterada la solucién entera buscada, si
existe.

Para estudiar este método dirigimos al lector al primer articulo de Gomory
[34] vy a su segunda versién [33]. También al articulo de Beale [8] y a la
lectura de [55].

En el método de ramificacion y acotacion se obtiene la solucién éptima a un
problema de programacion lineal entera realizando dos operaciones bésicas
sobre la regién factible de la relajacion continua del modelo entero. La pri-
mera operacion es la ramificacion en la que se divide la region factible del
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problema en distintos subconjuntos, obteniendo subproblemas del problema
original. La segunda operacién es la acotacion que determina una cota que
se utiliza para ordenar las soluciones 6ptimas de los distintos subproblemas
y, asi, determinar la solucién éptima del problema entero.

A diferencia del método de Gomory, el método de ramificacién y acotacion
permite resolver problemas de programacién lineal entera con relativa facili-
dad. Como primer antecedente se puede consultar el articulo de A. H. Land
y A. G. Doig [41].

3.1.1. Algoritmo Conti-Traverso

Aunque los problemas de programacion entera son NP-completos, existen
algunos algoritmos que mejoran la complejidad en determinados casos. En
1991 Conti y Traverso presentaron un algoritmo que permite resolver pro-
blemas de programacién entera utilizando bases de Grobner, véase [22].

La relacion entre bases de Grobner y problemas de programacién entera fue
estudiada de forma independiente por primera vez por Ollivier en [51] y por
Pottier en [53]. Luego Conti en [23] desarrollé un algoritmo utilizando bases
de Grobner asociadas a ideales téricos que aporta la solucién 6ptima de un
problema de programacién entera.

En términos generales este algoritmo necesita una matriz de coeficientes
A € Z™ "™, un vector b € Z™ y un vector de peso w € R™. De esta forma
define un ideal térico I4, un orden monomial <y y un monomio f;, cal-
cula una base de Grobner del ideal I4 respecto del orden <y, y devuelve
el exponente de la forma normal del monomio f;, respecto de la base de
Grobner calculada. Este exponente coincide con la solucién éptima del pro-
blema de programacién lineal entera IP 4 v (). Estudiaremos a continuacién
los detalles de este algoritmo.

Siguiendo con la notacion de las secciones anteriores, sea K un cuerpo arbi-
trario, denotaremos por K[x| := Klz1,...,z,] v por K[y] := K[y1, ..., ym]
al anillo, en n y m indeterminadas respectivamente, sobre el cuerpo K.

Definicién 3.1. Sea < un orden monomial en K[x] y w € RL, un vector
peso. Se define en K[x] el orden de peso <y como:

x <Wx5<:)w-oz<w-ﬁ 6 w-a=w-f8 y x*<x”,
donde - denota el producto escalar entre vectores.

En primer lugar estudiamos el caso en que los elementos de la matriz A €
Z™m*™ y del vector b € Z™ son todos positivos. Si denotamos a las columnas
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de la matriz A como a’ = (a1j,...,am;) para todo j = 1,...,n, resolver el
problema IP 4 ¢(b) se puede entender como encontrar una representacién del
vector b como elemento del submonoide de N™ generado por las columnas
de A. Sélo como recordatorio exponemos la siguiente definicion.

Definicion 3.2. Una operacion binaria definida sobre un conjunto A es una
funcion
@&: AxA — A
(a,b) — ad®b.

Diremos que @ es asociativa si a®(bdc) = (adb)dc, para todo a, b, ¢ € A.
Diremos que es commutativa sia® b =b ® a, para todo a, b € A.

Un monoide es un conjunto A provisto de una operacion interna. Un mo-
noide es asociativo o commutativo si lo es su operacion y es finito si lo es
su conjunto subyacente. Un elemento e € A es neutro sie®a=ade = a,
para todo a € A. Diremos que un monoide es unitario si tiene neutro. Un
semigrupo es un monoide unitario y asociativo.

Sea K un cuerpo arbitrario y consideremos K[y] := Klyi,...,yn] y K[x] :=
K[z1,...,x,] el anillo de polinomios en m y n indeterminadas respectiva-
mente y N = (o, ..., y,) un submonoide de N, con a; =y = [[;2, yf”

De manera que se tiene que:
B=y>=][v €eK[N]<beN.

Por lo tanto resolver el problema IP 4 ¢(b) es equivalente a resolver el pro-
blema de pertenencia a una subalgebra. Para méds referencias sobre cémo
resolver el problema de pertenencia, véanse [57] y [59].

Definimos el siguiente homomorfismo entre anillos:

0: Kx,y] — Kly]
x" — O(x%) =y’ _
.I'J — @(.Tj) = O(j = yaJ — H:il y?ij
Yj — O(y)) =y

El niicleo del homomorfismo © forma un ideal térico asociado a la matriz
A, que denotaremos por el ideal T4 = ker © C K[x,y|. Como ya vimos en el
Teorema 2.9, el ideal térico I4 estd generado, como K-espacio vectorial, por
el siguiente conjunto de binomios:

Iy = ({x"" —x" |[u=ut—u €ker(4)}).
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Es facil ver que K[y] = K[x,y]/Ia y que K[N] = K[x]|/I4 N K[x].

Por el Corolario 2.5, fijado < un orden monomial en K[x], la base de Grébner
reducida del ideal I4 respecto de < consiste en un conjunto finito de binomios
de la forma {x"*" —x" | u € ker A}.

Lema 3.1. Denotamos por G, = {x% — x% | i = 1,...,s} la base de
Grobner reducida del ideal 14 respecto del orden <c. Si x% — xPi e Ge,
asumiremos que ¢ - a; > ¢ - ;. Entonces para cada binomio x% —xP € G,
Bi es la unica solucién dptima del problema lineal entero IPA,C(Aozg).

Demostracion. En primer lugar observemos que, por definicion de base de
Grébner reducida, se tiene que el conjunto de binomios

{x%|i=1,...,s}

es un conjunto de generadores minimal del ideal inicial LT _(14).

Ademis, también por definicién, por cada binomio x* — x% € G, se tiene
que Aot = ABL i, Bi EN" y que - > ¢ f;.

Procedamos por reduccién al absurdo suponiendo que S; no es la solu-
cién 6ptima del problema IP 4 (Aal) entonces x% pertenece al ideal inicial
LT(I4) y, por tanto, existe un x% con j = {1,...,s} que divide a x%, lo
que contradice la definicién de base de Grobner reducida. O

Recordemos que llamamos forma normal de un monomio f € K[x] respecto
de la base de Grobner G, del ideal 14 utilizando el orden monomial <., que
denotamos por nfg (f), al resto de la divisién de f por todos los elementos
de Ge.

Sea G una base de Grobner reducida del ideal I4 respecto a un orden de
eliminacién para las variables y y que sea compatible con el vector peso c,
entonces, por el Lema 2.8, G, = G. NK][x] es una base de Grobner reducida
del ideal de eliminacién I4 NK[x]. Por lo tanto se tiene que:

f € K[N] < nfe,(f) € K[x].

Corolario 3.1. Fijado un orden monomial <, la forma normal de un mono-
mio f € K[x] respecto de la base de Grébner G del ideal 14 es un monomio.

Demostracion. Todo elemento g de la base de Grobner reducida del ideal
monomial /4 es un binomio y el resto de un monomio por un binomio es un
monomio. Luego nfg, (f) es un monomio. O
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Es decir, la forma normal del monomio y® respecto de la base de Grébner
G del ideal T4 es de nuevo un monomio 3 = nfg_(yP®).

Si el monomio [ contiene alguna variable y;, con ¢ = 1,...,m, entonces
se tiene que yP ¢ K[N], lo que implica que el problema IP A,c(b) no tiene
soluciéon. En caso contrario, si § = H?:l 33;“ € K[x], entonces el exponente
(71, --,7n) es solucién éptima del problema entero considerado.

Teorema 3.1. Fijado < un orden monomial en K[x|. Sean A € Z™*" una
matriz de coeficientes, b € Z™ un vector arbitrario y c € R%, un vector de
peso. Calculamos G una base de Grobner del ideal 14 respecto del orden de
peso <¢ y consideramos u una solucion factible del problema lineal entero
IP 4 c(b).

Entonces el exponente del monomio nfg, (x%) € K[x]| es una solucién dptima
del problema lineal entero IP 4 (b).

Demostracion. Por el Corolario 3.1 sabemos que la forma normal de un
monomio y" respecto a la base de Grobner G¢ de I4 es un monomio, por lo
tanto existe u; € N” tal que nfg, (x") = x"'.

= Veamos en primer lugar que u; es una solucién factible del problema
IP 4 c(b).

Sea Ge = {91, .., 9s} labase de Grobner reducida del ideal 14 respecto
del orden monomial <., entonces por hipotesis se tiene que:

S
x" = Z)\igi—FX“l = x" —x" € ]y.
i=1

Luego por definicién Au} = Au’ =b

= Veamos ahora que u; es la solucién 6ptima del problema IP 4 ¢(b).

Procedamos por reduccién al absurdo suponiendo que existe v € N™ tal
que Vv es solucién éptima del problema I P4 ¢(b), entonces se tiene por
una parte que f = x"! —x¥ € I4 y que, como v <. u, LT _(f) = x".
Por lo tanto Jg; = x% — x% € G tal que x% divide a x", lo que
contradice la hipdtesis de que x" sea la forma normal de x".

O]

Para aplicar este algoritmo a problemas IP 4 .(b) donde tanto los coeficientes
de la matriz A como los del vector b pueden tomar valores enteros negativos,
se utiliza el ideal

.
Jai= (et €9 ot ta— 1),
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descrito en el anillo de polinomios K[to,...,tq,z1,...,2,] y donde a; =
+

aj —a; representa la columna j de la matriz A con a;r, a; € N™.
El ideal térico 14 del caso anterior se puede definir como el ideal de elimi-
nacién J4 N K[x]. Por lo tanto, sea G. una base de Grébner reducida del
ideal J4 respecto a un orden de eliminacién para las variables y y t y que
sea compatible con el vector peso ¢, por el Lema 2.8, G, = G, UK][x] es una
base de Grobner reducida del ideal 4.

Observamos que Kly] = K]y, t,x]/J4, por lo tanto podemos proceder como
en el caso anterior.

Sin embargo, nuestro método no funciona si el vector peso c tiene alguna

componente negativa, por eso necesitamos la siguiente definicién:

Definicién 3.3. Sea > un orden monomial en K[x] y ¢ € R™ un vector de
peso. Se dice que el orden monomial >, de K[x] es un orden compatible con
la funcion peso definida por el vector ¢ si para cualquier vector u, v € Z"
tales que Au' = Av', sic-u<c-v, entonces x* <¢ xV.

Lema 3.2. Sea c € R" y consideremos V C R™ el subespacio de soluciones
reales al sistema Ax' = 0 y C C RZ de vectores x sin componentes negativas
tales que ¢ -x < 0. Entonces si C NV # 0, entonces no existe una solucion
optima del problema IP 4 ¢(b).

Demostracion. Véase [22], Seccién 3, Lema 1. O

Teorema 3.2. Si existe una solucion dptima del problema IP 4 (b), enton-
ces existe un orden monomial compatible con la funcion peso del problema.

Demostracion. Véase [22], Seccién 3, Teorema 1. O

El Teorema 3.1 sugiere el Algoritmo 8 para resolver problemas de programa-
cién lineal entera utilizando bases de Grobner expuesto por Conti y Traverso
en [22].

Algoritmo 8 Algoritmo de Conti-Traverso

INPUT: AcZ™*" beZ™, weR"

OUTPUT: Una solucién éptima del problema IP 4 ¢(c).
Calcular una base de Grobner G del ideal I4 respecto del orden <.
Calcular la forma normal del monomio yP respecto de Ge.
Devolver el exponente del vector de la forma normal obtenida.

Presentaciones binomiales y aplicaciones a Teoria de Cédigos



Programacion lineal entera 65

3.1.2. Test sets y bases de Graver

Sea IP 4 w(b) el problema de programacion lineal entera asociado a la matriz
de coeficientes A € Z™*™, al vector de peso w € R" y al vector b € Z™. Y
sea P]g la envolvente convexa de la regién factible asociada a dicho problema.

Definicién 3.4 (Test Set). Al conjunto de vectores t € kerz A, t >y 0
tales que para una solucion no optima u del problema IP 4+ (b) se tiene que
u—t e Pé se denomina Test Set de la familia de problemas IP 4w y se
denota por T, .

Si existe un Test Set finito para IP 4y entonces tenemos un método tri-
vial para obtener soluciones 6ptimas para todos los problemas de la familia
IP 4 w. En efecto, comenzamos por una solucién arbitraria u del problema
IP 4 w(b) y, restando elementos apropiados del conjunto 7~ , vamos mejo-
rando la solucién. En un ntmero finito de pasos obtenemos una solucion
6ptima del problema. Sabremos que el vector u’ es la solucién éptima del
problema si no existe ningin vector ¢t € 7=, tal que u’ —t € P[L.

En la seccién anterior habiamos definido:

= La aplicacién Z-lineal II como:

Im. zr — z
u — II(u) = Ad’

s E] homomorfismo de anillos ©® como:

Aut

©: Kx] — K[x]
=Y

x* — 0(x")

s El ideal térico I4 asociado a la matriz de coeficientes A € Z™*" como
el nicleo del homomorfismo © y como ya hemos visto estd generado
como K-espacio vectorial por el conjunto de binomios:

Iy ={x"" —x" |u € ker(I)}).

» Y el orden con peso <y asociado al vector peso w € RY y a un orden
monomial < fijado de K[x].

Proposiciéon 3.1. La base de Grobner reducida G del ideal T4 respecto del

orden monomial de peso <y es un Test Set para la familia de problemas
IP A w.
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Demostracidn. Sea u’ una solucién éptima del problema IP 4 w (b). Siu # u’
una solucién factible del mismo problema sabemos que el binomio x% — x%'
pertenece al ideal I4, siendo x" el término lider de dicho binomio.

Por lo tanto, existe un elemento xVi —x%i € G tal que xVi divide a x"

u—vj’ +v,

— Xu_v.

dando como resto el monomio x
Observamos que u >y U — VvV y que, cOmMo Vi — Vi pertence a G C Iy,
entonces II(u) = II(u—v). Por lo tanto, u — v es una solucién del problema
IP o w(b) que mejora la solucién u.

Ademés observamos que z% no puede ser dividido por el término lider de
ningtin elemento de G, pues en caso contrario obtendriamos una solucién
del problema IP 4 v (b) més pequena que la solucién u’, lo que contradice el
hecho de que u’ sea una solucién 6ptima de dicho problema.

Por lo tanto hemos probado que la base de Grobner reducida G es un Test
Set para el problema IP 4 v (b). O

Recordemos que definimos ideal inicial de I4 y lo denotamos por LT (14) al
conjunto de formas iniciales de los elementos de 4.

Debemos tener en cuenta que todo vector u € N es solucién del problema
IP 4 w(Au') y no es solucién de ningin otro problema de la familia IP 4 v .
Los siguientes Corolarios dan una caracterizacién para conocer si el vector
u € N” es solucién 6ptima o no del problema IP 4 v (Au’).

Corolario 3.2. Un vector u € N" no es una solucion optima del problema
IP A w(Aut) siy solo si x* € LT(14).

Corolario 3.3. Para cada elemento x¥i — x¥i € G se tiene que xVi es
un generador minimal del ideal monomial LT (14) y v; es la tnica solucion
dptima del problema IP 4 v (AV;).

Corolario 3.4. La base de Grobner reducida G del ideal 14 respecto del
orden monomial de peso <y es el unico Test Set definido para la familia de
problemas IP 4 v .

Definicién 3.5 (Test Set Universal). Al conjunto de Test Set de la familia
de problemas 1P 4 w para todo vector peso w € R" se denomina Test Set
universal y lo denotamos por U, .

Proposicion 3.2. La base de Graver asociada a A es un test set universal
para la familia de problemas IP 4.
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3.2. Programacion lineal modular

Como hemos visto en la secciéon anterior, Conti y Traverso presentaron en
1991 en [22] un algoritmo efectivo para resolver problemas de programacién
entera utilizando bases de Grobner. En 2002, Ikegami y Kaji extendieron este
algoritmo para poder resolver problemas de programacion entera modular
(ver [37]).

A partir de ahora vamos a utilizar las siguientes aplicaciones:

V. Z° — Z; and  A: Z) — Z°

donde el entero s queda determinado por el contexto, siendo valido tam-
bién el espacio de las matrices. Ambas aplicaciones actiian coordenada a
coordenada y pueden ser utilizadas con vectores y matrices. La aplicacion
V¥ consiste en realizar la reduccién médulo ¢, mientras que la aplicacién A
reemplaza la clase 0,...,¢ — 1 por el mismo simbolo entendido como un
entero.

Un problema de programacion lineal entera modular es un problema de
programacion lineal en aritmética modular. La formulacién general de un
problema de programacion lineal entero modular sobre el entero ¢ > 2, que
denotaremos por, I P ¢ q(b), es la siguiente:

Minimizar: z =w- Ax € K

. Ax!=b mdd ¢
Sujeto a: { x € 7

IP A wq(b) =

Donde A € Z&", w e R" y b € Z2.

Observamos que las restricciones del problema estdn descritas en aritmética
modular mientras que la optimizacién de la funcién objetivo se realiza sobre
los niimeros reales.

Definimos la region factible del problema IP 4 v 4(b) al conjunto discreto de
puntos {x € Z7 | Ax" = b mdéd ¢}. Diremos que la solucién u € Z del
problema IP 4 w 4(b) es 6ptima si el vector Au € Z" minimiza la funcién
objetivo.

3.2.1. Algoritmo Ikegami-Kaji

La diferencia principal con el algoritmo extendido de Conti y Traverso es
traducir los teoremas expuestos en la seccion anterior para trabajar médulo
q. Para ello necesitamos anadir los binomios {yg —1 con je{l,...,m}}
al ideal que se utiliza en el algoritmo de Conti-Traverso y considerar la
elevacion de Lawrence de la matriz de coeficientes.
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En primer lugar vamos a considerar el caso en que el vector peso w € RY
no contiene componentes negativas.

Supongamos que x denota n variables 1, ... ,z, y y denota m variables
Y1, --- ,Ym. Consideramos el homomorfismo de anillos © definido por:
©: Kx] — Kly]

XU — O(x") = y(AA)ut

Definimos el ideal .J; como el ideal binomial definido por J, = ({yf — 1})" )
en el anillo de polinomios K[y].
En el caso no modular es facil ver que

(AA)(Au)’ = (ab) & O(x4") = y*P,

donde A € Zg**", b € Zy y u € Zy;.
Con el siguiente lema quedaria probado la afirmacién anterior moédulo q.

Lema 3.3. Au' =b méd g si y sélo si O(xA") = yAP méd J,.
Demostracion. Véase [37], Lema 1. O

En [37] se prueba que el ideal binomial asociado a los vectores del Z,-nticleo
de la matriz de coeficientes A, que coincide con el nicleo del homomorfismo
©, viene dado por el ideal de eliminacién I = I4 NK[x] donde:

Ia = ({¢i — e}l {yf — Vo) SRRyl y ¢ = 0() = [ [y
7j=1

donde a; j, con i € {1,...,n} y j € {1,...,m}, representa los elementos de
la matriz AA.

En otras palabras, podemos ver el ideal relacionado con el Zg-ntcleo de la
matriz de coeficientes A € Zg”xn como el ideal de eliminacion relacionado
con el Z-nicleo de la matriz (AA,ql,) € Z™ (") donde I, € Z™*™
denota la matriz identidad de tamano m.

El siguiente lema nos aporta una caracterizacién de los polinomios que per-
tenecen al ideal I = I4 NK[x]. La condicién necesaria ya estd probada en el
Lema 7 de [37].

Lema 3.4. f € I41NK[x] si y solo st f € K[x] y ©O(f) =0 mdd J,.
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Demostracion. Consideramos f € 4 NK[x], sabemos que f se puede repre-
sentar como combinacién lineal de los generadores del ideal 14, es decir:

n

Fy) =Y Xl — i) + > B! — 1),
j=1

i=1

donde A1,..., \n, B1, ..., Bm € K[x,y].
De esta forma:

O(f) = f(O1),....0n). y1,- - ym)
= SO - 6) + 30! — 1)
j=1

= > 0B -1)=0 méd J,.

Para probar el inverso, en primer lugar observemos que dado un vector

u € 77, existen polinomios By, ..., B, € K[x,y] tales que el monomio x4" =
zy' -+ a2l puede expresarse como:
it oyt = (Gt (= 01)" e (fn (T — )"

= OY o GE 4 Bi(a1 — ¢1) + ... + Bulwa — ).

Por lo tanto existen polinomios CY,...,C), € K[x,y], tales que todo polino-
mio f € K[x] se puede expresar como:

F&)=f(e1, - on)+ > Cilwi— ).
=1

Teniendo en cuenta la hipdtesis inicial se tiene que
O(f) = f(O(z1), ... ,0(xn)) = f(d1, ... ,¢n) =0 méd J,.

De donde se deduce que:

f(-xla 7xn):f(¢17 >¢n)+zcz(xz_¢z)€IA
—_— —

quIA

Iy

O
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Definicién 3.6. Sea = un orden monomial en K[x,y] y w € RY, un vector
peso. Se dice que el orden monomial > de K[x,y] es un orden monomial
adaptado al problema entero IP 4 w 4(b) si verifica las siguientes dos condi-

ctones:
1. El orden >y es un orden de eliminacion para las variables y.

2. El orden > es un orden monomial compatible con el vector peso w €
RYy, es decir, para cualquier vector u, v € Zj tales que O(xAY) =

O(xAY) méd J,, es decir, yA(An) = yAAY) med J,, siw-u - w-v,
v

entonces X" =w xV.
Sea Gy, una base de Grobner del ideal I4 respecto del orden monomial
>~w adaptado al problema entero modular IP 4 v 4(b). El siguiente teorema
extiende el algoritmo de Conti-Traverso al caso modular.

Teorema 3.3. Dado el monomio xAP y sea nfg, _(yAP) = x% € K[x]

la forma normal de dicho polinomio respecto de G, entonces Yu' es la
solucion optima del problema IP 4 v 4(b).

Demostracion. Véase [37], Teorema 6. O

En el caso de un vector w € R™ arbitrario que puede contener alguna com-
ponente con valor negativo, no podemos aplicar el método anterior ya que no
podemos definir el orden monomial > adaptado al problema IP 4w 4(b).
Sin embargo, podemos transformar el problema original IP 4 w 4(b) en un
problema equivalente IP 4y 4(b") donde:

= Dada la matriz A € Z;”X" consideramos A’ su elevacién de Lawrence.

A = < }4 IO > EZ(ern)XQn’

Es decir,

Donde I,, € Z™*" es la matriz identidad y 0 € Z™*" es la matriz nula.

= Dado el vector b € Z™, definimos b’ = (b, c) € Z7"*". Con
c=(q—-1, ... ,¢q—1)€Zy.

= Dado el vector w € R”, definimos w' = (vy, va) € RZj.

Con v =max {{|w;| :w; <0, Vi=1, ... ,n}, {0}},
vi=(wr+v, ... ,wp+v) ERY, v va=(v, ..., v) ERE,.
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El siguiente teorema demuestra que resolver el problema IP 4 v 4(b) es equi-
valente a resolver el problema IP 4/ v 4(b').

Teorema 3.4. Sean uy, ug € Z;. Entonces, u = (u,ug) € ZZ" es solucion
optima del problema IP 4 v o(b) si y sdlo siuy € Zy es solucion optima del
problema IP 4 w 4(b).

Demostracion. Seau € Zg" una solucién éptima del problema IP 4/ w 4(b’).
Por hipétesis A'u’ = b méd g, en otras palabras:

A 0 u \ (b i Aul =b mdd ¢
= mod g = _ ,
I, I, us c u; +us =c mod g
Si utilizamos la siguiente notacién uy; = (ul,...,u") y ug = (v, ... u
entonces la condicién u; + us = ¢ mdd g equivale a decir que

2n)
)
u' +u" =qg—1 méd g paratodo i€ {1, ... n}.

Entonces tenemos que

n n

w - Au = E vﬁ-Aui—kE Vi - Aud
i=1 =1
n

= Z:(wz +v) - AU —|—Zn:1/ - AU

i=1 i=1
n 2n

= Zwi - AU’ VZ(Aui + Au"t)
i=1 i=1

= w-Au;+v-n-(¢g—1)

Como v-n-(g—1) es un valor constante independiente del valor u, se tiene
que u minimiza el producto w’ - Au si y sélo si u; minimiza w - Auj. ]

El Teorema 3.3 sugiere el Algoritmo 9 para obtener una solucién 6ptima del
problema IP 4 w 4(b).

3.2.2. Reduccion del nimero de variables

El algoritmo de Ikegami-Kaji utiliza m xn variables para describir el ideal de
eliminacién 14 NK[x]. Sin embargo, podemos utilizar la filosofia expuesta por
Di Biase y Urbanke en [26] para reducir el nimero de variables definiendo
un ideal directamente en K[x], lo que disminuirfa el niimero de variables a
n.
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Algoritmo 9 Algoritmo de Conti-Traverso extendido

INPUT: A€ Z", beZy, weR" conqg>2.

OUTPUT: Una solucién éptima del problema IP 4 w 4(b).
Calcular una base de Grobner Gy, del ideal I4 respecto del orden mono-
mial adaptado .
Calcular la forma normal del monomio yAP respecto de la base de Grébner
Gy, nfg,  (yAP) = xv.
Devolver Yu' € Z7.

En el articulo [26] Di Biase y Urbanke trabajan en el espacio K[x] al calcular
el Z-nucleo relacionado con el problema lineal entero IP 4 w(b), reduciendo
asi el nimero de variables. A lo largo de esta seccién mostraremos cémo
calcular el Zg-nicleo de la matriz A relacionado con el problema entero
modular IP 4 v 4(b) realizando sélo operaciones en K[x].

En realidad esta seccion se trata de una generalizacién al caso modular no
binario del articulo [15].

Dada la matriz de coeficientes A € Z;**", definimos el siguiente ideal:

I(A) = ({x*—x"| A¥(a—b)' =0 méd q}).
Es decir el ideal I(A) esta formado por todos los vectores
Y(a—Db) c kerz, (A).

Definimos la matriz A+ como la matriz cuyas filas generan el siguiente subes-
pacio vectorial:

{ueZj|u-a=0 mdd g, Va fila de la matriz A}.

La siguiente proposiciéon es una generalizacion para el caso no modular de
la Proposicién 1 de [15].

Proposicién 3.3. Sean {wi,...,wg} C Zi un conjunto de generadores
del espacio vectorial generado por las filas de la matriz A € Z;**™ y con-
sideremos los vectores a, b € Z". Entonces las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. Atval = ALvb? mdéd q.

2. x2 —xP e I(AY).

Presentaciones binomiales y aplicaciones a Teoria de Cédigos



Programacién lineal modular 73

3. Fty,ta € K[X] y A1,..., A\ € Z" tales que:

S
Xa-‘r(q—l)bt(i — tg H X)\iAWj )
j=1
Demostracion. En primer lugar veremos la equivalencia entre las condiciones
1y 2. Por el Lema 3.4 y siguiendo con la notacién de la seccién anterior,
sabemos que x* — xP pertenece al ideal I(A™1) si y sélo si O(x® —xP) =0

mod Jy. Es decir si y sélo si y(‘A)lat = y(‘A)th mod J; que, por el Lema

3.3, es equivalente a que A-val = Avb? méd q.
Ahora definimos el homomorfismo ® desde K[x] a Z7 como:

&: Kx] — zn
X2 (x?) = (Yar),...,(Vay)).

Es fécil ver que se verifica:
i. ®(x?) = ®(xP) <= It1, t2 € K[x] tal que t{x® = tixP.
ii. ®(x?) — ®(xP) = &(x?) + (¢ — 1)@(xP) = d(x2Ha-DPb),

iii. Ademds x*—xP € I(A1) siy sdlo si ®(x?) —®(xP) pertenece al subes-
pacio vectorial generado por el conjunto de vectores {wi, ... ,wy},
ya que:

x*—xPel(At) & Alva-b)l=0 mddq
& VY(a—b)e ({wi, ... ,wi}).

2=3 Six2—xP e I(AJ-), por la propiedad 47 que acabamos de ver, sabemos
que existen Ag1,...,Agx € Zy tales que:

‘I)(Xa) - @(Xb) — (I)( a+(qg— l)b Z}\Z JWi = (1> HXA)\‘”AWZ

Consideramos \;; = \; para todo ¢ = 1, ... ,k, por la propiedad i
sabemos que existen ti, to € K[x] tales que:

+(g—1) btq tq H iAW

Presentaciones binomiales y aplicaciones a Teoria de Cédigos



74 Aplicaciones a la programacion lineal entera

2 < 3 Supongamos que existen t1, to € K[x] y A1,..., \x € Z" tales que
xat(a—1) btq tq HXA iAW,
Entonces tenemos que:
k
<I>(xa)—<I>(xb) :Cb( a+(g—1)b HX)\ Awl :Z'A’sz

De donde podemos concluir que el vector ®(x?)—®(xP) es combinacién
lineal del conjunto {w1,..., wy}, es decir, x® — xP € I(A1).

O]

Sean {wi, ... ,wg} C Zg un conjunto de generadores del espacio vectorial
generado por las filas de la matriz A € Z;**", definimos el siguiente ideal:

Al = ({x*"" -1, ... x*™Wr—1}u{a? -1} ) CK[x].
Teorema 3.5. Al = [(A+) = I, NK[x].

Demostracion. Es claro que Al C I(A1) pues todos los binomios de con-
junto de generadores del ideal A pertenecen al ideal I(A™L).

Por lo tanto para probar la igualdad Al = I(A') bastaria con probar que
todo binomio x2—xP € (A1) pertenece también al ideal Al. La Proposicién
3.3 nos indica la existencia de t1, to € K[x]| y de A1,..., A\ € Z" tales que:

S
a+(qg—1)byq _ 1q A AW,
t] =t, xIETI
i=1
Ademads observamos que si z; — 1, zo — 1 € A, se tiene que

Z1Zo — 1 = (Z1 —1)Z2+(Z2—1) € Al

Como xA%i — 1 € AT para todo j = {1, ... ,k}, entonces para un subcon-
junto ﬁmto AC{l, ...  k} setiene que [[;c, x*™ — 1€ AL
Sean A1,..., A € Z™, entonces
k k
HX)‘jij 1= (H xAWi _ 1) H x(Ni=Daw; H x(MimDAw; _ 1)
j=1 =1 Jl2;>0 312 >0

k
= (H xA%i —1) H xXi—DAw; H x4 ) € Al
j=1

JlA;>0 JIx;>r
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donde r = médx;eqy, .. gy |-
Y por lo tanto se puede deducir que:

k
tx2 TP = g T x4 — 1€ al
7j=1

Luego

x* — xP = xP(x2 @ Db-1) _ xaxd _ 1) ¢ a].

De donde podemos concluir que I(AL) = Al.
Veamos ahora que Al = I4 NK[x].
En primer lugar observamos que O(xA%i — 1) = 0, pues AAL =0y que

B! —1)=O(x* —1) = ysaDe)

= Z Bj(yj —1)=0 méd J,
jlak#0

Donde (AAL) = (afj) i=1...n-k € Z(n—k)xn, B; € Kly] y e; representa al

Por lo tanto, por el Lema 3.4, se tiene que todo binomio del conjunto de
generadores del ideal AT pertenece al ideal 14 N K[x].

Reciprocamente, como el ideal de eliminacién I4 NK[x] es un ideal binomial,
entonces estd generado por binomios. Sea f = x" —x¥ € I4 N K[x] con
u, v € Z%,. Por el Lema 3.4 sabemos que

Lyt Lyyt 3
O(f) = yWA W _ ATV = o 16d Jg.

Lo que implica, por el Lema 3.3, que A-vu! = ALvv! méd ¢. Teniendo en
cuenta la proposicién 3.3 podemos concluir que f € [ (Al) = Al

O

Observemos que la matriz A coincide con la matriz no negativa que bus-
can Di Biase y Urbanke en [26]. Por lo tanto este teorema puede ser visto
como una generalizacién de lo establecido en dicho articulo para eliminar
las variables y del ideal de eliminacién que definen Tkegami y Kaji.
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3.2.3. Utilizacién de técnicas FGLM
Relacién con la eliminaciéon Gaussiana

Consideramos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

29 -3 4 0 . 8
1 4 0 3 Yol = 0 (3.1)
1 —15 4 -9 N

w 0

Podemos definir a partir de este sistema de ecuaciones el ideal I definido
por:

I=8x—6y—222x—4y + 4w,z — 2y — z — w) C K[z, y, z,w].

Aplicamos la eliminacién gaussiana al sistema 3.1 obteniendo el siguiente
resultado:

-2

o o O

1 0 2
0 0 1 3
0 0 0O

f v e 8

[an)

Fijados como orden monomial el orden lexicografico y como orden de las
variables x > y > z > w, si calculamos una base de Grobner reducida G del
ideal I, obtenemos el mismo sistema de generadores que el que nos aporta
la eliminacién gaussiana.

I=(x—2y—z—w,z+ 3w).

Con este sencillo ejemplo se pueden comprobar las semejanzas entre el calcu-
lo de bases de Grobner utilizando el orden lexicografico y la eliminacion
gaussiana.

Técnicas FGLM

En esta seccion presentamos un algoritmo para calcular la base de Grobner
reducida del ideal asociado a un problema de programacién lineal entera
utilizando técnicas algebraicas. Este algoritmo fue presentado para el caso
binario en [15], pero su extensién al caso general médulo ¢ es directa. Para
estudiar en profundidad estas técnicas dirigimos al lector a [28] y [29].

El concepto de médulo sobre un anillo R es una generalizaciéon de la nocién
de espacio vectorial sobre cuerpos.
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Definicién 3.7. Sea (R,®,®) un anillo conmutativo. Un mddulo M so-
bre un anillo R, que escribimos como un R-mddulo, consiste en un grupo
abeliano (M, +) y una multiplicacion escalar -: RXx M — M satis-
faciendo las siguientes propiedades:

1.Vr, se R, VxeM|r-(s-x)=(r®s)-x.
2.Vr, seR, VXeEM|(r®&s)-x=r-x+s-X.
3. VreR, Vx, yeM|r-(x+y)=r-x+r-y.

4. ¥x € M | 1p - x = x, donde 1 denota al elemento neutro del anillo
R.

Si R es un anillo arbitrario y n € N, entonces el producto cartesiano R"™ es
un moédulo sobre R utilizando las operaciones componente a componente.
Otros ejemplos de R-mddulos se pueden obtener considerando submaddulos
de R™, es decir subconjuntos de R™ cerrados para la suma y la multiplicacion
escalar por elementos de R.

De esta forma si consideramos el anillo de polinomios K[x] y un subconjunto
finito de vectores { f1,..., fs} C K[x]™ entonces:

(fi, - fy={M-fi+ .. + A [ €K[X]™, con Ai,..., A\ € K[x]})
es un K[x]-mdédulo.

Proposicién 3.4. Sea M un mddulo sobre un anillo R. Diremos que un
subconjunto F C M es una base libre del modulo M si todo elemento f
de M se puede escribir de forma tnica como una combinacion lineal de los
elementos de F'.

Demostracion. La demostracién es andloga a la que se realiza para demos-
trar la proposicién equivalente de bases de espacios vectoriales. O

Definicion 3.8. Sea M un maodulo sobre un anillo R, diremos que M es un
modulo libre si M tiene una base libre, es decir, existe un conjunto generador
R-linealmente independiente de M .

El R-médulo M = R™ es un médulo libre. Los elementos:

1 0 0
0 1 0
€] — 0 €y — 0 P & 0
0 0 1
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forman una base libre de M como R-mddulo que denominamos base estdndar
de M.

Proposicién 3.5. Sea (f1,..., fs) una s-upla ordenada de elementos de M.
El conjunto de todas las s-uplas (M1, ..., )" € R® tales que

Mofit o0 F A fs=0

es un R-mddulo de R® llamado mddulo de sizigias de (f1,..., fs) y denotado
por SyZ(fl, tety fs)

Demostracién. Sean (aq,...,as)t, (B1,...,B8s)t € Syz(fi,...,fs) y seay €
R, entonces:

ar-fi+...+as-fs=0
Bi-fit...+Bs fe=0

Utilizando las propiedades distributivas de moédulo, se obtiene que

(7'051‘*'61)'f1+-"+(7'as+/85)'fs:O-

Lo que prueba que (y- a1 + B1,...,7 - as + Bs)t € Syz(fi,..., fs). Luego
tenemos que Syz(fi,..., fs) es un submédulo de R®. O

Ejemplo 3.1. Sea F = (z,2% + 2,y + 2z) C K[z, vy, 2]® y fijamos como orden
monomial el orden lexicogrifico y como orden de las variables x >y > z.
Observamos que S = (—x +y,1,—z) € K[x]? es una sizigia en los términos
lideres de F', pues:

(=2+y) LTy, (1) +1-LT,, (2% +2)+(=2) LTy, (y+2) = 2* +yz+a® —ay = 0.

Definicién 3.9. Sea M un R-mddulo generado por el conjunto {f1,..., fs},
definimos matriz representativa de M como una matriz cuyas columnas ge-
neran Syz(fi,..., fs) C R®.

A partir de ahora sea K un cuerpo arbitrario finito, K[z1, ..., z,] := K[x]
el anillo de polinomios en n variables. Denotamos por T; como el con-
junto de monomios en K[x]|. Recordemos que un monomio en K[x] es un
producto de la forma x* = z{" --- 20" que identificamos con los vectores

a=(ag,...,an) € N
Un monomio m en el K[x]-médulo libre K[x]" es un elemento de la forma
x% - e; para algin i € {1,...,7}, donde e; representa un vector de la base

estdndar de K[x|". Denotaremos por T, como el conjunto de monomios en
K[x]".
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Siguiendo esta notacién, todo elemento f € K[x]" se puede escribir de forma
unica como una combinacién lineal de monomios m; € T,.:

r
f:ZCi'mi con CZ'EK[X] y m; € T,.
i=1

Sean m = x“ - ¢;, n = x” - ¢; monomios en K[x]". Diremos que n divide a
m siy sélo sii=jyx? divide a x°.

Ademas, si ¢ = j definimos maximo comun divisor entre m y n como el
maximo comun divisor entre x® y x? multiplicado por e;. En caso contrario,
si ¢ # j entonces el maximo comtn divisor es cero.

Definicién 3.10. Diremos que un submddulo M C K[x|" es un submddulo
monomial si M estd generado por un conjunto de monomios.

Los submoédulos monomiales tienen propiedades analogas a las de los ideales
monomiales. Por ejemplo, al igual que ocurria en los ideales monomiales, sea
M = (mj,...,my) con m; € T, un submddulo monomial y f un elemento
arbitrario de K[x]", entonces, f € M siy sélo si todo término de f es divisible
por algiin m;.

Para extender la teoria de bases de Grobner sobre anillos a los médulos nos
falta definir un orden en los monomios de K[x]", construir un algoritmo de
la divisién en los elementos de K[x]|" y extender el algoritmo de Buchberger.

T

Definicién 3.11. Un orden monomial sobre K[x|" es una relacion > sobre

el conjunto de monomios T, que verifica:
1. > es un orden total.

2. 5t m = n, entonces x* -m > X% -n, para todo m, n € T, y todo
x® e Ty.

8. > es un buen orden, es decir, x* - m > m, para todo m € T, y todo
x* e Ty \ {1}.

La mayoria de los érdenes monomiales de K[x]" se trata de extensiones de
érdenes monomiales sobre K[x]. Tenemos dos opciones para obtener estos
ordenes, dar prioridad a los coeficientes, o bien dar prioridad a la posicién
del vector. Es decir, si fijamos > un orden en el conjunto de monomios
{x*:a € N"} y < un orden en los enteros, podemos definir los siguientes
érdenes sobre los monomios de K[x]":
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s Orden TOP (Term Over Position), que denota el orden monomial
sobre K[x]|" que da prioridad a los coeficientes, es decir:

x“~ei>TOpx5-ej(:>xa>x5(’)xazx5yi<j.

» Orden POT (Position Over Term), que denota el orden monomial
sobre K[x]|" que da prioridad a la posicién del vector, es decir:

xo‘-e,->pOTxf3-ej<:>i<jéi:jyxo‘>xﬂ.

Definicién 3.12. Fijado un orden monomial = en K[x| y dada una r-upla
de monomios w = (w1, ...,w,) € K[x|" con w; € Ty. Definimos un orden
POT en K[x|" inducido por = y por w y lo denotamos por =y como:

xa-ei>wxﬁ-ej<:>wi-x°‘>wj-x/3 ] wi-xa:wj-xﬁ y i<j.

El siguiente teorema nos proporciona un resultado que extiende la division
euclidea de polinomios en una sola variable a s-uplas de polinomios en varias
variables.

Teorema 3.6 (Algoritmo de la divisién).

Fijado un orden monomial = en K[x|" y dada una s-upla ordenada F =
(fi,..., fs) de elementos de K[x]". Todo polinomio f € K[x]" se puede es-
cribir de forma dnica como:

F=Acfite A ot

donde \; € K[x], r € K[x]" y LT()\; - f;) = LT(f) para todo i € {1,...,s}
y sir # 0, entonces r es una combinacion lineal de monomios no divisibles
por los monomios {LT(f1),...,LT(fs)}.

Al elemento r € K[x]" se le denomina resto de la division de f por F.

Demostracion. Véase [25]. Capitulo 5.2, Teorema 2.5. O

Definicién 3.13. Sea M un submddulo de K[x]" y fijamos un orden mo-
nomial = en K[x|" denotamos por (LT(M)) al submddulo generado por el
conjunto de monomios {LT(f) | f € M}.

A una coleccion finita de elementos de M, G = {g1,...,9s} € M se deno-
mina base de Grobner de M si (LT(M)) = (LT(g1),...,LT(gs))-

La siguiente proposicién y el siguiente teorema nos aportan un criterio para
determinar si un elemento de K[x|" pertenece a un submédulo M C Kix]|".
En ambos supuestos la demostracién es analoga al caso de ideales sobre un
anillo de polinomios.
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Proposicién 3.6. Sea G una base de Grébner de un submddulo M C K[x]"
y sea f € K[x]".

1. f € M siy solo si el resto de la division de f por G es cero.
2. G genera a M como médulo, es decir, M = (G).

Definicién 3.14. Fijamos un orden monomial = en K[x]" y sean f, g €
K[x]". Si denotamos por m el minimo comin multiplo de LT(f) y LT(g),
definimos la r-upla de polinomios S de f y g como:

T T 7

LT(f)

Teorema 3.7 (Criterio de Buchberger).

Sea M un submddulo de K[x]". Un sistema de generadores G = {g1,...,9s} C
K[x]|" del mddulo M es una base de Grébner de M si y sdlo si para cuales-
quiera i, j € {a,...,s} se verifica que el resto de la division del elemento
S(gi,g5) por G es cero.

Este Teorema sugiere el Algoritmo 10 para calcular una base de Grébner de
un submédulo M C K[x|" a partir de un sistema de generadores de M en
un numero finito de etapas.

Algoritmo 10 Algoritmo de Buchberger para submdédulos

INPUT: F ={f1, ..., fs} CK[x]" y un orden monomial > en K[x]".
OUTPUT: Una base de Grébner G = {g1, ... ,¢:} del submédulo M =
(F') C K[x]" respecto de .
G:=F

while G # () do
Elegir {f,9} € G
G=G\{{f.g}}
Sea h el resto de la divisién entre S(f,g) y G.
if h # 0 then
G:=gn{{u,h},Vu € G}
G:=Gn{h}
end if
end while
Devolver G.

A continuacién exponemos la generalizacion para submoddulos del algoritmo
FGLM descrita en [28].
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Consideramos el submédulo N C K[x]". Sea G; una base de Grébner de N
respecto del orden =1 y sea >3 otro orden en K[x|". El algoritmo que vamos
a explicar construye una nueva base Gy de N respecto del orden >o.
Durante el Algoritmo 11 utilizaremos las siguientes funciones:

» La funcién nfg, (s) que nos devuelve la forma normal de un elemento
s € K[x]" respecto de la base de Grébner Gj.

» La funcién Next(.S) que en primer lugar nos devuelve el elemento inicial
de la lista S y luego borra dicho elemento de la lista indicada.

» La funcién Insert(S,t) que anade a la lista S los términos
{zi - thiz1, -

» La funcién Order(S) que ordena los elementos de la lista S respecto
del orden >o.

Ademas definimos las siguientes listas de elementos en K[x]":

= La lista NewBasis en la que guardamos la nueva base de Groébner
construida respecto del orden .

= La lista NextTerms que contiene los términos que hay que considerar
en cada iteracion.

= La lista LeadTerms que contiene los términos lideres de la lista NewBasis
ordenados de forma creciente por el orden >s.

» La lista RedTerms que contiene elementos del anillo K[x]" /G

En primer lugar inicializamos la lista RedTerms con el término mas pequeno
respecto del orden 5 que necesariamente es de la forma {1-e; | 1 < k < r},
ya que si fuese de la forma x® - e, con a« € Z" y k € {1,...,r}, entonces se
tendria que x% - e =2 1 - e, lo que contradice la primera propiedad de la
definicién de orden en K[x]". Ademds inicializamos la lista NextTerms con
los elementos {1-e; | 1 < k < r} ordenados respecto del orden .

En cada iteracion escogemos el elemento ¢ := Next (NextTerms), calculamos
su forma normal respecto de la base de Grobner inicial, G;. En el caso de
que la forma normal obtenida se pueda escribir como combinacién lineal de
las formas normales de los elementos de RedTerms, entonces anadimos t a la
nueva base de Grobner Go. En caso contrario, se anade ¢ a la lista RedTerms.
El algoritmo propuesto en [15] calcula una base de Grobner respecto de >
del ideal I = (f1,..., fs) a partir de una base de Grébner del médulo de
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Algoritmo 11 Algoritmo FGLM generalizado

INPUT: Una base de Grobner G; del submédulo N C K[x]" respecto del
orden > y otro orden >9 en K[x]|".

OUTPUT: Una Base de Grobner reducida Go de N respecto del orden =9
Inicializamos t con el término més pequefio en 7, respecto de >=o.
RedTerms := [t];

NextTerms := Order([l-ex | 1l-ex #ty 1 <k <r7]);
NewBasis := [|;
LeadTerms := [|;
Insert(NextTerms,t);
Order(NextTerms);
while NextTerms # || do
t := Next(NextTerms);
if ¢ no es un multiplo de un elemento de la lista LeadTerms then
if existe una combinacién lineal de la forma:

nfq, (t) = Z as -nfg, (s) con as € K

scRedTerms

then
NewBasis := NewBasis U {t — > . RedTerms s * 5;
LeadTerms := LeadTerms U {t};
else
RedTerms := RedTerms U {t};
Insert(NextTerms,t);
Order(NextTerms);
end if
end if
end while
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sizigias Syz(fi,..., fs). El algoritmo se presenta en [15] para el caso binario,
pero la extensién al caso general es directa.

Para ello trabajamos en el médulo libre K[x]*™" con base estandar ey, .. ., es.
Luego consideramos el submédulo M C K[x]**! generado por:

s+1

mi:fi-eo—i—ei:(fi,(), ...,0,1,0, ... ,O), 1=1,...,s

Es decir m; tiene f; en la componente cero, un 1 en la componente ¢ y 0 en
el resto de componentes. Observamos que el submoédulo M coincide con el
conjunto de s + 1-uplas (Mg, ..., As) € K[x]**! tales que

Ao = Z Ai - fi
i1

Es decir con el submédulo de sizigias Syz(—1, f1,..., fs), observamos que la
primera componente de cada sizigia de M se corresponde con un elemento
del ideal I.

El planteamiento es el siguiente:

1. En primer lugar observamos que el conjunto:

fi = (f1,1,0,...,0)
fé = (f270717--'a0)

= (fs0,0,...,1)

forman una base de Syz(—1, f1,..., fs).

2. Es facil probar que se trata de una base de Grobner del médulo M
respecto del orden POT inducido por > en K[x]*T! que coincide con el
orden inducido por > y por el elemento w = (1, LT, (f1),...,LTx(fs))
en K[x].

3. Utilizamos el algoritmo FGLM adaptado a submédulos recorriendo los
términos de K[x]*T! para obtener una base de M respecto del orden
TOP en K[x]*! determinado por el orden en los enteros < (i. e. ¢; < ¢,
sii<j).

4. La primera componente de la nueva base de Groébner de M respecto
del nuevo orden revela una base de Grobner del ideal 1.
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Ilustramos este algoritmo en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2. Consideramos el ideal
I={(fi=a?+x+1,fo=ay+x+1) CFaz,y,

fijamos como orden monomial el orden lexicogrdfico y como orden de las
variables x < y, denotamos a dicho orden >y

Definimos el submddulo M C Kz, y]> como el conjunto Syz(—1, f1, f2). Es
facil comprobar que los elementos {m1, ma} definidos como:

my = (flalao)a ma = (f2707 1)

forman una base de Grobner del mdodulo M respecto del orden POT en
K[z, y]? inducido por el orden =je.. Este orden es equivalente al orden in-
ducido por =i, y por el elemento w = (1,LTy, (f1),LTs,. (f2)). Vamos a
denotar a esta base de Grébner G1(M).

Ahora aplicamos el algoritmo FGLM recorriendo los términos de K[z, y]>
para obtener una base de M respecto del orden TOP determinado por el
orden en los enteros < (i.e. ¢; < e;, sii < j). Denotamos a la base que
queremos obtener como Ga(M).

Cada etapa del algoritmo FGLM se puede ver como un proceso de elimina-
cion gaussiana st trabajamos con las tablas definidas a continuacion, donde:

» En la primera fila colocamos los monomios Ty de K[x] ordenados de
forma creciente respecto del orden =jey.

s En la primera columna escribimos los términos de la lista NextTerms
del algoritmo FGLM adaptado a submddulos.

m Y en el resto de las columnas escribimos la forma normal del elemen-
to de la lista NextTerms de la fila correspondiente respecto de la base
G1(M) descrito como combinacion lineal del correspondiente elemen-
to en el conjunto Syz(—1, f1, f2). Es decir el elemento (A1, A2, A3) se
corresponde con el elemento A1 - (—=1) + Ao+ f1 + A3+ fa.

Siguiendo el algoritmo FGLM adaptado o submdodulos inicializamos la lis-
ta NextTerms con los elementos (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1) cuyas formas
normales respecto de la base de Grébner G1(M) son:

nfe, 1) ((1,0,0)) = (1,0,0)=1-(-1)=1 méd 2

E's decir tenemos la siguiente tabla:
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1 =z y 22 zy
(1,0,0) | 1
(0,1,0) | 1 1 1
(0,0,1) [ 1 1 1

Aplicamos la eliminacion de Gauss a la tabla anterior, obteniendo:

Reduccion |1 = y z° ay
(1,0,0) 1
(1,1,0) 1 1
(0,1,1) 1 1

Observamos que las formas normales respecto de la base G1(M) de los tres
elementos considerados son linealmente independientes, asi que anadimos
estos elementos a la lista RedTerms. Luego incluimos en la lista NextTerms
los términos {x -t | t € NextTerms}.

Dicho de otra forma, si hubiésemos obtenido alguna fila con todos los ele-
mentos ceros, entonces tendriamos una sizigia en el médulo M C K[z, y]?
de la forma Ay - (—=1) + Ao - fi + Az - fa =0 con \; € K. Es decir, el orden
de los polinomios que forman la sizigia seria de grado cero. Como no es el
caso, existe al menos un elemento en todas las sizigias de M que tiene grado
mayor que uno. Por eso introducimos la variable x.

Introducimos z | 1 = y x> xy y° x5 %y
(x,0,0) 1
(z,z,0) 1 1
(0,z,x) 1 1

Aplicamos la eliminacién de Gauss teniendo en cuenta la tabla formada por
los elementos de la lista RedTerms y los nuevos elementos obtenidos.

Reduccion |1 x vy z° zy y° x° 2%y
(x+1,0,0) 1
(1,z+1,0) 1

(1,1, ) 1

Observamos que las formas normales de los elementos considerados respecto
de la base G1(M) son linealmente independientes con las formas normales de
los monomios de la lista RedTerms, asi que anadimos los nuevos elementos
a dicha lista e introducimos la variable y.
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Introducimosy | 1 x y z2 Ty y2 z° $2y ny
(y,0,0) 1
(y7 y7 0) 1 1
0,9,9) 11

Aplicamos la eliminacion de Gauss teniendo en cuenta la tabla formada por
los elementos de la lista RedTerms y los nuevos elementos obtenidos.

Reduccion 1 =z vy x? Ty y2 x> a?Qy :cy2
(y,0,0) 1
(y+z,y+1,x+1)
0,14y, z+vy) 1

Observamos que la forma normal respecto de la base G1(M) del elemento
(y,y,0) es combinacion lineal de las formas normales respecto de la base
G1(M) de los elementos

{(0,1,0), (0,0,1), (z,2,0), (0,z,x)} € RedTerms.
Por lo tanto el elemento:
(y,v,0)+(0,1,0) + (0,0,1) + (x,2,0) + (0, z,2) = (y + z,y + L,z + 1) e M

forma un nuevo elemento de la base Go(M). De lo que se deduce que la
primera componente es un elemento de la base de Gréobner del ideal I.
Seguimos con el algoritmo para obtener el resto de elementos de la base de

Grébner del ideal, asi que introducimos x>.

Introducimos 2 | 1 x y x? Ty y2 3 1:2y a:yz y3 x? x3y
(2 +2,0,2) 1
(z,2% +2,0) 1
(z,z,2?) 1

Aplicamos la eliminacion de Gauss teniendo en cuenta la tabla formada por
los elementos de la lista RedTerms y los nuevos elementos obtenidos.

Reduccion 1 = y 22 zy v? = 2%y xy? P x? 3y
(22 + 2 +1,1,0)
(z,2% + 2,0) 1
(v, 2,2?) 1
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Observamos que x° +x + 1 es el siquiente elemento de la base de Grébner
del ideal I.

Como no se puede obtener mds sizigias con primera componente distinta de
cero, hemos terminado el algoritmo presentando como base de Grébner del
ideal I respecto del orden =0, el conjunto G = {x®> + x4+ 1,y +x}.

Ejemplo 3.3. Consideramos un cddigo binario C de pardametros [3,2] y con
matriz generatriz
1 0 1 2% 3
< 01 1 ) e F3™°.

Queremos calcular una base de Gréobner del ideal de Fo|x1,x2,x3] asociado
al codigo:

Al=(fi=mas— 1, fo=aor3 — 1, fs=a -1, fr=03 -1, fs =23 — 1)

respecto del orden lexicogrdfico con orden de las variables x1 < x9 < x3 que
vamos a denotar por =je..
Definimos el submddulo M C K[x|"**+1 generado por el conjunto de sizigias

de los polinomios {_17 f17 f27 f37 f4) f5}
Es facil comprobar que los elementos {m;}2_, definidos como:

m1 = (fl,l,0,0,0,0), mo = (f?aoalaovovo)a
ms3 = (f370707 7070)7 my = (f47070707 170)7 ms = <f5707070707 1)

forman una base de Grébner del modulo M respecto del orden POT en
K[z1, 2, 23]% inducido por =i, que coincide con el orden en K[xy, 2,3
inducido por =iy y por w = (1,LTw, (f1),..., LT, (fs5)), que vamos a
denotar G1(M).

Aplicamos el algoritmo FGLM recorriendo los términos de K[z, z2, 3] pa-
ra obtener una base de M respecto del orden TOP determinado por el orden
en los enteros < (e; < e; si i< j), que vamos a denominar Ga(M).
Como hemos visto en el ejemplo anterior, cada etapa del algoritmo FGLM
se puede ver como una eliminacion gaussiana. Los binomios x7 — 1 estardn
wncluidos en el cdlculo aplicando la relacion x? =1 méd Al.

Inicializamos el algoritmo con la siguiente tabla:

-1 I T2 I3 Tr1T2 13 ToI3 T1X2X3
(1,0,0,0,0,0) | 1
(0,1,0,0,0,0) | 1 1
(0,0,1,0,0,0) | 1 1

Aplicamos la eliminacion de Gauss a la tabla anterior.
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Reduccion —1 x1 X2 X3 T1T2 T1T3 T2T3 T1T2X3
(1,0,0,0,0,0) 1
(1,1,0,0,0,0) 1
(1,0,1,0,0,0) 1

Observamos que las formas normales respecto de la base de Grébner G1(M)
de los tres primeros elementos considerados son linealmente independientes,
ast que los anadimos a la lista RedTerms ¥y luego introducimos los términos
{z1-t y za-t|t € NextTerms} a la lista NextTerms.

Introducimos xy —1 x1 x2 X3 T1x2 T1T3 ToxT3 T1T2X3
(21,0,0,0,0,0) 1

(171,1’1,0,0,0,0) 1

(1'1,0,.%'1,0,0,0) 1
Introducimos xo —1 21 x9 X3 T1T2 T1T3 ToT3 T1T2X3
(332,0,0707070) 1

(:EQ,.’EQ,0,0,0,0) 1
(3}2,0,.%'2,0,0,0) 1

Aplicamos la eliminacion de Gauss teniendo en cuenta la tabla formada por
los elementos de la lista RedTerms y los nuevos elementos obtenidos.

Reduccion —1 1 x2 X3 T1T2 T1T3 ToT3 T1T2X3
(z2,0,0,0,0,0) 1
(.1‘2—.7}1,.7}2,.1‘1,0,0,0)
(22,0,22,0,0,0) 1

Observamos que la forma normal del elemento (x2,x2,0,0,0) respecto de la
base G1(M) es combinacion lineal de las formas normales respecto de la base
G1(M) de elementos de la lista RedTerms.

Por lo tanto el elemento (x9 — x1,x2,21,0,0,0) forma un nuevo elemento
de la base Go(M). De lo que se deduce que la primera componente es un
elemento de la base de Gréobner del ideal I.

Como el resto de sizigias con primera componente distinta de cero no pue-
de ser maultiplo de la variable xo, podemos omitir de los cdlculos todos los
maltiplos del elemento 2 - (1,1,0,0,0,0,0).

Introducimos los términos {x3 -t |t € NextTerms} a la lista NextTerms.
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Introducimos x5 | —1 1 X9 X3 T1X9 T1T3 XT3 T1T9X3
(23,0,0,0,0,0) 1

(xg,xg,0,0,0,0) 1

(z3,0,23,0,0,0) 1

Aplicamos la eliminacion de Gauss teniendo en cuenta la tabla formada por

los elementos de la lista RedTerms y los nuevos elementos obtenidos.

Reduccion —1 21 x93 X3 T1T2 T1T3 ToT3 T1T2X3

(23,0,0,0,0,0) 1
($3 — I1,x3, 07 07 07 33‘1)
(1‘3 — I, 0, I3, O, O, .’L'Q)

Observamos que el elemento x3 — 1 es un nuevo elemento de la base de
Grébner del ideal I. Nos falta un elemento mds para completar la base de

Grobner del ideal que no puede ser multiplo de los elementos
z3 - (17 17070707070)7 zsg - (1> 1>070707010)

Luego el 4iltimo elemento de la base de Grébner es 3 — 1.

Por lo tanto obtenemos G = {x9 — 1, 3 — 11, ZE% —1} como base de Grébner

del ideal I respecto del orden e .

El proceso que hemos presentado es un algoritmo general que tiene las si-
guientes ventajas computacionales al ser aplicado sobre un ideal asociado a

un codigo:

= Sabemos cuando podemos parar, ya que la dimension de la base de

Grobner del ideal que queremos obtener estd acotada por la dimension
del c6digo que estamos considerando.

Cada una de las etapas tiene el coste de aplicar el algoritmo de elimi-
nacién de Gauss sobre matrices con pocos 1 (lo que se conoce como
matrices sparce).

= Los principales problemas del algoritmo de Buchberger, que son el
crecimiento doble exponencial del grado y el crecimiento de los coefi-
cientes, no tienen que ser tenidos en cuenta en este caso, ya que en [,
todos los polinomios que tenemos que considerar son de grado menor
que n X (¢ — 1) y, como la informacién se encuentra en los exponen-
tes de los binomios, siempre podemos utilizar como cuerpo arbitrario
K = TFs.
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= La complejidad del algoritmo que acabamos de describir depende del
numero de variables n y del nimero de elementos irreducibles del es-
pacio cociente K[x]/R¢, que coincide con el nimero de sindromes dis-
tintos del cédigo C, es decir 2. Por lo tanto, la complejidad del
algoritmo viene determinada por la férmula: O(n?2"~%). Recordemos
que la compleﬁjidad del algoritmo de Buchberger viene dada por la
féormula O(QQﬁ) por lo tanto, aunque se reduce la complejidad con

las técnicas FGLM, el problema del calculo de una base de Grobner
reducida sigue siendo NP-completo.
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I
Capitulo 4

Aplicaciones a la Teoria de Codigos
y la Criptografia

Consideremos un cdédigo C C Fy lineal de pardmetros [n, k,d] y sea Hc su
matriz de paridad, es decir, podemos expresar el codigo como el conjunto:

C={ceF,|Hec'=0 mbd ¢}

El problema de descodificacién completa (PDC) consiste en, recibido un

vector y € Fy, calcular la palabra perteneciente al cédigo ¢ € C C Fy que

maximice la probabilidad de recibir y siendo enviada c, es decir maximizar:
P (y recibida /c enviada) .

Por el Teorema de Bayes tenemos que:

P (y recibida, ¢ enviada)

P (y recibida/c enviada) = P (y onviada)
y envi

P (y recibida)

= P (c enviada/y recibida) - P (c enviada)
nvi

En el caso de utilizar canales simétricos, como todas las palabras del cédigo
tienen la misma probabilidad de ser enviadas y la probabilidad de reci-
bir un vector y € Fy es fijo una vez que recibimos dicho vector, entonces
P (y recibida/c enviada) toma su valor maximo cuando

P (c enviada/y recibida)

alcanza el maximo.
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Si la probabilidad de error del canal de transmision p es estrictamente me-
nor a %, entonces el problema de descodificacién completa es equivalente al
problema de descodificacién por minima distancia que consiste en, recibido
un vector y € Fy, calcular la palabra del c6digo ¢ € C C [y que difiera en
menos posiciones del vector recibido. Es decir, calcular la palabra del cédigo
que tenga menor distancia hamming con la palabra recibida.

En efecto, si denotamos por dy(c,y) =#{i | 1 <i < n,¢; # y;} =d ala
distancia de Hamming entre la palabra recibida y € Fy y la palabra enviada
c € C, se tiene que:

d

P (y recibida/c enviada) = (1 —p)" 4. p? = (1 —p)" - (1pp) .
Como p < %, la férmula anterior se maximiza minimizando el parametro d.
Si fijamos una cota t para los errores que podemos corregir el problema se
transforma en determinar un elemento del cédigo C (si existe) tal que difiera
en menos de t posiciones de la palabra recibida.
Este método de descodificacion se puede efectuar cuando el medio de trans-
misién es un canal simétrico.
Los métodos de descodificaciéon propuestos son NP-completos (véanse [7,
10]), incluso si se permite realizar preproceso en los datos véase [20].
Consideramos en el espacio vectorial Fy la relacion de equivalencia R¢ defi-
nida para todo u, v € Fy' como (u,v) € Re siy sélosiu—v e, es decir
si Ho u! = He vt moéd g.
Dado un vector u € Fy definimos clase de equivalencia de dicho vector res-
pecto de R¢ como el conjunto formado por todos los elementos relacionados
con u y lo denotamos por u = {v € F | (u,v) € Rc}.
El conjunto formado por todas las clases de equivalencia de los elementos
de u € Fy es el conjunto cociente F;‘/Rc. Este conjunto constituye una
particion disjunta del conjunto Fy, ya que las clases de equivalencia no son
vacias; si dos clases de equivalencia son distintas son necesariamente dis-
juntas y todo elemento de Fy estd en alguna de las clases de equivalencia
definidas.
Es decir, teniendo en cuenta que el cardinal de cada clase de equivalencia
coincide con el cardinal del cédigo C, tenemos que:

Fp=|J u=F;/Re & fu-t(F;/Re) =ty

ueky

]E‘n
o 1(F/Re) = H = L m g,
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De donde se deduce que la dimension del espacio cociente Fy /Re esn—k.
De forma natural a cada vector a € Z; podemos asociarle un monomio en
las variables @1, ..., Z, como el producto xA2 = g3 ... gAan,

Inversamente, podemos definir el homomorfismo ® que asocia a cada mono-

mio x® con o € N” un vector en ZZ como:

o Kx] — zn
x* — ®(xY) = (VYai,...,Yay)

De esta forma podemos definir el ideal asociado al cédigo C como:
I(He) = (x® — x| (cb(xa), <I>(xb)) € Re).

Sea {wi,...,wi} C Zgq un conjunto de generadores del codigo C (recordemos
que las filas de la matriz generatriz del cédigo C forman un conjunto de
generadores de dicho c¢6digo), entonces por el Teorema 3.5 sabemos que el
ideal I(H¢) es equivalente al ideal:

A= ({x*" =1, x*"" — 1} U{a! - 1}1)) CK[x]

De esta forma podemos definir el espacio cociente K[x]/AI formado por el
conjunto de clases de equivalencia:

[x¥] = {x? e T; | x* — x° € al},

Donde T; denota el conjunto de monomios del anillo K][x].

4.1. Descodificacién por sindrome

Expondremos en esta seccién un método general de descodificiéon para cédi-
gos lineales. Sea C C [y un c6digo lineal de pardmetros [n, k, d]. Supongamos
que se envia la palabra ¢ € C y que recibimos el vector y € Fy. La estrategia
que seguiremos para descodificar el vector y es calcular la distancia de y a
todas las palabras del codigo C y descodificarla por la méas préoxima.
Sabemos que e =y — c es el error cometido durante la transmisicén y que
el codigo C considerado tiene una capacidad correctora de t = L%J, por lo
tanto:

= Si durante la transmisién se han cometido a lo sumo ¢ errores, esto es:
t>wy(e) =wy(y —c) =du(y,c),

entonces ¢ € C es la unica palabra del cédigo con tal propiedad y por
tanto la descodificacion es correcta.
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» Sit < wpg(e) < d podremos detectar que se han producido errores ya
que y € C, pero en general no podremos corregirlos.

» Si wy(e) > d, entonces la descodificacion fallara.

Definicion 4.1. Sea Hc la matriz de control del cédigo C C Fy, llamaremos
sindrome del vector'y € Fy al vector:

S(y) = He y' e Fp -

Observemos que si el vector y € C, entonces S(y) = 0. Es més, el hecho de
encontrarnos con un vector y € Fy tal que S (y) # 0 nos indica que y no es
una palabra del codigo C.

Por otra parte, como el sindrome es una aplicacién lineal, se tiene que:

S(y)=S(c+e) = He (c+e)=Hec + He e
= S(c)+ S(e)=0+S(e) = S5(e).

Es decir, la imagen de y por la aplicacién sindrome sélo depende del error
cometido.

Proposicion 4.1. El sindrome del vector recibido 'y € Fy es combinacion
lineal de las columnas de la matriz de paridad He correspondientes a las
posiciones del error producido durante la transmision.

Demostracion. Denotemos por (") a la columna i-ésima de la matriz de
paridad Hc del codigo C C Fg. De esta forma podemos escribir He =
(R, .. R, Sea y = (y1,...,yn) € [Fy el vector recibido, entonces se
tiene:

S(y) = He y' = y1hW + 4oh® .. 4 4,0 = S(e).

Supongamos que durante la transmisién se han producido k < % errores,

es decir: wy(e) = k, entonces e tiene k componentes distintas de cero y
S(y) = S(e) = e;, A + 5, h2) 4+ . 4 e; RO
de donde se concluye la demostracién. O

Teniendo en cuenta la definicién de la relacion de equivalencia R, es facil
ver que (u,v) € Re¢ siy sblo si S(u) = S(v). Luego, como el sindrome de la
palabra recibida, y, coincide con el sindrome del error de transmisién, e, es
decir, S(y) = S(e), entonces el error es uno de los vectores del conjunto:

STH(S(y) = {z € Fy | S(z) = S(y)}.
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Definicion 4.2. Fijado un vectory € IF‘Z*’“, st en la clase de equivalencia
ly| existe un tnico elemento de peso minimo, este vector recibe el nombre
de lider de la clase de equivalencia [y].

Algunos autores generalizan este concepto y denotan lider de una clase de
equivalencia a todo vector con peso minimo en dicha clase de equivalencia.
En general no existe un tnico vector de peso minimo en cada clase, pero
si una clase contiene un elemento de peso menor o igual que t, siendo t la
capacidad correctora del cédigo, entonces dicho elemento es el lider de la
clase de equivalencia correspondiente.

Proposicién 4.2. Cada clase de equivalencia de FZ/R@ posee a lo sumo un
elemento de peso menor o igual que t, siendo t la capacidad correctora del
cddigo C.

Demostracion. Supongamos que tenemos dos elementos lider u, v € Fy /Re¢
con peso menor o igual que ¢ en una misma clase de equivalencia del espacio
cociente Fy /Re.

Al pertenecer ambos elementos a la misma clase, se tiene que u — v € C.
Por lo tanto: wy(u—v) < wg(u) +wg(v) < 2t < d(C), lo que contradice el
caracter minimal de la distancia minima de un cédigo. Deducimos entonces
que u y v son iguales. d

Recibido un vector y € Fy, buscamos asociar a y una palabra del cédigo
x € C que tenga el mayor parecido posible con la palabra enviada. En
términos de distancia minima esto se traduce en encontrar una palabra x € C
que minimice dg(y,x) = wgy(y — x). Como para cada x € C los vectores
y — X estan en la misma clase de equivalencia que se corresponde con la
clase [y] de Fj//Rc, entonces la palabra x € C buscada es tal que el error
producido durante la transmisiéon e = y — x constituya el lider de la clase
de equivalencia [y]. Por lo tanto, si el peso del error cometido no supera la
capacidad correctora del cédigo C, entonces la descodificacion es correcta.
Para llevar a cabo el proceso de descodificacién construimos una tabla con
dos columnas. En la primera columna escribimos el sindrome de un elemento
cualquiera de cada clase y en la otra columna el lider de la clase correspon-
diente (si existe).

Definicion 4.3. En un tablero de sindromes completo aparecen listados,
st existen, los sindromes de los vectores con peso minimo de cada clase de
equivalencia de ¥y /Rc. Por lo tanto esta tabla tendrd tantas filas como

numero de clases de equivalencia tiene F;‘/Rc, es decir ¢"F.
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Los tableros completos presentan varios inconvenientes principalmente rela-
cionados con el almacenamiento de una tabla bastante grande. Adem4s, en
este caso es necesario listar una a una todas las clases, lo que no es tarea
sencilla.

Definicion 4.4. En un tablero de sindromes incompleto solo se listan las
clases que poseen un lider (es decir un elemento con peso menor o igual a

t= [%J} En este caso la tabla tiene:

M:<g>+(q—1)<?)—F...—i—(q—l)t(?) filas.

El mayor inconveniente de los tableros incompletos es que sigue siendo nece-
sario almacenar una tabla bastante amplia. A veces se alivia dicha dificultad
utilizando cédigos que transmiten simetria al tablero, como los cédigos cicli-
cos, aunque es insuficiente a efectos practicos.

Una vez hayamos creado la tabla de descodificacién (que se construye sélo
una vez), recibido el vector y € [y procedemos con el algoritmo de descodi-
ficacién (Algoritmo 12) utilizando el lider de la clase.

Algoritmo 12 Algoritmo de descodificacién utilizando el lider de la clase

INPUT: El vector recibido y € Fy y una tabla de descodificacién del codigo
C CFy.

OUTPUT: La palabra x € C, si existe, que minimice el conjunto

{dg(x,y) : x € C}.

Calculamos el sindrome de la palabra recibida S(y) = He y'.
Buscamos el sindrome obtenido en la columna de sindromes de la tabla
de descodificacién.
if la clase correspondiente posee lider then
Se considera que dicho lider e se corresponde con el error que se ha
producido durante la transmisién, e.
else
La descodificacién falla.
end if
La palabra descodificada esx =y —e € C.

Ejemplo 4.1. Mostramos un ejemplo de tabla incompleta.
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Consideremos el cédigo lineal binario C C 3 con matriz generatriz:

/(1010 -
GC_(O 10 1>€F2 '

Es facil comprobar que la matriz de paridad He de dicho codigo se corres-
ponde con su matriz generatriz, es decir G¢ = He. Se trata por tanto de un
cddigo de dimension k = 2, longitud n = 4 y que tiene distancia minima
d = 2. Recordemos que para calcular la distancia minima basta con calcular
el rango de la matriz de paridad He del correspondiente codigo C. Recibido
cualquier vector 'y € F% se tiene que S(y) € Fo. Por lo tanto:

S(y) € {00,01,10,11}.

Para crear una tabla de sindromes incompleta, en lugar de listar todas las
clases de equivalencia, escogeremos una clase de equivalencia con sindrome
entre los posibles listados anteriormente.

Para ello observamos que

C = {0000, 1010,0101,1111}.

De manera que:

0000 + C = {0000, 1000, 0100, 1100} con sindrome 00.

1000 4+ C = {1000, 0010, 1101,0111} con sindrome 10.
= 0100 + C = {0100,1110,0001,1011} con sindrome 01.
= 1100 + C = {1100,0110,1001,0011} con sindrome 11.

Por lo tanto la tabla de sindromes incompleta del cédigo C es:

error | sindrome
0000 00
1000 10
0100 01
1100 11

De esta forma, si recibimos el mensaje 0001, a su sindrome 01 le corres-
ponde, segun la tabla, el lider 0100. Luego, el mensaje descodificado es:
0001 + 0100 = 0101.
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Ejemplo 4.2. Mostramos a continuacion un ejemplo de tabla completa.
Dado el cédigo binario lineal C C Fy con matriz generatriz:

(10111100 axcs
GC_(01011111>€F2'

Es facil comprobar que una matriz de control de dicho codigo es:

10100000
11010000
11001000 s
He=11 1000100 |
010000710
01000001

Se trata por tanto de un cédigo lineal con parametros [n = 8,k = 2,d = 5],
luego corrige dos errores.
De esta forma:

= Si recibimos el mensaje y = 11011011, con sindrome S(y) = 111000
que, sequn la tabla, le corresponde el lider 10000100.

El mensaje codificado es, por tanto,

11011011 + 10000100 = 01011111 € C.

Como el lider tiene peso 2, podemos asequrar que la descodificacion es
correcta si no han ocurrido mds de dos errores durante la transmision.

= Si recibimos el mensaje y = 01110010, con sindrome S(y) = 101101
que, segin la tabla, le corresponde el lider 10010001.
Aunque el lider tiene peso mayor que la capacidad tedrica de correccion

del cddigo, es posible descodificar el mensaje recibido por

01110010 4 10010001 = 11100011.

Sabemos que se han producido al menos tres errores durante la trans-
mision y que nuestra descodificacion serd correcta si y solo si se pro-
ducen exactamente tres errores.

» Si recibimos el mensaje y = 01011000, con sindrome S(y) = 000111.

Segiun la tabla, la clase de equivalencia correspondiente no tiene ele-
mento lider, por lo tanto no es posible la descodificacion. Podemos
decir que se han producido al menos tres errores.
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sindrome lider sindrome lider

000000 | 00000000 100000 | 00100000
000001 | 00000001 100001 | 00100001
000010 | 00000010 100010 | 00100010
000011 | 00000011 100011 | 11000000
000100 | 00000100 100100 | 00100100
000101 | 00000101 100101 | 00100101
000110 | 00000110 100110 | 00100110
000111 100111 | 11000100
001000 | 00001000 101000 | 00101000
001001 | 00001001 101001 | 00101001
001010 | 00001010 101010 | 00101010
001011 101011 | 11001000
001100 | 00001100 101100 | 10010000
001101 101101 | 10010001
001110 101110 | 10010010
001111 | 01010000 101111 | 01110000
010000 | 00010000 110000 | 00110000
010001 | 00010001 110001 | 00110001
010010 | 00010010 110010 | 00110010
010011 110011 | 11010000
010100 | 00010100 110100 | 10001000
010101 110101 | 10001001
010110 110110 | 10001010
010111 | 01001000 110111 | 01101000
011000 | 00011000 111000 | 10000100
011001 111001 | 10000101
011010 111010 | 10000110
011011 | 01000100 111011 | 01100100
011100 | 10100000 111100 | 10000000
011101 | 01000010 111101 | 10000001
011110 | 01000001 111110 | 10000010
011111 | 01000000 111111 | 01100000

Cuadro 4.1: Tabla de descodificacién completa asociada al cédigo del ejemplo 4.2
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Definicion 4.5. Un cddigo lineal C es perfecto si el tablero de descodifica-
cion completo e incompleto coinciden. Es decir, si se verifica que:

t
Sa-v( )=t

i=0

La condicién anterior es muy restrictiva, de hecho, los tinicos cédigos binarios
no triviales que son perfectos son los cédigos de Hamming y el codigo Golay
binario Gas.

4.2. Descodificacién completa en el caso binario

En esta seccién vamos a considerar C C F5 un cédigo binario lineal de
parametros [n, k, d|, donde H¢ denota su matriz de paridad, es decir, pode-
mos expresar las palabras del cédigo C de la siguiente forma:

C={ce€Zy|Hcu" =0 méd 2}.

4.2.1. Relacion con la programacion lineal entera modular

Sea ¢ € C la palabra del cédigo transmitida, € € Z3 el error cometido
durante la transmisién y r = ¢ +¢€ mdd 2 la palabra recibida. Entonces el
problema de descodificaciéon completa es equivalente a encontrar un vector
error e € Z4 con menor peso hamming entre todos los vectores peso que
tienen el mismo sindrome que la palabra recibida, es decir que verifican que

He et = He ! méd 2.

Observamos que, considerando como vector peso w = (1, ... , 1), calcular
el peso de Hamming del vector e € Z% es equivalente al producto escalar
entre el vector w y el vector error e, es decir, wy(e) = w - e.

Por lo tanto resolver el problema lineal entero modular:

Minimizar: wgy(e) =w-e

. ‘ He el = He rt
Sujeto a: { eczp

IP A wq(b) =

es equivalente a la descodificaciéon completa de la palabra r.

Este método es equivalente al que proponen Ikegami y Kaji en [37], que
hemos probado con el Teorema 3.5 que es equivalente al método propuesto
en [15]. Por lo tanto la base de Grobner reducida asociada al problema lineal
entero modular anterior nos aporta un test set minimal cuyos elementos son
los binomios asociados a las palabras de soporte minimo del cédigo.
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4.2.2. Descodificacion por gradiente

En esta seccion vamos a describir dos algoritmos de descodificacién por
gradiente. El primer algoritmo que vamos a estudiar se puede consultar en
[42] para obtener una descripcién més detallada.

Denotemos por y a la clase de equivalencia de Fy /R¢ que contiene al vector
y y por wy(¥) el peso hamming de cualquiera de los lideres de dicha clase
de equivalencia. Siguiendo esta notacién, Liebler define en [42] el algoritmo
de descodificacion por gradiente lider como el algoritmo que, recibido un
vector y € F, reemplaza y por un vector vecino y’ € F4 que esté a distancia
hamming 1 del vector recibido y tal que wg(y) > wx(y’). Luego repite el
proceso con el vector y’ hasta encontrar un vecino que se encuentre en la
clase del cero, es decir que pertenezca al codigo.

Algoritmo 13 Algoritmo de descodificacién por gradiente lider
INPUT: El vector recibido y € Fy.
OUTPUT: La palabra del cédigo ¢ € C més proxima al vector y.
while wy (y) # 0 do
Calcular y’ € F¥ tal que dy(y,y’) =1y wy(¥) > wu(y’).
y=y.
end while
Devolver ¢ = y.

Este algoritmo es esencialmente el algoritmo de descodificacién por sindrome

dividido en etapas més pequenas.

En el articulo [42] se presenta la primera construccién de funcién gradiente
v: F3/Re — Z que es una funcién estrictamente decreciente respec-

to del peso hamming para poder ejecutar el Algoritmo 13 de una manera

efectiva.

El siguiente algoritmo de descodificacion por gradiente que vamos a estudiar

fue presentado por Ashikhmin y Barg en [6]. En este algoritmo, a diferencia

del anterior, en cada paso el representante elegido permanece en la misma

clase de equivalencia hasta que se alcanza el lider de dicha clase.

Para entender este algoritmo necesitamos recordar la definicion de palabras

de soporte minimo y de Test Set asociado a un cédigo.

Definimos soporte de una palabra del cédigo ¢ € C como el conjunto de

coordenadas distintas de cero del vector c. Es decir: supp(c) = {i | ¢; # 0}.

Definicion 4.6. Diremos que una palabra del cédigo ¢ € C es una palabra
de soporte minimo en C si se trata de una palabra distinta del cero y su
soporte no estd contenido en ninguna otra palabra del codigo C.
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FEs decir, si no existe otra palabra ¢’ € C tal que supp(c’) C supp(c).

Denotamos por Mg al conjunto de palabras de soporte minimo del cédigo

C.

Definicion 4.7. Al subconjunto de vectores T C C tal que para cada vector
y € F§ se tenga que y € C, o bien existe z € T tal que wy(y —z) < wy(y)
se denomina Test Set asociado al codigo C.

La existencia de un Test Set del cédigo C nos aporta el algoritmo de desco-
dificacion por gradiente propuesto en [7] y que describimos en el Algoritmo
14. La idea principal del algoritmo es, recibido un vector y € F%, restar los
vectores apropiados del Test Set 7 hasta obtener una palabra del cédigo.
En [7] se senala que si consideramos 7 = Mg, entonces el algoritmo de
descodificacion por gradiente es equivalente a la descodificacién por minima
distancia.

Algoritmo 14 Algoritmo de descodificacién por gradiente utilizando el Test
Set asociado al codigo
INPUT: El vector recibido y € F§ y un Test Set 7 C C.
OUTPUT: La palabra del cédigo ¢ € C més proxima al vector y.
c:=0.
while exista z € T tal que wy(y —z) < wg(y) do

c:=cC+z.
yi=y— 2.
end while

Devolver ¢ € C.

Liebler menciona en [42] que los dos algoritmos expuestos en esta seccion,
a pesar de compartir la filosoffa de la descodificacién por gradiente, son
diferentes.

Nosotros vamos a demostrar que estos dos algoritmos son duales en el sentido
de que son dos formas de entender la representaciéon de Grobner de un codigo.
Denotemos por e; € 4 al vector con todos sus elementos ceros excepto un
1 en el elemento que ocupa la posicion i.

Definicién 4.8. Una representacion de Grobner de F3 /Re es un par (N, ¢)
donde:

s N estd formado por el conjunto de representantes de las clases de
equivalencia de F4/Re tal que 0 € N y para cada n € N \ {0} existe
ei coni€{l,...,n} tal quen=mn"+¢; conn’ € N.
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» La aplicacion ¢ : N x{e}l~; —> N es una funcion que envia
cada par (n,e;) al elemento de N que representa la clase de equivalen-
cia del elemento n + e;.

El nombre de representacion de Grobner no es una casualidad, ya que si
definimos el ideal

I(C) = ({x*"" —x*™"2 | w; — wy € C}) C K[x],

fijamos un orden > compatible con el grado y calculamos una base de
Grobner G del ideal I(C) respecto de >, entonces la forma normal de
cualquier monomio

se corresponde con el sindrome del vector w = (Ywy, ..., Yw,) € F5.

De esta forma podemos considerar el conjunto N de la Definicién 4.8 como el
conjunto de vectores (Ywi, ..., Ywy,) € Fy cuyo monomio asociado [} | «;”
es una forma normal respecto de la base de Grobner G... Es decir, como el
orden fijado es compatible con el grado, el conjunto N estaria formado por
los representantes de peso minimo de las clases de equivalencia de F%/R¢.
Y podemos considerar la aplicacion ¢ como una tabla de multiplicacion de
los elementos de N y las variables x;.

Con esta idea, la representacién de Groébner de un cédigo puede ser cal-
culada mediante una modificacién del algoritmo FGLM (véase [18]). Una
implementacién de este algoritmo en GAP [30] se puede encontrar en [19].
Como hemos visto en las secciones anteriores, el ideal binomial I(C) es equi-
valente al nticleo de un problema de programacion lineal modular.
Asociado a una representaciéon de Grobner podemos definir el borde de un
c6digo (Para estudiarlo con més detalle véase [14]).

Definiciéon 4.9. Sea C C F3 un cddigo lineal binario, He su matriz de
paridad y (N, ¢) la representacion de Grobner de F§ /Re¢. Definimos el borde
del cédigo C respecto de (N, ¢) como el conjunto:

B(C) = {(m+ei,nz)[i€{l,....n}, ni+e #mny, n, np €N
y He (ng+¢;)' = He ny méd 2}

Observemos que las dos componentes de todo elemento del conjunto B(C)
se encuentran en la misma clase de equivalencia de F§/R¢, por lo tanto la
suma de ambas componentes forma una palabra del cédigo C.
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En términos de la funcién ¢ podemos expresar el conjunto B(C) como:
B(C) = {(n+ei,¢>(n,ei)) ‘ (RS {1,...,%}, ne N y ¢(n7€i) 7é n+6i}.

Dado un cédigo C y su correspondiente representacion de Grobner (N, ¢),
vamos a estudiar dos tipos de reduccién asociadas a los dos algoritmos des-
critos en esta seccidn.

Definimos la reduccién de un elemento n € N respecto al vector e; € F5
como el elemento n’ = ¢(n,¢;) € N y lo denotaremos por n —; n’.

Como toda palabra y € Fy se puede expresar como

y:O—|—Zei]. con ij € {l,...,n},
J

entonces al realizar un ntmero finito de reducciones respecto de los vectores
ei; con i; € {1,...,n}, obtenemos el lider de la clase de equivalencia de
F2/R¢ que contiene a y. Este método nos permite definir el Algoritmo 15
de descodificacion por gradiente.

Algoritmo 15 Algoritmo de reduccion 1
INPUT: El vector recibido y € Fg
OUTPUT: La palabra del cédigo ¢ € C més préoxima al vector y.
PASO ADELANTE:
Tenemos y =0+ 37, €;;.
Queremos calcular el elemento n € N que se corresponde con el lider de
la clase de equivalencia de y.
n:=0
for j=1,...,sdo
n' = ¢(n,e;), es decir n —; n’.
n:=n'
end for
PASO ATRAS:
while n # 0 do
Calcular y’ tal que y' =y +e;; y wg(n) > wy(p(n, e;;)).

y =y
n:= (;5(1’1, eij)
end while

Devolver c =y € C

Observamos que el Algoritmo 15 muestra informacién redundante ya que
una vez que conocemos el lider de la clase de equivalencia de y, al final de
la etapa PASO ADELANTE podemos descodificar y.
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Pero al escribirlo completo podemos comprobar més facilmente el parecido
con el Algoritmo 13, ya que la etapa PASO ATRAS es exactamente el
algoritmo de descodificacién por gradiente propuesto por Liebler en [42].

Definicién 4.10. Sea (N, ¢) la representacion de Grébner de F3/Re vy fi-
jemos un orden en los elementos del conjunto N dado por {nz}fiik con
n; = 0. Entonces definimos el par (N*, ¢*) como:

s N* = {(Z,WZ) € ZQZO ’ w; = ’LUH(IIZ‘) con 1€ {1, . .72n7k}}.
¢*: N* x {ei}?zl N N*
((i,wi)yej) = ¢ (1, W), e5) = (i, wi,)

con n;; = p(n;, €5) y wi; = wi(n;).

Es decir, fijamos un orden en los elementos del conjunto N y sustituimos los
elementos de N por vectores del tipo (i, w;) donde w; es el peso del lider
de la clase del elemento que ocupa la posicidn i-ésima respecto del orden
definido en N.
Si descodificamos utilizando el par (N*, ¢*) reducimos considerablemente el
tamafio de memoria necesaria del Algoritmo 15, ya que basta con guardar
un orden de las formas normales y el peso de uno cualquiera de los lideres
de las clases de equivalencia correspondientes.
Si calculamos la representacién de Grobner mediante técnicas FGLM (véase
[18]) obtenemos el par (N*, ¢*), donde N* contiene los elementos del con-
junto N ordenados de forma creciente respecto del peso de sus lideres, es
decir:

(t,w;), (4,wj) e N y i <j=w; <wj.
Tras la etapa PASO ADELANTE conocemos el lider de la clase de equi-
valencia de la palabra recibida y su peso w;. Si denotamos por t = L%J la
capacidad correctora del cédigo C, tenemos que:

= Si w; <t entonces la descodificacién es correcta.

= Si w; >t entonces la descodificacién falla y como en este caso el lider
de la clase de equivalencia de F§/R¢ que contiene a la palabra recibi-
da no es unico, la etapa PASO ATRAS aporta distintas soluciones
dependiendo de la eleccién del lider realizada.

Ahora vamos a considerar el borde del cédigo C, B(C), veremos que la in-
formacion que nos aporta este conjunto nos permite realizar otra reduccion
sumando palabras adecuadas del cédigo. Esta idea subyace en la descodifi-
cacion por conjuntos de comprobacion propuesta por Ashikhmin y A. Barg
en [6].
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Algoritmo 16 Algoritmo de reduccion utilizando el par (N*, ¢*)
INPUT: El vector recibido y € Fg
OUTPUT: La palabra del cédigo ¢ € C més préoxima al vector y.
PASO ADELANTE:
Tenemos y =0+ 37 e;;.

Queremos calcular el indice I € {1,...,2" %} correspondiente con la po-
sicién que ocupa el representante de la clase de equivalencia de y en el
conjunto N respecto del orden fijado.
1:=1, wy =0.
for j=1,...,sdo
o* ((i,wy),e;) = (', wy.
(i, w;) == (', wyr).
end for
Devolver | :=1
PASO ATRAS:
while ¢ # 1 do
Calcular y’ tal que y/ = y + ei; y w; > wy donde w; representa a la
segunda componente del elemento ¢* ((z, w;), eij)
y =y
(i, Wl) = gb* ((’L, Wi), eij)
end while
Devolver c =y € C
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Definicién 4.11. Sea b = (b1, bg) € B(C) definimos head y tail del ele-
mento b como:

head(b) =b; € F}  tail(b) = by € F}

Observemos que para todo b € B(C), head(b) 4+ tail(b) es una palabra
del c6digo C. Ya que como las dos componentes de un elemento de B(C)
pertenecen a la misma clase de equivalencia de F§/R¢, su suma pertenece
al cédigo C.

La informacién del conjunto B(C) es redundante, asi que podemos encontrar
una subestructura llamada borde reducido (cuyo concepto es analogo al de
base de Grobner reducida) que nos permite realizar la misma reduccion.

Definicién 4.12. Diremos que un conjunto R(C) es el borde reducido del
cddigo C si R(C) C B(C) y ademds se verifican las siguientes propiedades:

1. Para todo par (n,e;) tal que n+ e; es head de un elemento de B(C),
existe un elemento h € R(C) tal que

supp(head(h)) C supp(n + ¢;).

2. Dados dos elementos distintos by, by € R(C) se tiene que:

supp(head(by)) Z supp(head(bs)) y
supp(head(b)) Z supp(head(by))

Con la siguiente proposicion queda probado que las palabras del cédigo que
se derivan del borde reducido de un cédigo C, R(C), forman un Test Set
asociado dicho cédigo.

Proposicion 4.3. Definimos el siguiente subconjunto de palabras del codigo
C:
Min,eq(C) = {head(b) + tail(b) | b e R(C)} CC.

Entonces Min,¢q(C) = Me¢, donde M denota al conjunto de palabras de
soporte minimo de C.

Demostracion. Sea b = (head(b),tail(b)) € R(C), definimos
¢ = head(b) + tail(b) € C.

Procedamos por reduccién al absurdo suponiendo que ¢ ¢ M. Entonces
existe ¢/ € C\ {0} tal que supp(c’) C supp(c).
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Definimos el vector c; € F§ como el vector que verifica:

supp(c1) = supp(c’) N supp(head(b)).

Observemos que el vector c; verifica que supp(ci) C supp(head(b)).
Entonces el vector ca = ¢’ + ¢; € F} verifica que:

supp(cz2) C supp(tail(b)).
En efecto, supongamos que i € supp(ca), entonces tenemos dos posibilidades:

» ¢ € supp(c) y i ¢ supp(cy). De nuevo, como i € supp(c’), tenemos dos
posibilidades:

e i € supp(head(b)) y i ¢ supp(tail(b)), es decir i € supp(cy), lo
que contradice la hipdtesis realizada.

e i ¢ supp(head(b)) y i € supp(tail(b)) lo que verifica nuestra
suposicion.

» i ¢ supp(c’) y i € supp(cy). Podemos proceder de forma anéloga al
caso anterior con i ¢ supp(c’) obteniendo el mismo resultado.

Definimos el vector m = (cy, cz) € F2" como el vector tal que head(m) = c;
y tail(m) = cy. Es facil comprobar que m € B(C) ya que se verifica que:

» head(m) # tail(m), en caso contrario se tendria que ¢; = c2 lo que
supondria que ¢/ = ¢; + ¢y = 0.

» head(m) y tail(m) tienen el mismo sindrome pues se tiene que:

0= He " = He(ey +co)t.

Por lo tanto tenemos un elemento m € B(C) tal que
supp(head(m)) C supp(head(b)),

lo que contradice el hecho de que R(C) sea un borde reducido de C.
O

Por lo tanto Min,eq(C) es un Test Set minimal que permite efectuar el Al-
goritmo 14.

Observemos también que este Test Set se corresponde con el Test Set dado
por el problema de programacion linear modular asociado al cédigo C.

Por lo tanto, queda demostrado que los dos algoritmos de descodificacion
por gradiente presentados son duales en el sentido de que ambos pueden
derivarse de la representacion de Grobner de un codigo binario.

La generalizacion a cédigos no binarios no es directa y serd una de las lineas
de investigacion que se seguird en el futuro.
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4.3. Conjunto de palabras de soporte minimo

Consideramos un cédigo lineal C definido sobre el alfabeto Z, con longitud
n y dimensién k, es decir, se trata de un subespacio lineal C C Zj. A los
elementos ¢ € C se les denomina palabras del cédigo y definimos soporte de
la palabra ¢ = (¢1, ... ,¢,) como su soporte como vector de Ly, es decir,
supp(c) = {i | c; # 0}.

Diremos que una palabra ¢ € C es una palabra de soporte minimo si se trata
de una palabra distinta del cero y su soporte no esta contenido en ninguna
otra palabra del codigo C.

Definicién 4.13. Dado un cddigo lineal C C Zg, una palabra ¢ € C es
minima si para toda palabra ¢’ € C tal que supp(c’) C supp(c), existe una
constante X € Z tal que ¢’ = \c

Lema 4.1. Dos palabras de soporte minimo del cédigo C C Zy con el mismo
soporte tienen que ser una multiplo de la otra.

Demostracion. Consideramos m = (myq,..., my) € C una palabra de sopor-
te minimo.

= Supongamos que existe un divisor de cero entre los elementos del so-
porte de la palabra m, es decir existe ¢ € {1,...,n} y o € Z; \ {0}
tal que m; # 0 y am; = 0. Entonces se tendria que am € C y que
supp(am) C supp(m), lo que contradice la minimalidad de m, excepto
en el caso de que am = 0.

= Supongamos que existe méds de un divisor de cero entre los elementos
del soporte de la palabra m, veamos que en tal caso dichos elementos
tienen que ser iguales. Procedamos por reduccién al absurdo supo-
niendo que existen dos elementos divisores de cero diferentes en el
soporte de m, es decir 0 # m;, # m;, # 0. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que Am;, < Am;,. Recordemos que los divi-
sores de cero en Z, son todos los divisores de g, por lo tanto podemos
definir 8 = —L—. Es facil comprobar que ¥3m # 0 y sin embargo

Am;

supp(¥Sm) C supp(m), lo que contradice la minimalidad de m.

= Supongamos que no existe ningtn divisor de cero entre los elementos
del soporte de la palabra de m, por lo tanto todos los elementos del
soporte de m son unidades de Z,. Es decir que para todo m; con
i€{l,...,n} existe m; ' € Z, tal que mym; ' = 1.
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Seam’ = (m/,...,m!,) € C otra palabra de soporte minimo del cédigo
con supp(m) = supp(m’) y sean m;, m/ dos elementos del soporte de
m y m’ respectivamente. En este caso podemos definir la palabra
M
c=m-—m eC
i
que verifica que supp(c) C supp(m), lo que contradice la minimalidad

de m. Luego ¢ = m — "#m’ = 0 de donde se deduce el resultado.

O]

El siguiente teorema nos sugiere un algoritmo para calcular el conjunto de
palabras minimales de un c6digo lineal arbitrario definido sobre Zj .

Teorema 4.1. La base de Graver asociada a la matriz de paridad del cédi-
go C C Zy, que denotaremos por Gry,, se corresponde con el conjunto de
palabras de soporte minimo del cédigo C C Zy .

Demostracion.

1. Veamos que todas las palabras de soporte minimo del cédigo C estan

en la base de Graver asociada al cédigo C, o bien existe en la base de
Graver otra palabra del c6digo con el mismo soporte.

Sea m € C una palabra de soporte minimo. Sabemos, por el Lema 4.1,
que si existe otra palabra con el mismo soporte en el codigo entonces
una tiene que ser multiplo de la otra, en cuyo caso elegiremos uno
o varios representantes del conjunto de palabras que tienen el mismo
soporte que la palabra m cuyos vectores asociados en Z" sean minimos
respecto al orden .

Procedamos por reduccién al absurdo suponiendo que Am ¢ Grp,, es

(Am)* _ 4 (Am)"

decir, que el binomio asociado a dicha palabra, x no es
primitivo.

Entonces existe un binomio x*" —x% € A7 tal que u C Am de forma
estricta. Ademas por definicién del ideal Al tenemos que Yu € C, lo

que contradice la minimalidad de la palabra m.
Veamos que en la base de Graver Grp, sélo hay palabras de soporte
minimo del codigo C.

Procedamos por reduccion al absurdo suponiendo que existe una pa-

labra del cédigo m que no tiene soporte minimo pero, sin embargo, su
. . . + —

binomio asociado x4™" — xA™ " € Gry,.

Es decir, existe una palabra m’ € C tal que: supp(m’) C supp(m).
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» En el caso de que Am y Am’ sean comparables respecto del orden
C, entonces tendriamos que Am’ C Am, por lo tanto el binomio
asociado al vector Am no seria primitivo, lo que contradice el
hecho de pertenezca a Gry,,.

= En el caso de que Am y Am’ no sean comparables respecto del
orden [, entonces definimos la siguiente aplicacion:

m,: z — zr

a=(a,...,an) — Byu(@)=b=(by,...,b)

Donde b; = { (9= Da; S mia; 20 .

(—1)ay En caso contrario.
Es fécil ver que sim’ € C, entonces By, (m’) € C. Ademas se tiene
que: supp(m’) = supp (B, (m’)).
Luego hemos encontrado un vector, Al,,(m’), cuyo vector asocia-
do pertenece al ideal Al y ademds verifica que Al (m’) C Am,
lo que contradice el hecho de que el binomio asociado a la palabra
m pertenezca a Gry,.

O]

En particular, el resultado anterior nos aporta un algoritmo para calcular el
conjunto de palabras minimales de un c6digo lineal arbitrario definido sobre
F, con ¢ un ntimero primo. Pero no funciona para el caso ¢ = p", ya que
Fpr # Zyr.

Corolario 4.1. Dado un cdédigo lineal C C Zj y sea He una matriz de
paridad de dicho cddigo. El conjunto de palabras minimales del cddigo C
estd formado por la proyeccion de las primeras n coordenadas del conjunto:

(weZ™|w=(v,(¢g—1)v) €T},

donde T es un Test Set obtenido a partir de la base de Grébner reducida del
problema lineal entero modular asociado a la matriz:

He 0O
I, I,

Corolario 4.2. El conjunto de palabras minimales del cédigo lineal C C Zy
se puede calcular a partir del ideal

<{X‘W1Z‘W1(q_1), ... ,X‘W’“z‘wk(q_l)} U {3:;1 -1}, u {zg — 1}?:1> ,
donde {wy, ... ,wi}C Zy representa las filas de una matriz generatriz del
codigo C.
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Ejemplo 4.3. Consideremos el cédigo binario de Hamming C C F3 de
pardmetros [7,4,3].

Los codigos de Hamming fueron propuestos por Richard Hamming en 1950
y estdn basados en la construccion de cddigos lineales con distancia mini-
ma fija. Es decir, dado un entero m € Z podemos construir un cdédigo de
Hamming sobre el cuerpo Fy de longitud 2™ — 1, que contiene m simbo-
los redundantes y 2™ — 1 —m simbolos de informacion. Si se enumeran los
simbolos desde 1 hasta 2™ — 1, entonces aquellos simbolos que se encuen-
tran en la posicion 2F con k € {0,...,m — 1} son simbolos redundantes y
el resto son simbolos de informacion. El valor de cada simbolo redundante
se escoge como el total de 1 que hay en un conjunto especifico de simbolos
de informacion, y el conjunto de simbolos de informacion que se forman se
escoge de tal manera que cubran todas las combinaciones de m simbolos de
informacion distintas posibles. Un mismo simbolo de informacion puede es-
tar afectando a dos simbolos redundantes distintos, pero nunca puede haber
un simbolo de informacion que no afecte a ningun simbolo redundante, lo
que proporciona al codigo una gran capacidad de correccion.

De esta forma el cédigo de Hamming propuesto, que presenta distancia mini-
ma 3 y longitud 7T = 23 — 1, sabemos que tiene 3 simbolos redundantes y 4
simbolos de informacion. Dada una palabra c = (c1,...,c7) € C, los simbolos
c1, Co Y cq son simbolos redundantes que verifican las siguientes condicio-
nes:

cf = c3+c5+cr mbd 2
co = c3+cg+cr mbd 2
¢4 = c5+cg+cr mbd 2

Es fdacil comprobar que este codigo permite detectar hasta dos errores que se
produzcan en la transmision, pero solo permite corregir un error.
La matriz generatriz Ge € F%” y de paridad He € Fg” de este codigo son:

Ge =

o~ O O
_ o o o
== O
—= = = O

1001011
. Ho=10101110
0010111

o O o
O O = O
S = =

Este codigo tiene 16 palabras de peso 0, 3, 4 ¢ 7; Ademas todas las palabras
del codigo son de soporte minimo excepto las palabras correspondientes a 0

y 1.

Presentaciones binomiales y aplicaciones a Teoria de Cédigos



Conjunto de palabras de soporte minimo 115

= En primer lugar calculamos una base de Grobner reducida del ideal
asociado al codigo C. Observamos que obtenemos la siguiente base de
Grobner reducida:

{xaxr + x1, x127 + 3, T526 + X1, Tae + T3, T3T6 + X4, Take + T7,
T1Te + T5,T4T5 + T7, T3T5 + T2, Taks5 + T3, L1125 + T, T3T4 + T,
2 7
ToZy + X1, T12T4 + T2, Tox3 + X5, T123 + T, L1202 + x4} U {z; — 1},
Es decir obtenemos 7 palabras del codigo de peso 3:
{(0,1,0,0,0,1,1

);
(0,0,1,1,

)

(1,0,1,0,0,0,1),(1,1,0,1,0,0,0),(0,1,1,0,1,0,0),
0,1,0),(1,0,0,0,1,1,0),(0,0,0,1,1,0,1)}.

s Al calcular una base de Graver de la elevacion de Lawrence de la matriz
de paridad obtenemos 155 binomios que representan las 7 palabras que
ya obtuvimos en la base de Grobner reducida y ademds 7 palabras de
peso 4. Es decir, obtenemos:

{(03 ]-7 07 17 17 170)a (17 07 )
(1,1,0,0,1,0

Exponemos a continuacion el cédigo utilizado en el programa Sage (véase
[54]) que nos permitié efectuar los cdlculos anteriores.

= Cddigo para obtener una base de Grobner reducida del ideal
asociado al cédigo de Hamming de pardmetros [7,4,3].

M = MatrixSpace(GF(2),4,7)

G=M([[1,0,0,0,1,1,0], [0,1,0,0,0,1,1],[0,0,1,0,1,1,1],
[0,0,0,1,1,0,111)

C = LinearCode(G); C
Linear code of length 7, dimension 4 over Finite
Field of size 2

H = C.check_mat(); H
[1 00101 1]
[0101110]
[001011 1]
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C.length(); n
7

C.dimension(); k
4

L1=[’x%s’ %p for p in range(i,n+1)]; L1

[’Xl’, ’XQ’, ’X3’, ’X4’, JX5J’ ’XG’, )X7J]

R=PolynomialRing(QQ,L1); R

Multivariate Polynomial Ring in x1, x2, x3, x4,
x5, x6, x7 over Rational Field

R.inject_variables()

Defining x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7

p=[1 for i in range(0,k)]; p

(1, 1, 1,1]

for j in range(0,k):

for i in range(1,n+1):
ql = ’x%s~hs’ %(i,G[31[i-11)
f=sage_eval(ql, locals={’x1’:x1, ’x2’:x2, ’x3’:x3,
'x4’ x4, x5’ :x5, ’x6’:x6, ’x7’:x7})
pljl=pljl=*£
pljl=pljl-1

[x1*x2%x3 - 1, x1*x4*x5 - 1, x2*x4*x6 - 1,
x1*x2%x4%x7 - 1]

L2=["x%s"2-1’ %j for j in range(l, n+1)];
L3=[p[j] for j in range(0,k)];
L3.extend(L2);

I = R.ideal(L3);
sI=singular(I); sI

x1*x5*%x6-1,
X2*x6*x7-1,
x3*xx5*x6*xx7-1,
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x4*xxb*x7-1,
x1°2-1,
x27°2-1,
x372-1,
x4°2-1,
x572-1,
x672-1,
x772-1

B=sI.groebner(); B
x7°2-1,
X6*x7-%x2,
xb*x7-%x4,
x4*x7-%x5,
x3*x7-x1,
x2%x7-%x6,
x1*x7-%x3,
x67°2-1,
xb*x6-x1,
x4*xx6-%x3,
x3*x6-x4,
xX2*%x6-X7,
x1*x6-%x5,
x572-1,
x4*x5-x7,
x3*x5-%x2,
x2%x5-%x3,
x1*x5-%x6,
x4°2-1,
x3*x4-%x6,
x2*xx4-x1,
x1*x4-%x2,
x3°2-1,
x2*xx3-%x5,
x1*x3-x7,
x27°2-1,
x1*x2-%x4,
x172-1
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s Cdédigo para obtener una base de Graver asociada a la ele-

vacion de Lawrence de la matriz de paridad de cddigo de
Hamming de pardmetros (7,4, 3].

M = MatrixSpace(GF(2),4,7)

G=M([[1,0,0,0,1,1,0],[0,1,0,0,0,1,1],[0,0,1,0,1,1,1],
[0,0,0,1,1,0,111)

C = LinearCode(G); C
Linear code of length 7, dimension 4 over Finite
Field of size 2

H = C.check_mat(); H
[1001011]
[0101110]
[0O010111]

n = C.length(); n
7

k = C.dimension(); k
4

Li=[’x%s’ %p for p in range(l,n+1)]; L1

[}Xli’ )X2J’ ’XB’, ’X4’, JX57’ ’X6’, ’X?’]
L2=[’y%s’%p for p in range (1,n+1)]; L2

[7y1;’ 7y23’ 7y3), Jy47’ zy57’ ;y6)’ 7y77]
L1.extend(L2);

R=PolynomialRing(QQ,L1); R
Multivariate Polynomial Ring in x1, x2,
x3, x4, x5, x6, x7, y1, y2, y3,y4, y5, y6,
y7 over Ratiomnal Field

R.inject_variables()
Defining x1, x2, x3, x4, x5, x6, X7,
yl’ y2’ Y3, Y4, y5, Y6, y7

p=[1 for i in range(0,k)]; p
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(1, 1, 1, 1]

for j in range(0,k):

for i in range(1l,n+1):
ql = ’x%s”%s’ %(i,G[j]1[i-11)
f=sage_eval(ql, locals={’x1’:x1, ’y1’:y1,
’x27:x2, ’y2’:y2,°x3’:x3, ’y3’:y3,’x4’:x4, ’y4’:y4,
’x57:x5, ’yb5’:y5,’x6°:x6, ’y6’:y6,’°x7’:x7, ’y7’:y7})
92 = ’yhs”%s’ %(i,G[j]1[i-11)
g=sage_eval(q2, locals={’x1’:x1, ’y1’:y1,
’x27:x2, ’y2’:y2,’°x3’:x3, ’y3’:y3,’x4’:x4, ’y4’:y4,
’x5’:x5, ’yb’:y5,’x6’:x6, ’y6’:y6,’x7’:x7, ’y7’:y7})
plil=pljlxf*g

pljl=pljl-1

[x1*x5*x6*ylxyb*xy6 — 1, x2*x6*x7*y2xy6xy7 — 1,
K3*xD*¥X6*XT*y3*xybxy6*xy7 -1, x4*xB*xT*yd*yb*xy7 - 1]

L3=[’x%s"2-1’ %j for j in range(1, n+1)]; L3
L6=[’y%s~2-1’ %j for j in range(l, n+1)]; L5
L4=[p[j] for j in range(0,k)]; L4
L4.extend(L3); L4

L4.extend(L5); L4

I = R.ideal(L4); I
sI=singular(I); sI
x1*x5*x6*ylxybxy6-1,
X2*X6*XT*y2%y6xy7-1,
x3*x5*x6*xX7*y3*xyb*xy6*y7-1,
X4*xx5*xXT*yd*xybxy7-1,
x1°2-1,
x2°2-1,
x372-1,
x4°2-1,
x5672-1,
x672-1,
x7°2-1,
yl72-1,
y2°2-1,
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y372-1,
y4~2-1,
y5°2-1,
y6~2-1,
y7~2-1

B=sI.groebner(); B
WARNING: Output truncated!
full_output.txt
y772-1,
y6°2-1,
y572-1,

x4"2-1,

x372-1,

x272-1,

x172-1,

XT*y2*y6-x2*x6%y7,
X6*y2xy6-xX2*XT*y7,
X2*y2*y6-x6*x7*y7,
X6*XT*y6-x2%y2*y7,
X2*XT*y6-x6*y2*y7,
X2*X6*y6-XT*y2*y7,
XTxy4*xy5-xd*xxb5*y7,
xbxy4*y5-xd*xT*y7,
x4*xydxy5-—x5*xT*y7,
x6xy1*y5-x1*x5%y6,
x5*xylxy5-x1*x6*y6,
x1*y1*y5-xb5*x6%*y6,

x2*x3*x6*y1-x1*y2*y3*y6,
x3*x4*x5*y1-x1*y3*yd*yb,
x3*x5*xX6*x7-y3*xy5*y6*xy7,
x1*x4*x6*x7-y1*xy4*y6*xy7,
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x1*x2*%x5*%xX7-y1*xy2*xy5*y7,
X2*x3*%x4*XT-y2*xy3*xy4d*y7,
X2xx4*xx5*%x6-y2*xyd*xy5*y6,
x1*x2%x3*x6-y1*y2*y3*y6,
x1*x3%x4*x5-y1*xy3*yd*xyb

Estudiamos en el siguiente ejemplo un cédigo no binario.

Ejemplo 4.4. Consideremos un codigo C C IF§ con matriz generatriz Ge,
que ademds coincide con su matriz de paridad, He:

1021
GC:HC:<0 11 1>

El cddigo C tiene 32 = 9 palabras que listamos a continuacion; ademds
observamos que todas sus palabras, excepto la palabra 0, son palabras de
soporte minimo:

¢ ={(0,0,0,0),(1,0,2,1),(2,0,1,2),(0,1,1,1),(1,1,0,2),
(2,1,2,0),(0,2,2,2),(1,2,1,0),(2,2,0,1)}

s 50 Calculamos una base de Grobner del ideal asociado al codigo C,
obtenemos el siguiente conjunto de binomios:

2 2
{r124 — T3, T3 — T2T4, XT3 — Ty, T1X3 — X2,
x% — X3T4,T1Ty — X4, acg:):?i — xl,xgx?l — x%,:):43 — 1,:r13 — 1}

que se corresponden con las palabras del codigo:

{(1,0,2,1),(2,0,1,2),(0,1,1,1),(1,1,0,2),(0,2,2,2), (1,2,1,0)}

= Si ahora calculamos una base de Graver asociada a la elevacion de
Lawrence de la matriz de paridad del codigo, obtenemos 99 binomios
que se corresponden con las 6 palabras que ya mos habian apareci-
do en el apartado anterior y, ademds, nos aparecen representadas las
otras 2 palabras de soporte minimo del cédigo que faltaban (2,1,2,0)
v (2,2,0,1).

4.4. Esquemas para compartir secretos

El problema del Reparto de Secretos plantea la forma de distribuir una
informacién secreta entre un conjunto de participantes, de modo que sélo los
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subconjuntos del colectivo de participantes autorizados puedan reconstruir
el secreto a partir de sus fragmentos.

Vamos a analizar brevemente algunos de los esquemas que han sido utiliza-
dos para resolver el problema del Reparto de secretos, centrandonos en su
formulacion en términos de la Teoria de Cédigos.

Formalmente el problema que se plantea es dividir un conjunto de datos
secretos K = {ky,...,ks} entre los distintos participantes P = {p1,...,p},
de manera que sélo los subconjuntos de P autorizados puedan reconstruir el
valor secreto, mientras que los participantes de un subconjunto no autorizado
no puedan obtener ninguna informacién sobre el secreto a partir del valor
de sus fragmentos.

Para describir el problema vamos a fijar la siguiente notacién:

» P ={pi1,...,p} denota al conjunto de personas que participan en el
esquema.

» D ¢ P representa a un participante especial, llamado el distribuidor,
que se encarga de administrar los distintos fragmentos del secreto al
conjunto de participantes y de mantener oculto dicho secreto.

= /C engloba al conjunto de secretos que hay que repartir.

» I' C 2 define la familia de subconjuntos autorizados y se le denomina
estructura de acceso del esquema. Ademads se dice que I' es mondtona
ya que:

Simel y mCyn=recl.

La estructura de acceso queda determinada por el conjunto de sus
agrupaciones autorizadas minimales, que se denomina base de la es-
tructura de acceso, y se denota por I'y. Es decir, se trata del conjunto
mas pequeinio que pertenece a I' y que verifica la propiedad:

Vy1, 72 €T, ni y1 €2 ni v & 7.

= S es el conjunto de fragmentos en los que podemos dividir el secreto
entre los distintos participantes.

Definicion 4.14. Un esquema de compartir secretos se representa como un
conjunto de reglas de distribucion que mos permite asignar fragmentos del
secreto a los distintos participantes del esquema. Es decir, estd formado por
el conjunto aplicaciones definidas de la siguiente forma:

f: Pu{D} — SUK

pi — flpi)=si €5
D — f(D)=KekK
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Al conjunto de reglas de distribucion, que es de conocimiento publico, se
denota por J. Si todas las funciones de J son lineales entonces diremos que
se trata de un esquema lineal.

Para cada secreto K € IKC consideramos el conjunto de reglas

Ik ={f €T | f(D)=K}.

Definicion 4.15. Diremos que un esquema definido por un conjunto de
reglas J es perfecto para realizar una estructura de acceso I', si satisface
las sigutentes condictones:

1. Todo subconjunto autorizado puede determinar el valor secreto. Es de-
cir, los fragmentos asignados a un subconjunto autorizado determinan
de forma unica el valor secreto. De una manera mds formal, para
cualquier v € I' y para toda funcion fi, fo € J que verifican que
f1(pi) = fa(psi) para todo p; € v, entonces se tiene que f1(D) = fa(D).

2. Si un subconjunto no estd autorizado no puede obtener ninguna in-
formacion sobre el secreto. Dicho de otra forma, si § ¢ T y f € T,
entonces existe \(f,0) € Z>o tal que para cada K € K se tiene que:

Hg € Ik | 9(pi) = f(pi) Ypi € 6} = A(f,9)

FEs decir, existen A(f,d) posibles reglas de distribucién compatibles con
la distribucion fijada f € J para cada posible valor secreto.

Definicion 4.16. Diremos que un esquema con estructura de acceso I' es
un (t,1)-esquema umbral si el conjunto de participantes P del esquema tiene
cardinal | y si todo subconjunto que contenga al menos t participantes es un
conjunto autorizado, es decir, para todo B C 2, B € T' si y sdlo si |B| > t.

La eficiencia de un esquema se mide a través de la Tasa de informacion,
que definimos como la relacién que existe entre la longitud de la represen-
tacién binaria del conjunto K y del conjunto S. Es decir, podemos realizar
la siguiente definicion:

Definicion 4.17. Denotamos por tasa de informacion de cada participan-

1 K ; 0
1252 ||s|| y como tasa de informacion del
2 |84

esquema a p=min{p; | i € {1,...,1}}

te p; € P como el cociente: p; =

Definicion 4.18. Diremos que un esquema es ideal si se verifica que p = 1.
Proposicion 4.4. Todo esquema perfecto verifica que p < 1

Demostracion. Véase [2], Lema 2. O
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4.4.1. Esquema de Shamir

Este esquema definido en [56] fue uno de los primeros esquemas expuestos pa-
ra compartir secretos. El problema que pretende resolver es un (¢, [)-esquema
umbral, es decir trata de repartir un secreto entre un conjunto de ! parti-
cipantes de manera que todo subconjunto de ¢ o mas participantes pueda
recuperar el secreto, mientras que el resto de subconjuntos de participantes
no obtiene ninguna informacién.

Si consideramos los enteros positivos [, s y t < [, un conjunto de participantes
P ={p1,...,p} y un secreto K € {0,...,s — 1}, entonces la idea general
de este esquema es la siguiente:

1. Definimos p como el menor nimero primo que sea mayor a los enteros
syl+1.

2. Escogemos de forma aleatoria y diferentes dos a dos los elementos

ai,...,a4-1 € L.

3. Construimos el polinomio ¢(z) = K + Zf;% a;x’ de grado t — 1.

4. Asignamos a cada participante el fragmento del secreto determinado
por s; =q(j) € Zp con j € {1,...,1}.

Por el Teorema de Interpolacién de Lagrange sabemos que t personas del
conjunto de participantes pueden recuperar el polinomio ¢(x), de forma que
podrian recuperar el secreto ya que ¢(0) = K, mientras que ¢t — 1 personas
no obtendrian ninguna informacién sobre el secreto.

4.4.2. Esquema de Blakley

Blakely en [11] fue el precursor del tipo de construcciones de esquemas para
compartir secretos de tipo geométrico.

La idea general de esta construccion es considerar una recta, que es de domi-
nio publico y que pasa por el secreto, en el espacio afin y un hiperplano no
paralelo a dicha recta, tal que la interseccion entre ambos sea el secreto. Los
fragmentos que se reparten del secreto entre los participantes son puntos del
hiperplano, de forma que los conjuntos autorizados describan una variedad
afin contenida en el hiperplano, tal que al hacer la interseccién con la recta
publica recuperen el secreto.
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4.4.3. Esquema basado en cdédigos lineales

Consideremos un cddigo lineal C C F, de pardmetros [n,k,d] con matriz
generatriz Ge € Fy*". La matriz generatriz del cédigo se hace ptiblica y
el distribuidor se encarga de asociar ciertos conjuntos de indices correspon-
dientes a las columnas de G¢ a los distintos participantes. Se puede asociar
varias columnas a cada participante e, incluso, una misma columna a va-
rios, pero con la condiciéon de que las columnas adjudicadas al distribuidor
sean linealmente dependientes del conjunto de columnas asociadas a los gru-
pos autorizados e independientes del conjunto de columnas asociadas a los
conjuntos no autorizados.

Sea J C {1,...n} un conjunto de indices, denotamos por G¢(J) al conjunto
de columnas de la matriz G¢ indexadas por los elementos de J y por c(J) al
conjunto de componentes de la palabra ¢ € C indexados por el conjunto .J.
Denotamos por J; el conjunto de indices de las columnas de G¢ asociadas
al participante ¢ del esquema, y por Jp el conjunto de indices asociados al
distribuidor del esquema. Para cada conjunto A C 2¥ denotamos

Ja=J 7
Di€A
La idea general del esquema es la siguiente:

1. Se considera un secreto K € Fy" con m < k coordenadas y lo amplia-
mos hasta obtener un vector (K, a) € F’; de longitud k.

2. Se codifica el vector mediante la aplicacion:

. k
f: Fr F?

(K,a) — (K,a)Ge=c=(C1,--+,Cm;Cmtl,---,Cn) €C.

Jp Ji

Las primeras m componentes de la palabra c se asignan al distribuidor,
y al resto de participantes p; del esquema se le reparten las compo-
nentes de la palabra indexada por el correspondiente conjunto .J;.

3. Para recuperar el secreto, cada conjunto autorizado v € I' construye
el cédigo con matriz generatriz dada por las columnas de G¢ corres-
pondientes a los indices del conjunto Jp U J,, y descodifica la palabra
construida con las componentes que tienen asignadas, considerando las
componentes que corresponden al distribuidor (que son desconocidas)
como un error que debe corregir el cédigo.
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Asi la estructura de acceso minimal del esquema para compartir secretos
basado en un codigo lineal estd relacionada con el conjunto de palabras

minimales de un c6digo.
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