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Un anillo conmutativo A es local si tiene un tnico ideal maximal que
denotaremos por m.
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Un anillo conmutativo A es local si tiene un tnico ideal maximal que
denotaremos por m.

Las siguientes propiedades son equivalentes a la definicién que aca-
bamos de enunciar (siempre que 1 # 0)

1. Si la suma de cualquier par elementos en A que no sean
unidades no es tampoco una unidad.
2. Sia€ A, entonces a o bien 1 — a es una unidad.

3. Si una suma finita es una unidad, entonces también lo
serd alguno de sus sumandos.
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Ejemplo: Si F es un cuerpo y n es un entero positivo entonces el
anillo cociente

A =TF[x]/{x")
es local y su ideal maximal m son aquellas clases representadas por
polinomios con término constante nulo. Simplemente comprobando
su definicién se tiene que A no es un anillo de Galois.
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El teorema chino de los restos es una técnica recurrente dentro del
algebra. Consideremos A un anilloy ay, ..., a, ideales de A. Diremos
que los ideales a; y a; con i # j son coprimos si se cumple que
a; + a; = A. Dado el siguiente homomorfismo de anillos

b A=Al dAla,

donde ¢(a) = (a+ a1,...,a+ ap).
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Las siguientes propiedades se pueden verificar facilmente:

1. Si para cada par i # j se tiene que a;, a; son ideales coprimos
entonces

alﬂ...ﬂan:al.az....an'
2. Si a;, a; son ideales coprimos entonces también lo son sus
potencias a", aj’-” param=12 ...

3. El homomorfismo de anillos ¢ es inyectivo si y sélo si
a;nN---Na,={0}.

4. El homomorfismo de anillos ¢ es sobreyectivo si y sélo si a;, a;
son coprimos si i # j.
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Un elemento e € A de un anillo A diremos que es un idempotente
si e2 = e. Diremos que dos idempotentes e; y e» son ortogonales si
e1- e = 0y que e es un idempotente central si e-a = a- e para todo

elemento a del anillo A.
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Un elemento e € A de un anillo A diremos que es un idempotente
si e2 = e. Diremos que dos idempotentes e; y e» son ortogonales si
e1- e = 0y que e es un idempotente central si e-a = a- e para todo
elemento a del anillo A.

Un dominio de integridad finito es un cuerpo.
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— Proposicién —

Si A es un anillo, las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. A se puede expresar como una suma directa de anillos A;
coni=12...,n.

2. Existen idempotentes ¢; con i = 1,2,...,n centrales en
el anillo A tales que

1= Ze,- and A; ~ gA. (1)
i=1

3. Aes suma directa de ideales a; ~ A; parai=1,2,...,n.
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— Teorema (Estructura) —

Sea A un anillo conmutativo finito. A descompone de manera
dnica (salvo reordenamiento de los sumandos) como una suma
directa de anillos locales.
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— Proposicién —

SeaA=A10AD--- DA, la descomposicidn en anillos locales
de un anillo finito conmutativo, entonces

1. U(A) = U(A1) x U(A2) x -+ x U(An) y

2. el anillo de polinomios A[x] factoriza

Alx] = P Ail].
i=1
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Durante esta seccién el anillo A serd siempre un anillo conmutativo
finito local con ideal maximal m y cuerpo de residuos K = A/m.
Denotaremos por p la proyeccién natural

w: Alx] = K[x]

de donde el morfismo natural de A en K es simplemente la restriccidn
de 1 a los polinomios constantes.
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Durante esta seccién el anillo A serd siempre un anillo conmutativo
finito local con ideal maximal m y cuerpo de residuos K = A/m.
Denotaremos por p la proyeccién natural

w: Alx] = K[x]

de donde el morfismo natural de A en K es simplemente la restriccidn
de 1 a los polinomios constantes.

— Teorema —

Sean Ay B dos anillos tales que A C B. Entonces si b € B
existe un polinomio ménico f € A[x] tal que f(b) = 0.
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Sean f, g € A[x] dos polinomios sobre el anillo A.

1. Diremos que f es nilpotente si existe un entero n con f" = 0.

2. f es una unidad si existe g € A[x] tal que fg = 1.

3. f es regular si f no es un divisor de 0.

4. f es primo si el ideal (f) es un ideal primo propio.

5. f es ireducible si no es una unidad y si f = gh implica que, bien
g es una unidad o bien h lo es.

6. f es primario si el ideal (f) es un ideal primario.

7. fy g estan asociados si (f) = (g).

8. fy g son coprimos si (f) + (g) = A[x].
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— Teorema —

Consideremos el polinomio f(x) = ag+aix+---+apx" € Alx].

1. Los siguientes enunciados son equivalentes:
1.1 f es una unidad,
1.2 p(f) es una unidad,
1.3 ap es una unidad y ay, ..., a, son nilpotentes.
2. Los siguientes enunciados son equivalentes:

2.1 f es un polinomio nilpotente,

2.2 u(f) =0,

2.3 ai,...,a, son nilpotentes,

2.4 f es un divisor de 0,

2.5 existe un elemento no nulo a € A con af = 0.
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— Teorema (cont) —

3. Los siguientes enunciados son equivalentes:
3.1 f es un polinomio regular,
3.2 (a1,...,a,) = A,
3.3 existe un indice i, 0 </ < n tal que a; es una unidad,
3.4 u(f) #O0.
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Sea a un ideal del anillo A, denotaremos por a[x] al conjunto de
polinomios de A[x] dados por

alx] ={f(x) = a0 +aix+--+ax"€Alx] |aj€a,i=1,...,n}
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Sea a un ideal del anillo A, denotaremos por a[x] al conjunto de
polinomios de A[x| dados por

ax] = {f(x) =ao+aix+ -+ ax" € Alx] | aj €a,i=1,...,n}.

— Teorema —

Sea m el ideal maximal del anillo A. Entonces se tiene que
1. Nilradical de A[x].

m[x] = ﬂ{p | p es un ideal primo de A[x]}.

2. Radical de Jacobson de A[x].

m[x] = {f | gf + 1 es una unidad para todo g € A[x]}.
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Llamaremos a m[x] el radical de A[x] y lo denotaremos por Rad(A[x]).
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Llamaremos a m[x] el radical de A[x] y lo denotaremos por Rad(A[x]).
Sean f, g dos polinomios en el anillo A[x]. Diremos que f es un divisor

de g si (g) C (f). Diremos que es un divisor propio si la contencién
es extricta.
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— Teorema (Lema de Hensel) —

Sea f € A[x] un polinomio y

w(f) =11z
i=1

donde los polinomios gj con i = 1,2, ..., n son coprimos dos a
dos en K[x]. Entonces existen g; € A[x], i = 1,2,...,n tales
que:

1. gi, i=1,2,...,n son coprimos dos a dos,

2. u(g)=giparai=1,2,....ny

3. F=]1I; -

fa)
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Si f es un polinomio regular en el anillo A[x] existen polinomios
ménicos f; € A[x], i = 1,2,... tales que

gr(f) = gr(u(f)), fi=fy1 méd m/

y existen g; € m[x] y una unidad b; € A tales que

bif = fi+gf; méd w

£
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— Teorema —

Si f es un polinomio regular de A[x] entonces existe un unico
polinomio ménico f* tal que u(f) = p(f*) y tal quesiac A
entonces f(a) = 0 si y sélo si f*(a) = 0. Ademds existe una
unidad v € A tal que vf = f*.
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— Teorema (Polinomios regulares irreducibles) —

Sea f € A[x] un polinomio regular. Entonces
1. Si pu(f) es irreducible en K[x] entonces f también lo es.
2. Si f es un polinomio irreducible entonces u(f) = dg”
con 0 € Ky g un polinomio ménico irreducible de K[x].

3. Si f pertenece al conjunto J entonces f es irreducible si
y sélo si lo es u(f).
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Consideremos f un polinomio en A[x] regular irreducible que
esté contenido en el conjunto J. Entonces f es primo si y sélo
sim C (f) donde m es el ideal maximal del anillo A.




mUVa

Instituto de Matematicas

— Teorema (Caracterizacién de los cuerpos finitos) —

Sea A un anillo conmutativo finito y local. Los siguientes enun-
ciados son equivalentes:

1. A es un cuerpo finito.

2. Cada polinomio de A[x] irreducible y regular es también
primo.

3. Existe al menos un polinomio irreducible y regular en el
conjunto J que es primo.

Ia)
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Factorizacién en A[x|

A denota un anillo conmutativo finito y local con ideal maximal m.
En general, para un anillo local A, el anillo de polinomios A[x] no es
un anillo de factorizacién dnica, por ejemplo en Z:[x] tenemos que

X2 =x-x=(x=p)(x+p)
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— Teorema (Factorizacién) —

Consideremos un polinomio regular en el anillo A[x].

1. f = ][, &, donde § es una unidad y g; con i =

1,2,...,n son polinomios regulares primarios coprimos
entre si.

2. Sif =07, & = &[], hy, donde 8, &' son unidades y
giconi=1,2,...,n hjconj=1,2...,n, son polino-

mios regulares primarios coprimos entre si dentro de cada
serie. Entonces n = n’ y tras un posible reordenamiento

(gi) = (hi) parai=1,2,...,n.

#
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Diremos que un polinomio irreducible m € A[x] es basico irreducible
si p(m) es irreducible en K[x].
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Diremos que un polinomio irreducible m € A[x] es basico irreducible
si p(m) es irreducible en K[x].

— Proposicién —

Un polinomio f € A[x] es primario, regular no unidad si y sélo

si es de la forma
f=6r"+0

donde § es una unidad, m es un polinomio bésico irreducible,
n es un entero positivo y /3 pertenece al ideal m[x].
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— Teorema (Estructura anillos locales) —

Sea A un anillo conmutativo local con caracteristica p”, ideal
maximal m y cuerpo de residuos K = A/m. Sea r = [K: Fp] y
{m1, my,...,m:} C m un sistema de generadores minimal de
m. Entonces existe un subanillo C de A tal que

1. C ~ GR(p"™,p") es lnico y es la mayor extensién de
Galois de Zpn en A.

2. A es una imagen mediante un homomorfismo de anillos
del anillo de polinomios C[xi, x2, . .., Xt].

El anillo de Galois C se denomina anillo de coeficientes de A.

)
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Por lo tanto un anillo local A es de la forma
Clxi, x2,...,%t]/q

donde C es un anillo de Galois y q es un ideal primario con gnC = {0}.
Ademais el radical de q es (p, x1, x2,...,x:) y finalmente como C es
una imagen mediante un homomorfismo de Z,» podemos concluir que
cualquier anillo local es una imagen, mediante un homomorfismo de
anillos de Zpn[x1, X2, ..., X¢, X¢41].
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— Teorema —

Sea A un anillo local conmutativo con caracteristica p”. Si el
conjunto {a1, a,...,as} son generadores del grupo de unida-
des de A entonces el anillo A es una imagen mediante un homo-
morfismo de anillos del anillo de polinomios Zpn[x1, X, . .. , Xs].
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Un anillo de cadena es un un anillo local conmutativo con todos su
ideales propios principales.
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Un anillo de cadena es un un anillo local conmutativo con todos su
ideales propios principales.

Sea A anillo principal local con caracteristica p” ideal maximal m y
cuerpo de residuos K = A/m y anillo de coeficientes el anillo de Galois
C = GR(p™, p").

Si tomamos un elemento 6 € m \ m? entonces (§) = m y cada ideal

de A es de la forma (f') para i =1,2,...,3 — 1 donde f3 es el indice
de nilpotencia de m.

s s
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Sea A un anillo de cadena, cualquier elemento de A es de

la forma wu@' con i dnico y la unidad u estd univocamente
determinada médulo el ideal (95~7).
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Sea A un anillo de cadena, cualquier elemento de A es de
la forma wu@' con i dnico y la unidad u estd univocamente
determinada médulo el ideal (95~7).

— Corolario —

Sil<i<j<Bybce (#)enonces c € (#/77). E
particular, si (0') # 0 entonces ¢ € (9°~7).
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Sea A un anillo de cadena y sea V C A un conjunto de re-
presentantes de las clases de equivalencia de A/(f). Entonces:

1. Para cada a € A existen elementos tnicos
aop,...,ag—1 € V tales que

B—1
8= Za,- 0"
i=0

2. |V|=|A/m]|.
3. |(#)] = |A/m|PF con0<j< B 1.

B s
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— Lema —

Con la notacién anterior existen enteros positivos s y t tales
que:
1. A=C®CH®---@® ChH! como C-mddulos.

2. 05 =p(as_160° +---+ a10 + ag) donde a; € C para
i=1,2,...,s—1y ag es una unidad.

3. Como C-mddulos
CO~C,1<i<t—1 ,CO ~Cp,t<i<s—1.

4. f=(n—1)s+t, 1<t <s. Ademdssi n =1 se tiene
que s=t=g0.

J

foa )
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Para el anillo de Galois C en el teorema anterior el polinomio
g(x) =x"+ p(as—1x* P+ -+ a;x + ag) € C[x]

donde ag es una unidad se denomina polinomio de Eisenstein sobre
C. El anillo C[x]/(g(x)) se denomina extensién de Eisenstein de C.

Y
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— Teorema (caracterizacién de los anillos de cadena —

Sea A un anillo de cadena con caracteristica p” ideal maximal
m con nilpotencia fy r = [A/m : F,]. Existen enteros no
negativos t y s talesque S =(n—1)s+t, 1<t <sy

A~ GR(p™, p")[x]/(g(x), p" ' x")

y g(x) es un polinomio de Eisenstein de grado s sobre
GR(p™, p"). El resultado reciproco también es cierto, cualquier
anillo cociente de ese tipo es un anillo de cadena.

T
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— Corolario —

En las condiciones del teorema anterior, si (p,s) = 1 se tiene
que

A~ GR(p™, p")[x]/(x* + p, p""1x*).

En este caso el anillo A se denomina anillo de cadena puro.
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