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Prefacio

En las areas matematicas en las que se involucra el modelado algebraico
es de suma importancia disponer de modelos discretos adecuados para
su implementacion practica. Usualmente para la mayoria de las aplica-
ciones, especialmente en el d&mbito de la criptografia y de la codificacién
algebraica, los modelos de calculo y computaciéon subyacente han sido
los cuerpos finitos y sus anillos de polinomios. Sin embargo numerosos
estudios apuntan a que un modelo més general, el anillo finito, aporta
un mejor control de la situaciéon de modelado. El ejemplo paradigmatico
es la demostracién por Hammos et. al.! de que diversos cédigos binarios
no lineales se pueden ver como médulos sobre el anillo finito Z4 de los
enteros modulo 4. Desde ese momento el estudio de codigos sobre ani-
llos (de cadena, anillos de tipo Galois, anillos de cadena y el caso mds
general de anillos finitos de Frobenius) ha sido una de las mas fructife-
ras areas de investigacién en la codificacién algebraica. De igual forma
se pueden observar similares hitos en diferentes dreas relacionadas con
la criptografia, combinatoria y la computacién discreta-simbdlica (shift
registers, system theory, design theory, etc).

El principal objetivo de este texto es el entrenamiento del lector en
las construcciones béasicas en el ambito de los anillos finitos. Un conoci-
miento minimo de dlgebra abstracta (teoria bésica de grupos y anillos) y
algebra lineal serd deseable para seguir el curso. En el Capitulo 1 (Pre-
liminares) se apuntan aquellos resultados previos que el alumno debe
recordar de sus encuentros anteriores con el algebra. El desarrollo del
curso en la Escuela Venezolana de Matematicas 2014 se adaptard a la
formacion inicial del alumnado y serd lo mas autocontenido posible. La

"Hammons AR Jr, Kumar PV, Calderbank AR, Sloane NJA, Sole P (1994) “The
Z4 -linearity of Kerdock, Preparata, Goethals and related codes”. IEEE Trans. Inform.
Theory 40:301-319
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imposibilidad de cubrir todas las aplicaciones de los anillos finitos nos
ha hecho centrarnos en los cédigos algebraicos sobre los que los autores
centran su investigacién en este momento. Como complemento al curso
hemos realizado unas sesiones en SAGE? que estaran disponibles para
los participantes en la escuela y que mostrardn las principales construc-
ciones del texto desde un punto de vista computacional. También, para
aquél lector interesado en profundizar en la temadtica del curso, hemos
recopilado en un breve anexo (sin duda sesgado en su contenido por
nuestros intereses) unas pinceladas sobre las lecturas que pueden seguir
en el ambito de los cédigos algebraicos.

Los autores de estas notas desean agradecer a La Escuela Venezolana
de Matematicas y todas las organizaciones que la auspician la invitacién
para dictar este curso y la ayuda y paciencia brindada para la elaboracién
de las notas y la realizacion del curso. Este agradecimiento se extiende
de forma particular a Stella Brasesco y Carlos Uzcategui por su ayuda
en todo momento.

Septiembre de 2014, Los Autores

2William A. Stein et al. Sage Mathematics Software. The Sage Development
http://www.sagemath.org.



Capitulo

Preliminares

El presente capitulo es una enumeracion de resultados previos que el
lector debe conocer del algebra conmutativa relativos a anillos, ideales
y moédulos. Todos ellos se encuentran enunciados en el libro cldsico de
Atiyah y MacDonald [1] en sus dos primeros capitulos. Es recomenda-
ble al menos una lectura previa rdapida de los preliminares para fijar la
notacion y conceptos a utilizar durante todo el texto.

1.1. Anillos e ideales

Un anillo A es un conjunto con dos operaciones + : A x A — A,
(ar1,a2) = a1 +ag,y - : Ax A — A, (a,a1) — a-a; , que denomi-
namos suma y producto, tales que

1. A es un grupo abeliano con respecto a la suma.

2. La multiplicacién es asociativa y distributiva con respecto al pro-
ducto.

Durante todo el texto sélo consideraremos anillos conmutativos con uni-
dad, es decir verificando a-b = b-a, a,b € A y que contengan un elemento
le Atalquea-1=1-a = a, para todo a € A. Salvo que explicitamen-
te se cite otro caso entenderemos por anillo un anillo conmutativo con
unidad.
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Diremos que un anillo A es un cuerpo si para cada elemento a € A
no nulo existe su inverso respecto de la multiplicacién que denotaremos
a b

Una aplicacién f : A — B entre los anillos A y B, diremos que es un
homomorfismo de anillos si cumple

1. f(a1 + a2) = f(a1) + f(az2), para todo par aj,as € A.
2. f(a1-a2) = f(a1) - f(az), para todo par aj,as € A.
3. f(14) = 1.

La imagen y el nicleo de f son subanillos de B y de A respectivamente,
es decir, un subconjuntos de B y de A que, con las operaciones corres-
pondientes en A o B, son anillos. La composicién de homomorfismos de
anillos es un homomorfismo de anillos.

Un subconjunto a C A del anillo A diremos que es un ideal de A si
es un subgrupo del grupo abeliano (A4, +) y cumple que a - A € a para
todo a € Ay todo A € a. La interseccién de ideales es un ideal. Dado
un subconjunto S C A, denotaremos por (S) al ideal minimo de A que
contiene a S, es decir, la interseccién de todos los ideales de A que
contienen a S.

(S) = {aeA | a:Zai-si donde s; € S, a; EAynnatural}.

=1

Dado a € A, notaremos por (a) = aA y lo denominaremos ideal principal
generado por a.

Como a es un subgrupo de A, podemos considerar el grupo cociente A/a.
Definimos el producto de las clases de equivalencia como la clase que
contiene el producto de dos de sus representantes. Se puede comprobar
que dicho producto estd bien definido y que dota a A/a de una estructura
de anillo que es la tnica que podemos definir en A/a de modo que el
morfismo de paso al cociente A — A/a sea un homomorfismo de anillos.

Proposicién 1.1.1. Sea a C A un ideal del anillo A y7m: A — A/a
el homomorfismo de paso al cociente. Se verifica la correspondencia bi-
univoca entre los ideales de A que contienen a a y los ideales de A/a.
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Un ideal p C A del anillo A diremos que es un ideal primo de A si cumple
que si a-b € p entonces a € p o b € p. un ideal a C A es primario si
y sélo si para todo a y b tales que ab € a, si a ¢ a entonces existe un
entero natural n tal que b" € a.

Un elemento a € A diremos que es un divisor de cero si existe un elemen-
to b € A no nulo tal que a - b = 0. Diremos que un anillo de integridad
o integro el elemento nulo es el tnico divisor de cero. Diremos que un

ideal m C A es mazimal si los tinicos ideales que contienen a m son m y
A.

Proposiciéon 1.1.2. Sea A un anillo.

1. Unidealp C A es un ideal primo de A si y sélo si A/p es un anillo
integro.

En todo anillo A # 0 ezisten ideales mazimales.
En todo anillo A #£ 0 existen ideales primos minimales.

Todo ideal a C A estd incluido en un ideal mazimal.

Svot o e

Un ideal m C A es mazimal si y sélo si A/m es un cuerpo. En
particular, los ideales maximales son ideales primos.

Aquellos anillos que tienen exactamente un anillo maximal se denominan
locales.

Proposicién 1.1.3.

1. Sea A un anillo y m # (1) un ideal de A tal que cada © € A—m es
una unidad de A. Entonce A es un anillo local y m su inico ideal
mazimal.

2. Sea A un anillo y m un ideal mazximal de A tal que cada elemento
de 1+m es una unidad de A. Entonces A es un anillo local.

Un elemento z € A del anillo A es nilpotente si existe un entero no nega-
tivo n tal que 2" = 0. El conjunto 91 de todos los elementos nilpotentes
de A es un ideal que se denomina nilradical de A.

Proposicién 1.1.4. El nilradical de A es la interseccion de todos los
ideales primos de A.
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El radical de Jacobson R de un anillo A es la interseccién de todos los
ideales maximales de A.

Proposiciéon 1.1.5. Un elemento x € R pertenece al radical de Jacob-
son si y solo si 1 — zy es una unidad en A para todo elemento y € A.

1.2. Moébdulos

Sea A un anillo y M un conjunto. Diremos que una operacion + :
M x M — M , (m1,m2) — mj + mg y una aplicacién - : A x M — M,
(a,m) — a-m definen en M una estructura de A-mddulo cuando cum-
plen

1. (M,+) es un grupo conmutativo.
2.a-(m+n)=a-m+a-n,paratodoa € Ay m,ne M.
3. (a+b)-m=a-m+b-m, para todoa,b€e Ay m e M.
4. (ab)-m =a-(b-m), para todo a,b€ Ay m e M.

5. 1-m = m, para todo m € M.

Nétese que todo ideal a C A es un A-mddulo con la suma definida y el
producto ya definido en A. Un subconjunto N C M de un A-mdédulo
M es un submddulo de M si con la operaciones que definen M es un
A-médulo. Como N es un subgrupo de M, podemos considerar el grupo
cociente M /N. Definimos el producto de una clase de equivalencia por
un elemento del anillo a € A como la clase que contiene el producto de
uno de sus representantes por a. Se puede comprobar que dicho producto
estd bien definido y que dota a M/N de una estructura de médulo.
Sea {M;}ier una familia de A-médulos. Su producto directo se deno-
tard por [[,.; M;, mientras que su suma directa @@, ; M; denotara el
subconjunto de [[;.; M; formado por aquellos elementos con un niimero
finito de entradas no nulas. Ambos son A-mddulos con la suma defini-
da componente a componente y el producto por un elemento a € A se
realiza multiplicanco cada una de sus componentes por a.

Una aplicacién f : M — M entre A-médulos My, My es un homomor-
fismo de A-mdédulos si cumple
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1. f(m+n)= f(m)+ f(n), para todo m,n € M.
2. f(am)=af(m), paratodoa € Ay m € M.

Los elementos de un médulo M que por un homomorfismo de A-mdédulos
f M — N tienen su imagen en el 0p; se les denomina nicleo de f y
denota por Ker f. Ker f es un submoédulo de M y f es inyectiva si y sélo
si Ker f = {On}. Los elementos de la imagen Im f forman un submédulo
de M. Cuando f es biyectiva diremos que f es un isomorfismo de A-
modulos y lo denotaremos por 2.

Proposiciéon 1.2.1. Sea f : M — N un morfismo de A-mddulos. Se
cumple que

M/Ker f = Im f,
donde la aplicacion viene dada por la proyeccion natural.

Dado un conjunto {M;};e; de submédulos de M denotaremos

ZMZ- = {m EM|m= ZT’%COH m; € M;nulos para casi todo ¢ € I}
i€l el

que es el menor submdédulo de M que contiene a los submddulos de la
familia {M;};c;. Diremos que dos submdédulos Mj, Ms de M son una
suma directa si My N My = {0}, es decir q el homomorfismo M & My —
M + Ms, (m1, mg) — mq + mgy es un isomorfismo.

Sea {m;}icr un conjunto de elementos de un A-médulo M, denotaremos
por (m;);er al conjunto

{m eEM|m= Zaimi, a; € A, con a; = 0 salvo un ntimero ﬁnito} .
el

(m;)ier es el menor submdédulo de M que contiene la familia {m; };er que

denominamos sistema generador de M si (m;);e; = M, si el conjunto de

indices I es finito diremos que el médulo M es de tipo finito o finitamente
generado.

Proposicién 1.2.2 (Lema de Nakayama). Sea A un anillo local con
ideal maximal m y M un A-mddulo finitamente generado. Denotemos

mM:{meM]m:Zaimi, conaiemymieM}.
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Se tiene que mM = M si y solo st M = 0. Por lo tanto my,...,m, € M
es un sistema generador de M si la clases correspondientes en M /mM
por la proyeccion natural son un sistema de generadores de M /mM .

Cado un A-médulo M diremos que el conjunto B = {by,bo,...,b,} es
una base libre de M si y sélo si

1. B es un conjunto generador de M y

2. si a1by + asby + - -+ + apb, = 0py con a; € A parai=1,2,...,n,
entonces a; =04 parat1=1,2,...,n

Si M tiene una base libre con n elementos, entonces M se dice mdodulo
libre de rango n, o mas generalmente libre de rango finito.



Capitulo

Cuerpos finitos

En este capitulo comenzaremos revisando algunas generalidades de la
estructura algebraica de cuerpo, aunque rapidamente nos centraremos
en el estudio de los cuerpos finitos. Seguidamente, haremos una intro-
duccién a la teoria de Galois; para terminar con el estudio del reticulo
de subcuerpos de un cuerpo y las funciones traza y norma. Aunque el
capitulo intente ser autocontenido, los conceptos bésicos de la teoria de
cuerpos pueden encontrase en [4].

2.1. Cuerpos y extensiones de cuerpos

Definicién 2.1.1. Un cuerpo (F,+,-) es un conjunto no vacio en el
que se han definido dos operaciones binarias: la adicion, denotada por
+, y el producto, denotado por -. Los conjuntos (F,+) y (F\ {0},-) son
grupos abelianos y ademads, el producto es distributivo con respecto a la
adicion. Los elementos neutros de ambas operaciones son diferentes y se
denotan, respectivamente, como 0 y 1.

Nota. En adelante, adoptaremos la notacion F* para el conjunto de
elementos no nulos de F.

Definicion 2.1.2. Un cuerpo se llama primo si no contiene ningin
subcuerpo propio.

Teorema 2.1.1. Todo cuerpo F contiene un cuerpo primo que es, o bien
Q, o bien Z, = Z/pZ para algin primo p.

7
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Demostracion. La aplicacion

p:Z — F
m — mlp

es claramente un isomorfismo de anillos. Por tanto, Z/Ker ¢ = Im ¢ < F.
Si ¢ es un monomorfismo, Q, el cuerpo de fracciones de Z debe estar
contenido en F. En otro caso, ¢ no es inyectiva y Ker ¢ es un ideal no
nulo de Z. Puesto que Z/Ker ¢ es un dominio de integridad, Ker ¢ es un
ideal primo no nulo, y por tanto maximal, de Z. Asi pues, ha de existir
un primo p € Z tal que Ker ¢ = pZ. Asi pues Z, es un cuerpo y Z, < .
|

Definicion 2.1.3. Un cuerpo F tiene caracteristica cero st Q < F, y
tiene caracteristica p si Zy <.

Observacién 2.1.1. Notemos que cualquier cuerpo de caracteristica
cero, como R o C, contiene el cuerpo primo Q, por tanto tiene un nimero
infinito de elementos. A su vez, un cuerpo finito tiene necesariamente
caracteristica p. Sin embargo, existen cuerpos de caracteristica p que no
son finitos.

Definicion 2.1.4. Un par de cuerpos K y F con F C K se llama exten-
sion de cuerpos y se denota por K|F.

Ejemplo 2.1.1. C|Q, C|R, R|Q son extensiones de cuerpos.

Dada una extensién K|F de cuerpos, es ficil ver que K es un F-espacio
vectorial. Asi pues, tiene sentido la siguiente definicién.

Definicién 2.1.5. Se llama grado de la extension K|F a la dimension
del F-espacio vectorial K. Se denota por [K : F]. La extension se dice
finita si su grado es finito, e infinita en caso contrario.

Si K|F es una extensién de cuerpos y S C K, el cuerpo obtenido a partir
de F por la adjuncién de S es F(S) = ({L < K|FUS C L}. Es claro
que F(S)|F es la menor extensién de F que contiene a S. En el caso en
que S = {a}, la extensién F(a)|F se dice simple y se puede probar que

F(a) = { £ £.9 € Fla], g(a) # 0}.
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Definicién 2.1.6. Dada una extension de cuerpos K|F, un elemento a €
K se dice algebraico sobre F si existe un polinomio no nulo f(x) € Fx]
tal que f(a) = 0. En caso contrario, el elemento se dice trascendente.
La extension K|F se dice algebraica si todos los elementos de K son
algebraicos sobre F. En caso contrario, se dice trascendente.

Ejemplo 2.1.2. El elemento /2 € R es algebraico sobre Q, pues es la
raiz del polinomio 22 — 2. Por otra parte, i € C es algebraico sobre Q, ya
que es la raiz de 22 + 1. La extensiéon R|Q no es algebraica; por ejemplo,
7 y e son trascendentes sobre Q.

Teorema 2.1.2. Sean K|F una extension y a € K un elemento alge-
braico sobre F. Entonces:

1. Eziste un tnico polinomio mdnico irreducible p(x) € F[z] tal que
p(a) = 0.

2. Sig(x) € Flz], entonces g(a) =0 si y sdlo si p(x)|g(z) en Flx].

3. F(a) = Fla] = {f(a)| f(x) € Flz]}. Ademds, todo elemento de
F(a) admite una expresion inica de la forma r(a), conr =0 o con
gr(r) < gr(p). Asi pues, sin = gr(f), el conjunto {1,a,...,a" '}
es una F-base de F(a).

Demostracion. Es claro que si a es raiz del polinomio f(z) = Y1 fiz!
con f,, # 0, entonces también lo es del polinomio ménico f,,1f(z).
Denotaremos por p(z) un polinomio ménico de grado minimo en F[z].
Es evidente que p(x) debe ser irreducible, pues, en otro caso existiria
un divisor propio de p(z), denotado por ¢(z), con grado estrictamente
menor que el de p(z) tal que ¢g(a) = 0.

En cuanto a la unicidad, supongamos que existe otro polinomio s(z) €
F[x] ménico e irreducible tal que s(a) = 0. Entonces, gr(p) < gr(s).
Dividiendo por p(z) encontramos dos polinomios, ¢(z) y r(z) tales que
s(z) = p(z)q(x) + r(x) con r = 0 o gr(r) < gr(p). Si r(x) no es nulo,
entonces tendriamos r(a) = 0, lo que contradice la minimalidad del
grado de p(x). Asi pues, q(x)|p(x), pero esto es imposible, ya que p(x)
es irreducible.

Un razonamiento andlogo nos permite probar la segunda afirmacién.
Por 1ultimo, consideramos la aplicacion

0:Flz] — Flal
f@) — f(a)
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Puesto que a es algebraico sobre I, Ker§ = (p(x)) es un ideal maximal
de F[z]. Por tanto, F[z]/Ker 6 = F[a] es un cuerpo contenido en F(a), y
entonces, Fla] = F(a). Asi pues, dado un elemento b € F(a) cualquiera,
podemos encontrar un polinomio g(z) € F[z] tal que b = g(a). Si dividi-
mos g(z) entre p(x) tendremos que g(z) = c(x)p(x) 4+ r(x), con r(z) = 0
o tal que gr(r) < gr(p). Sustituyendo en a, tenemos que b = g(a) = r(a).
Para probar la unicidad, supongamos que b = r(a) = r1(a), con gr(r) <
gr(p) = ny gr(r;) < gr(p) = n. Entonces (r — r1)(a) = 0, por lo que
tiene que p(z)|(r — r1)(x). Ahora bien, puesto que gr(r — 1) < n, debe
tenerse que r(z) —ri(z) = 0.

Probaremos ahora que el conjunto {1,a,...,a" '} es una F-base de K.
Es libre puesto que si existen escalares de F tales que A\gl + A\ja + -+ - +
An_1a"~1 = 0, entonces a es una raiz de f(z) = Ao+ A1+ -+ X127 L.
En consecuencia p(z)|f(xz) y f(x) = 0. Es un sistema generador de
F(a) puesto que si b € F(a), entonces existe un polinomio r(x) € F[z]
con grado estrictamente menor que n tal que b = r(a). Asi pues, b =
Aol +Ara+ -+ Apga™t n

Definicién 2.1.7. Dados un cuerpo F y un polinomio f(x) € Flx], se
llama cuerpo de descomposicion de f(x) sobre F a un cuerpo K extension
de F que cumple estas dos propiedades:

1. f(x) tiene todas las raices en K, por tanto, existen A € K y
ai,...,an € K tales que f(x) = MNMax —a1) -+ (x — ap) € K[z].

2. K es la menor extension de F con esta propiedad, esto es, K =
Flay...,an).

La existencia y la unicidad del cuerpo de descomposicién de un polino-
mio se establecen en el siguiente resultado, cuya demostracién se puede
encontrar en [4].

Teorema 2.1.3. Para cada polinomio f(x) € Flz| de gradon > 1 eziste
un cuerpo de descomposicion sobre F. Este cuerpo de descomposicion es
Unico salvo isomorfismo.
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2.2. Anillos de polinomios sobre cuerpos finitos

Tras introducir las nociones generales de cuerpos y extensiones de cuer-
pos, asi como algunas de sus propiedades, en esta seccidon nos centra-
remos en los cuerpos finitos. En adelante, si no se refiere lo contrario,
K representard un cuerpo finito de caracteristica p. Su cuerpo primo
3 3 o ~1 A4 . — o — N
serd Z, y si el grado de la extensién [K : Z,] = n, entonces |K| = p™.

Teorema 2.2.1. Sea K un cuerpo, no necesariamente finito, y G un
subgrupo del grupo multiplicativo (K*,-). Si G es finito, entonces G es
un grupo ciclico. En particular, si K es finito, (K*,-) es un grupo ciclico.

Demostracion. Supongamos que G es finito. En ese caso, G es un pro-
ducto directo de grupos ciclicos. Sean |G| = n y exp(G) = r el orden y
el exponente de G. En ese caso, g" = 1 para todo g € G, es decir, los ele-
mentos de G son raices del polinomio 2" —1 € Zy[z] C K[z]. Este polino-
mio tendrd, como maximo, r raices en K, por tanto, n = |G| < r. Como
el exponente de GG divide a su orden, necesariamente n = r. As{ pues, G
posee un unico factor invariante y por tanto es ciclico. [ |

Observacién 2.2.1. Si K es un cuerpo finito, entonces (K*,-) = Cpn—1
con |K| = p". Por otra parte, (K,+) = C,&--- @), por tanto, el grupo

aditivo (K, +) tiene exponente p.

Corolario 2.2.1 (Pequeno teorema de Fermat). Para todon € Z y p
primo, n? = n(mod p). Si (n,p) = 1, entonces n?~1 = 1(mod p).

Demostracion. Sea K = Z,, entonces (K*,-) = Cp_1. Si n € Z es relati-
vamente primo con p, entonces su imagen por el epimorfismo canénico
©: Z — Zy es diferente de cero, esto es, n # 0. En ese caso, nP~1 = 1. Por
tanto, n?~! = 1 (mod p) y, en consecuencia, n? = n(mod p). El resultado
es trivial si n es un multiplo de p. [ |

Teorema 2.2.2 (Teorema del elemento primitivo para cuerpos finitos).
Sean F un cuerpo finito y K|F una extension finita. Entonces la extension
es simple, es decir, existe un elemento u € K tal que K = F(u).

Demostracion. Si la extensién K|F es finita y F es un cuerpo finito,
entonces K también es finito. Sea u € K el generador del grupo multi-
plicativo (K*, ). Es facil ver que K = Z,(u) = F(u). [ |
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Observacion 2.2.2. Nétese que si u es un generador del grupo multipli-
cativo K*, esto es, K* = (u), entonces K = Z,(u) = F(u) para cualquier
cuerpo intermedio Z, < F < K. Sin embargo, el reciproco no es cierto,
pues si K = Z,(u), no necesariamente, K* = (u).

Proposicion 2.2.1. Sea K un cuerpo con caracteristica p diferente de
cero. Sir > 1, entonces la aplicacion

p: K — K
a —

es un Zyp-homomorfismo de K en K. Si K es finito, entonces ¢ es un
automorfismo de cuerpos.

Demostracion. La aplicacién ¢ es claramente un homomorfismo de cuer-
pos. En efecto, p(a +b) = (a +b)P = a® + b = ¢(a) + ¢(b) ¥y
o(ab) = (ab)?" = a? b = p(a)p(b), para todo a,b € K. Para ver que
es Zp-homomorfismo, debemos probar que ¢ fija todos los elementos de
Zp. Si a € Zy, claramente a” = a y entonces ¢(a) = a. Por tltimo, si
K es finito, la inyectividad de ¢ implica que ¢ es un automorfismo. En
consecuencia, ¢ es un Zp-automorfismo de K. [ |

Teorema 2.2.3 (Teorema de existencia y unicidad de cuerpos finitos).
Sip >0 esprimo yn > 1 es un numero cualquiera, entonces existe un
cuerpo K con orden |K| = p". SiK; y Ky son cuerpos y |[Ki| = |[Ka| = p",
entonces Ky y Ko son Z, isomorfos.

Demostracion. Sea f(z) = 2P" —x € Zy[x] y sea ¥ el cuerpo de descom-
posicién de dicho polinomio sobre Z,. Sea K el conjunto formado por
todas las raices de f(z) en X. Puesto que f/'(z) = —1 # 0, el polinomio
f(x) no tiene raices dobles, asi pues el cardinal de K serd igual al grado
de f(x), esto es p™.

Veamos ahora que K es un cuerpo y que Z, C K. Dados dos elementos
cualesquiera a,b € K, ambos son raices de f(z), y por tanto, satisfacen
a’" = ay " =b. Asi pues, (a +b)P" = a" + " = a + b. De igual
forma, puede verse que (ab)pn = ab. Asi pues, K es un cuerpo y, por el
corolario 2.2.1, Z, C K. En consecuencia, ¥ = Z,(K) = K y |[K| = p".
Reciprocamente, supongamos que K es un cuerpo y que |K| = p”. El
grupo K* es ciclico y tiene orden p™ — 1, por tanto, para todo elemento
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a € K* tendremos que a?" ~! = 1 y entonces a”" = a. Lo mismo sucede si
a = 0. Asf pues, los elementos de K son las raices del polinomio zP" — z.
Como |K| = p" y el niimero de raices del polinomio 27" — x es a lo
sumo p”, K es el conjunto de raices de 2P" — z y, por tanto, el cuerpo de
descomposicién de zP" — z sobre Zy,. Por dltimo, si Kq y Ko son cuerpos
con |K;| = |Ka| = p", K1 y Ky son cuerpos de descomposicién de zP" —x
sobre Z, y, por el teorema 2.1.3, son Z,-isomorfos. [ |

Nota. El cuerpo de p™ elementos de denotard en adelante como Fyn.

Corolario 2.2.2. Si K es un cuerpo finito tal que |K| = p™ y F es un
subcuerpo de K, entonces " — x € Zy[x] C Flz] se escinde en K, esto

es, V" —x = H(x—a).

acK

2.3. Introduccién a la Teoria de Galois

En esta seccion determinaremos el grupo de F-automorfismos de una
extensiéon K|F de cuerpos finitos. Este grupo se conoce como grupo de
Galois de la extensién K|F.

Definicién 2.3.1. Un polinomio irreducible f(x) € F|x] se dice separa-
ble sobre F si todas las raices de f(x) en un cuerpo de descomposicion K
sobre IF son simples. En caso contrario, el polinomio se dice inseparable.

Definicién 2.3.2. Sea K|F una extension algebraica. Un elemento a €
K se dice separable sobre F si su polinomio irreducible asociado es sepa-
rable sobre F. La extension K|F se dice separable si todo elemento a € K
es separable sobre F.

Teorema 2.3.1. Sea K un cuerpo finito. Entonces K es una extension
separable de Z, vy, por tanto, de cualquier F con Z, C F C K. El grupo
de F-automorfismos de K, Autp(K), es un grupo ciclico generado por el
automorfismo de Frobenius

K

aq

p: K —
a —

con q = |F|. El orden de ¢ esn = [K: F].
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Demostracion. Sea |K| = ¢". Sabemos que K es cuerpo de descompo-
sicién del polinomio 29" — 2 € Zy[z]. Todas las raices del polinomio
f(z) = 27" — 2 son simples (f'(x) # 0). Por otra parte, el polinomio
irreducible asociado a cualquier a € K debe dividir a f(z) y, por tanto,
solo puede tener raices simples. Es decir, a es separable sobre Z, y la
extensién K|Z, es separable. Lo mismo sucede para cualquier extensién
intermedia K C IF C Z,,.

La aplicacién ¢ : K — K es claramente un automorfismo (proposicién
2.2.1). Puesto que |F| = ¢, IF es cuerpo de descomposicién del polinomio
9 — x sobre Z,. Por tanto, a? = a para todo a € 'y ¢ fija todos los
elementos de F. Esto es, ¢ es un F-automorfismo de K y tenemos que
(¢) < Autp(K).

Veamos ahora que el orden de ¢, o(¢), es el grado n de la extension K|F.
Es claro que ¢"(b) = b?" = b para todo b € K. Por ello, ¢" = 1g y
o(@)|n. Por otra parte, si o(¢) = m # n, esto implica que ¢ = 1k. Esto
es, ¢"(b) = b™ = b para todo b € K y todos los elementos de K son
raices del polinomio 29" — x con m < n, lo que contradice la definicién
de K. Luego, o(¢) = n.

Por 1ltimo, probemos que Autp(K) = (¢). Para ello, tomamos un ele-
mento ¢ € Autp(K) cualquiera. Puesto de K* = (a) para un cierto
a € Ky K = Zpy(a) = F(a) (observaciéon 2.2.2), el F-automorfismo ¢
queda univocamente determinado por la imagen ¢(a). Sea p(z) el poli-
nomio irreducible asociado a a. Este polinomio tiene grado n y se escinde
en K. Por tanto, ¢(p(a)) = p(¢(a)) = 0. Es decir, p(a) es una raiz de
p(z) en K. Puesto que p(z) tiene a lo sumo n raices en K, existen a
lo sumo n elecciones para el valor ¢(a). Asi, el orden |Autp(K)| < n.
Ahora bien, (¢) < Autp(K) y n = [(¢)| < |Autp(K)| < n. Por tanto

Autp(K) = (¢). u

Corolario 2.3.1. Sea f un polinomio irreducible de grado n en Fq|x].
El cuerpo de descomposicion de f sobre Fy es K = Fn.

Demostracion. Sea a una raiz de f(x) en su cuerpo de descomposicion,
K, sobre F. Por el teorema anterior, las imagenes de a por las diferentes
potencias de ¢, ¢(a) = a?,...,¢" 1(a) = aqn71,¢"(a) = a, constituyen
todas las rafces de f(z). Asi pues, K = F(a,a?,...,a?" ) = F(a). Puesto
que el grado de la extensién es n, se tiene que K = Fyn. [ |
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2.4. Subcuerpos, traza y norma. Bases

Dedicaremos esta seccion al estudio del reticulo de subcuerpos de un
cuerpo finito. Introduciremos también las funciones traza y norma, de-
finidas desde el cuerpo en alguno de sus subcuerpos. Por 1ltimo, termi-
naremos la seccién con el concepto de base normal.

Teorema 2.4.1 (Teorema del subcuerpo). Sean K y F cuerpos finitos
tales que |K| = p™ y |F| = p™. Entonces F es un subcuerpo de K si y
sélo si m|n.

Demostracion. Supongamos que F < K. En ese caso, K es una extensiéon
finita de F. Por tanto, cualquier [F-base de K tiene cardinal finito, que
denotamos por k. Asf pues, p” = p*™ y m|n.

Reciprocamente, supongamos que m|n. En ese caso, p™ — 1 divide a
p" — 1y, en consecuencia, zP" — z divide al polinomio 2P — x en Z,[z].
Por tanto, todas las raices de zP" — x lo son también de zP" — z, lo que
implica que F < K. [ |

Figura 2.1: Reticulo de subcuerpos de Fji2

Corolario 2.4.1. 1. Sean K un cuerpo finito tal que |[K| =q¢=p™ y
n > 1 un numero natural. Entonces, existe una extension simple
de K, K(a), con |[K(a) : K| = n.

2. Si Ky y Ko son extensiones de K y [K; : K] = n = [Kqg : K],

entonces Ky y Ko son K-isomorfas.
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3. Para todo natural n > 1 existe un polinomio irreducible de grado
n sobre K.

Demostracién. Para el punto 1, basta considerar el polinomio z¢" — z
y L el cuerpo de descomposicién de este polinomio sobre Z,. Sabemos
que |L| = ¢" y, por el teorema 2.4.1, K < L. Como |L| = ¢" = |K|",
entonces, [L : K] = n y, por el teorema 2.2.2, existe un elemento a € L
tal que L = K(a). Para el punto 2, si K; y Ky son dos extensiones de
K tales que [K; : K] = [Ky : K] = n, entonces |K;| = |[Ky| = ¢" y, por
tanto, K; y Ky son cuerpos de descomposicién del polinomio z¢" — x
sobre K. Por el teorema 2.1.3, K; y Ky son K-isomorfos. Por ltimo,
para el punto 3, tomamos p(x) € K]z] el polinomio irreducible asociado
al elemento a del punto 1. [ |

A continuacién definiremos una aplicacién de un cuerpo finito K en
un subcuerpo suyo F que recibe el nombre de traza. Veremos que esta
aplicacién es F-lineal, pero no K-lineal.

Definiciéon 2.4.1. Sean F = F, un cuerpo finito y K = Fyn una exten-
sion suya. Para cada elemento a € K, la traza de a, 'I‘rK|F(a) se define
como

Trgr(a) = a+a? + - + al" "

Si F es el cuerpo primo de K, entonces TrKHF(a) se llama traza absoluta
de a y se denota por Trg(a).

Notemos que, dado un elemento a € K, su traza es la suma de todas las
imagenes de a por las diferentes potencias del automorfismo de Frobe-
nius, ¢. Por ello, ¢(Trgp(a)) = Trgr(a) para todo a € K. Y entonces,
Trgr(a) € F para todo a € K.

Las principales propiedades de la funcién traza se encuentran resumidas
en el siguiente resultado, cuya demostracién puede encontrarse en [9].

Teorema 2.4.2. Sea F = F,; y sea K = Fyn una extension suya. La
funcion traza satisface las siguientes propiedades:

1. Trgjp(a +b) = Trgjr(a) + Trgrp(b) para todo a,b € K.
2. Trgp(ca) = cTrgjr(a) para todo c € F y a € K.

3. Trgp es una transformacion lineal suprayectiva de K en F.
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4. Trgr(a) = na para todo a € F.
5. Trgr(a?) = Trgp(a) para todo a € K.

Dada una cadena de extensiones de cuerpos, la funcién traza se puede
calcular utilizando el siguiente resultado.

Teorema 2.4.3. Sea F un cuerpo finito. Sean K una extension finita
de F y L una extension finita de K. Entonces, para todo a € L,

Tryr(a) = Trgp(Tryx(a))-

Demostracion. Supongamos que F = F, y que los grados [K : F] y [L : K]
son m y n respectivamente. Entonces [L : F] = mn y para todo a € F
tenemos que

m—1 ) m—1 [n—1 )
7 jm

Trgp(Trok(a) = Z(TTMK(G))q = Z Zaq

i=0 =0 7=0

m—1n—1 mn—1

Jgm-+i
— al > a” =Tryp(a)
i=0 j=0 k=0

Atun podemos definir otra funcién de un cuerpo K sobre un subcuerpo
suyo . Esta funcion se obtiene mediante el producto de un elemento
a € K por todos sus conjugados sobre el subcuerpo F.

Definicién 2.4.2. Sea F = F, un cuerpo finito y sea K = Fgn una
extension suya. La morma Ngr(a) de un elemento a € K sobre F se
define como

Notemos que la imagen de NK‘F(G), para todo a € K es invariante por
el automorfismo de Frobenius. Por ello, Ngp(a) € F para todo a € K.
Las propiedades de la funcién norma se resumen a continuacién. Una
demostracién de ellas se puede encontrar en [9)].
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Teorema 2.4.4. Sea F = F,; y sea K = Fyn una extension suya. La
funcion norma satisface las siguientes propiedades:

1. Ngjp(ab) = Ngjr(a)Ngr(b) para todo a,b € K.

2. Nk es una transformacion lineal suprayectiva de K en F y de K*
en F*.

3. Ngjr(a) = a” para todo a € FF.
4- NK\F(aq) = NKUF(a) para todo a € K.

El comportamiento de la funcién norma con respecto a las extensiones
intermedias de un cuerpo es similar al de la traza, como se puede apreciar
en el resultado siguiente.

Teorema 2.4.5. Sea F un cuerpo finito. Sean K una extension finita
de F y I una extension finita de K. Entonces, para todo a € L,

Npjr(a) = Ngr(Ny(a))-
Por 1ltimo, introducimos el concepto de base normal.

Definicién 2.4.3. Sea F =F; y sea K = Fy» una extension suya. Una
F-base de K de la forma {a,a?.. .,aqnil}, que consiste en un elemento
a adecuado y todos sus F-conjugados, recibe el nombre de base normal
de K sobre IF.

Es posible probar, ver [9], que si F es un cuerpo finito y K es una ex-
tension finita de IF, entonces es posible construir una base normal de K
sobre F. Este resultado se conoce como teorema de la base normal.
Finalmente, damos un criterio para decidir cuando un conjunto de n ele-
mentos constituyen una F-base de K. Su demostraciéon puede encontrarse
también en [9].

Teorema 2.4.6. Sea F =F, un cuerpo finito y sea K = Fyn una exten-

sion suya. El conjunto {ai,...,a,} es una F-base de K si y sdlo si
a/l a/2 .. an
a al - al
#0
qn—l qn—l qn—l
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2.5. Estructura multiplicativa. Raices de la uni-
dad

Terminaremos este capitulo estudiando la estructura multiplicativa de
un cuerpo finito, es decir, el conjunto de las raices de la unidad.

Definicion 2.5.1. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0 y sea n un
numero natural. Se llama n-simo cuerpo ciclotomico sobre K, denotado
por K | al cuerpo de descomposicion sobre K del polinomio ™ — 1 €
K[z]. El conjunto de raices de ese polinomio en K™ se llama conjunto
de n-raices de la unidad sobre K y se denota por E™).

Proposicién 2.5.1.

1. E™ es un subgrupo ciclico finito del grupo multiplicativo K™\ {0}.
Siptn (en particular si p=0), entonces E™ es un grupo ciclico
de orden n.

2. Si E™ = (£), entonces KM = K(¢).

3. Sin =mp® con (m,p) = 1, entonces se tiene que Em = p0) 4
Km) — K™

Demostracion. Para probar la primera afirmacién notemos que el con-
junto E™ estd formado por todas las raices del polinomio 2" —1 € K[z].
Por tanto, su cardinal debe ser, necesariamente, menor o igual a n. Por
otra parte, es facil ver que E(™ es un subgrupo de K™\ {0} y, por tanto,
ciclico. Ahora bien, si p{n, f(z) = 2" — 1y f'(z) = na"!
raices en comun, por lo que f(x) tiene exactamente n raices diferentes
en K y [EM™| = n.

La segunda afirmacion se sigue del hecho

no tienen

K™ = K(BM) = K(¢, €2,...) = K(¢).

Por ltimo, si n = mp?, £ € E™ siy sélo si &" = 1, es decir, si y sélo si
" —1=0, olo que es lo mismo, si y s6lo si ™" —1 = (£m —1)P" =0,
o equivalentemente, £ € Em). [ |

Definicion 2.5.2. Sea K un cuerpo de caracteristica p > 0. Sea n € N
tal que (n,p) = 1. Se llama n-raiz primitiva de la unidad, &, a cualquier



20 E. Martinez-Moro, A. Pinera-Nicolds, |.F. Rua

generador de E™) . El polinomio que tiene como raices todas las n-raices
primitivas de la unidad recibe el nombre de n-simo polinomio ciclotémico
y se representa por ¢p(x).

Notese que, si £ es una n-raiz primitiva de la unidad, entonces £" =
mientras que £"* # 1 para cualquier m < n. Por otra parte, es facil
ver que £° es n-raiz primitiva para todo s relativamente primo con n.
Asi pues, el n-simo polinomio ciclotémico se puede escribir como

tn(@) = [[ (@-¢)eK™al

(sy,n)=1,s<n
Por tanto, si ¢ representa la funcién de Euler, el grado de ¢,,(x) serd ¢(n).

Ejemplo 2.5.1. Sea K= Q y n = 4. En ese caso,
EW ={1,-1,i,—i} = (i) = (=i = ).

Asi pues, las 4-raices primitivas de la unidad son {i, —i} y el cuarto
polinomio ciclotémico

$a(z) = (x —i)(w +i) =2 + 1.
Proposicién 2.5.2.

1 "~ 1=l dal@).

2. SiF es el cuerpo primo de K, entonces ¢,(x) € Flx]. Si la carac-
teristica de F es cero, entonces ¢ (x) € Zlx].

Demostracion. Para probar la primera afirmacion notemos que las raices
del polinomio 2™ — 1, en K™, son las n-raices de la unidad. Supongamos
que £ es una n-rafz primitiva, es decir, E™ = (€), entonces si 1 es
una raiz de =™ — 1, n = £° para un cierto s. Es claro que n es una
d-raiz primitiva para d = n/(n,s) que, claramente, es un divisor de n.
Puesto que las raices de los polinomios ciclotémicos son primitivas, dos
polinomios ¢, (x) y ¢4(x) no pueden tener raices en comuin a menos que
m = d. Por tanto, 7 es raiz de un tnico ¢4(x).

La segunda afirmacién se prueba por induccién sobre n. Los detalles de
la misma se pueden encontrar en [4, proposicién V.8.2]. [ |



Introduccién a los anillos finitos 21

Observacion 2.5.1. La proposiciéon anterior permite calcular los poli-
nomios ciclotémicos de forma recursiva. Es facil ver que ¢1(z) =x—1y
que ¢o(x) = x + 1, pues 1 y -1 son, respectivamente, 1-raices y 2-raices
primitivas de la unidad. Ahora bien, utilizando la proposicién anterior
podemos ver que
3 3

-1 a°—-1
= = =224+ x+1,

¢1(x) x—1

2t —1 zt—1

T oi(@)de(z)  (z-D)(z+1)

Y asi sucesivamente.

¢3(z)
Pa()

=224 1.

Proposicién 2.5.3. Sea K =TF,. Entonces K es el (¢ —1)-simo cuerpo
ciclotomico sobre cualquier subcuerpo suyo F.

Demostracion. El grupo multiplicativo K* = K \ {0} estd constituido
por las (¢ — 1)-raices de la unidad sobre F. Por tanto, el polinomio
2971 — 1 € F[z] se escinde sobre K. Claramente, K es el cuerpo més
pequeno con esta propiedad. [ |

Proposicién 2.5.4. Sea d # n un divisor de n. Entonces, el n-simo
polinomio ciclotomico ¢n(x) divide al cociente ;Zj en I[z], donde 11
representa el cuerpo primo.

Demostracion. Sid | n, es facil ver que 24 —1 | 2™ — 1. Es decir, 2™ — 1
(x? — 1)g(x) con g(x) € II[x]. Ahora bien, ¢, (z) | 2" — 1y (¢n(x),z% —
1) = 1. Por tanto, ¢, (x) | g(x).

Teorema 2.5.1. Sea K = F,. Entonces ¢,(x) se factoriza como pro-

ducto de @ factores irreducibles del mismo grado d. Ademds, d es el
menor nimero natural que cumple ¢¢ = 1(mod n). Si la caracteristica
de K es cero, entonces ¢, (x) es irreducible en Q[x] y, por tanto, en Z[x].

Demostracion. Supongamos que p(x) es un factor irreducible de ¢, ()
en K[z] y que £ € K™ es una raiz suya. Es evidente que & es una n-raiz
primitiva de la unidad y que K™ = K(&). Por otra parte, el grado del
polinomio p(z) ha de ser el grado de la extensién [K(¢) : K] = [K(™) :
K]. Es claro que lo mismo sucede para cualquier factor irreducible de
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¢n(z). Por tanto, ¢,(x) se descompone como producto de irreducibles
del mismo grado. Ahora bien, si L es una extensién de K que contiene
a la rafz £ y su cardinal es |L| = m = ¢', entonces ™! = 1. Puesto
que ¢ es una n-raiz de la unidad, su orden multiplicativo es n, por
tanto, m — 1 | n y ¢¢ = 1(mod n). Sea d el menor natural tal que
q® = 1(mod n). Entonces, £ € [F,a, pero § ¢ I para cualquier cuerpo L
tal que K C I C F 4. Asf pues, Fpa = K™ y. por tanto, el grado del
polinomio irreducible asociado a & ha de ser [K™ : K] = d.

La demostracién de la irreducibilidad de ¢,,(z) en Q[z] se puede encon-
trar en la proposicién V.8.3 de [4]. [

Terminaremos esta seccién comprobando cémo se factoriza un polinomio
ciclotémico dependiendo de quién sea el cuerpo primo.

Ejemplo 2.5.2. Sea ¢12(z) = 2% — 2% + 1 el 12-polinomio ciclotémico.
Por el resultado anterior, este polinomio es irreducible en Q[z] y, por
tanto, sobre Z[z].
Si ahora trabajamos sobre F7[z], puesto que 72 = 1(mod 12), el polino-
mio ¢12(z) se factoriza como producto de dos polinomios irreducibles de
grado 2. Esto es,

pra(x) =2t — 22 +1 = (22 + 2)(2? + 4).
Lo mismo sucede sobre Fq1[z]. En este caso, 112 = 1(mod 12) y entonces
pro(z) =2t — 2?2 +1 = (22 + 62+ 1) (2> + 5z + 1).

Por 1ltimo, puesto que i3 es cuerpo de descomposicién del polinomio
2'2—1, el polinomio ¢12(x) deberd escindirse sobre él y factorizarse como
producto de cuatro polinomios de grado uno. Esto es,

d12(x) = et -2+ 1= (x+2)(x+6)(x+ 7)(x+ 11).



Capitulo

Anillos de Galois

En este tercer capitulo introducimos los anillos de Galois y presentamos
sus propiedades mas importantes, especialmente aquellas de relevancia
en aplicaciones a Teorfa Algebraica de Codigos.

3.1. Definicién y primeras propiedades

Definicién 3.1.1. Un anillo asociativo A se llama anillo de Galois (de-
notado “GR” por sus siglas en inglés: Galois Ring) si es finito, conmu-
tativo, con identidad y existe d € N tal que el conjunto de divisores de
cero de A es igual a dA.

Los primeros ejemplos de anillos de Galois que nos encontramos son los
cuerpos finitos F,- y los anillos de residuos de enteros de orden potencia
de primo Z,». En ambos casos basta con tomar d = p.

En la definicién de anillo de Galois no es necesario imponer la conmu-
tatividad del anillo, ya que ésta puede ser deducida del resto de las
condiciones. Sin embargo este hecho no se deriva de forma inmediata,
sino que requiere una aproximacién al estudio de los Anillos de Galois
mas extensa de la que aqui recogemos. Por lo tanto, y por cuestiones
de brevedad, asumiremos directamente la conmutatividad del anillo. A
continuacién presentamos las propiedades béasicas de los anillos de Ga-
lois.

23
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Teorema 3.1.1. Sea A un GR en el que el conjunto de divisores de cero
es pA. Entonces se verifican las siguientes propiedades:

1.

El conjunto A* = A\ pA es un grupo multiplicativo abeliano (el
grupo de las unidades de A).

A es un anillo local con ideal mazimal pA. El anillo cociente A =
A/pA es un cuerpo finito F, donde ¢ = p" (para algin r € N). Es
decir, p es un numero primo.

La caracteristica de A es igual a p™, n € N.

. El conjunto de ideales de A es la cadena estrictamente decreciente:

A=pPAsp'As - >p" tAD ptA = 0. (3.1)

Para todo t € {0,...,n} se verifica la igualdad:
P Al =q"".

En particular: |A| = ¢* y |A*| = (¢ — 1)¢"*. Ademds, para todo
beptA\ p A, y para todo t € {0,...,n — 1}, se verifica:

Ab = bA = p'A.

Demostracion.

1.

Todos los elementos de A son divisores de cero o unidades: si x € A
no es un divisor de cero, entonces la aplicacién R, : A — A dada
por R,(y) = yx es inyectiva y, por ser A finito, biyectiva, por lo
que existe y € A tal que yx = e (donde e es la identidad de A) y
asi x es una unidad. Por lo tanto A* es el grupo multiplicativo de
las unidades de A y es, claramente, abeliano.

. Como todos los elementos del conjunto A* son unidades pA es el

tinico ideal maximal de A. Por lo tanto A = A/pA es un cuerpo
finito IF, de caracteristica p.

. Supongamos que la caracteristica de A es k = p"l (con n € Ny,

leNy (p,l)=1)y quel > 1. Entonces los elementos a = p"e y
b = le son divisores de cero, por lo que le € pA. Deaquile =0 € A
y asi p divide a [, lo que es imposible. Por lo tanto [ = 1.
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4. Para todo t € {0,...,n} el conjunto p'A es un ideal de A y los
contenidos en (3.1) son estrictos, ya que si existe t < n tal que
ptA = pt1 A entonces p*A = ptA para todo s > t. En particular
p"lTA=p"A=0y p"le =0, lo cual es una contradiccién.

Si I es un ideal no nulo de A entonces existe t € {0,...,n— 1} tal
que I C ptA pero I € p't1A. Sea a € I'\ p't1A, es decir, a = p'b,
con b € A*. Como bA = A tenemos p'A = p'bA = aA C I, i.e.
I=7ptA.

5. Vamos a ver que el orden de 4; = p!A/p'*1 A es ¢, para lo cual
definimos - : A x A; — A; como X -a = Aa donde

d=a+pTtAc A yX=X+pAc A

El producto - estd bien definido y convierte a A; en un Fg-espacio
vectorial. Si a € p'A \ p'™tA, entonces a = p'b con b € A*,
por lo que Ab = Ay Aa = A(p'b) = ptA, es decir, A-a = A;.
Asidim7 A; =1y |[A =q.

Utilizaremos la siguiente notacién a lo largo de todo el capitulo.

Nota. Si Aesun GRy a,b € Atalesquea—b=plrcont e Nyr € A,

entonces escribimos a= b.
p

3.2. Teoremas de existencia y unicidad

En el estudio de los anillos de Galois juega un papel muy importante
su cuerpo finito cociente, ya que muchas de sus propiedades pueden
ser “levantadas” mediante el uso de técnicas polinomiales. Ademé&s un
anillo de Galois estd determinado univocamente (salvo isomorfismo) por
el cardinal de su cuerpo finito cociente y por su caracteristica.

Nota. Sea A un GR de caracteristica p" y A = A/pA = F,r. Dado un
polinomio f(x) = Y.I_,a;z" € Alz] denotaremos por f(z) el polinomio
S @it € Alzl.
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Definicién 3.2.1. Si A es un GR, entonces un polinomio g(z) € Alz]

se dice polinomio de Galois si es mdnico y g(x) € Alz] es irreducible
sobre A.

La existencia de polinomios de Galois de cualquier grado sobre un anillo
de Galois queda garantizada por la existencia de polinomios monicos e
irreducibles de cualquier grado sobre cuerpos finitos. El siguiente teore-
ma ilustra cémo las técnicas de construccién de cuerpos finitos pueden
ser “levantadas” para construir anillos de Galois.

Teorema 3.2.1. Sea A un GR de caracteristica p™ y q" elementos (q =
p"), m €N yg(x) € Alz] un polinomio de Galois de grado m. Entonces
S = Alz]/{g(x)) es un GR de caracteristica p" y cardinal ¢"™"

Demostracion. Claramente la caracteristica de S es p”, su cardinal es
(¢")™ y, como (pS)™ = p"S = 0, todos los elementos del conjunto pS
son divisores de cero. Veamos que todo elemento de S* = S\ pS es
una unidad. Cualquier elemento de S se presenta de forma tnica como
f(x) + (9(x)) = [f(z)]y donde f(x) € A[z] es un polinomio de grado
menor que 1m.

Si [f(z)]y € S* entonces f(z) & pAy f(z) # 0. Como el grado de f(x)
es menor que el grado de g(z), se verifica que (f(x),g(z)) =€ (donde e
denota la identidad de A). Por lo tanto existen polinomios u(x),v(z) €

Alz] tales que u(z) f(x) +v(2)g(x) = €, es decir, u(z) f(x) +v(z 59( ) =
e + pb(x) para cierto b(z) € A[x]. De aqui
[u(@)]g[f (2)]g = le]g + plb(2)]y
@ @ = (g + b)) = [y
esto es, [f(z)]y es una unidad. [

Notemos que, en las condiciones del teorema anterior, S es un A-moédulo
libre de rango m con base {[e],, [#]g, ..., [z™ 14}

Nota. Si A es un subanillo de S y ambos son GR, entonces el cuerpo
finito A = A/pA es un subcuerpo de S = S/pS.

Definicién 3.2.2. Si A y S son dos GR tales que A C S, con [S: A] =
m, entonces diremos que S es una extension de Galois de grado m de
A (0 que A es un subanillo de Galois de S) y denotaremos el grado de
esta extension como [S : A].
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Corolario 3.2.1. Para todo anillo de Galois A y para todo m € N ezxiste
una extension de Galois de grado m de A.

Corolario 3.2.2 (Existencia). Para todo nimero primo p y para cua-
lesquiera r,n € N, existe un anillo de Galois S de caracteristica p™ y
cardinal p"™ que es extension de Galois de grado v de Zyn.

Nota. Si S es una extensién de Galois de A y a € S, entonces llamamos
extension de A por a,y lo denotaremos Alal, al subanillo de S generado
por AU {a}. Claramente Ala] = {f(a) | f(z) € A[z]} = Alz]/a donde a
es el ideal anulador {f(z) € Alz] | f(a) = 0}.

Las analogias que presentan los polinomios irreducibles sobre cuerpos
finitos y los polinomios de Galois sobre anillos de Galois se muestran en
los resultados que siguen.

Lema 3.2.1. Sea S una extension de Galois de un anillo de Galois A,
a €Sy f(x)e Alx] tal que f(a) =0y F'(@) # 0. Entonces existe un
unico b € S, raiz de f(x), tal que b =Ta.

Demostracion. Vamos a construir una serie de elementos by, ... ,by—1 €
S de tal forma que by =ay f(b;) = 0 para todot € {0,...,n —1}. La

ptE“
construccién es inductiva:

bg = a y, si el elemento b;_; ya estd construido,
by = b1 — f'(be—1) " f(be—1).

Vamos a probar por induccién que la secuencia estd bien definida y que
satisface las condiciones enunciadas. El caso t = 0 es claro.

Construida la secuencia hasta el paso t — 1, como b;_1 = @, se verifica
que f’(ﬁ) = 7(6) # 0y, por tanto, f/(b;—1) es una unidad. Adem4s,
como f(bi_1) i 0, tenemos by = b,_1 = a y, si consideramos el desarrollo

de Taylor del polinomio f(z) en el punto b;_1, obtenemos

f(x) = f(be—1) + f(br—1)(x — br—1) + Ra(x — b—1)

donde Ry(x — b;_1) es una expresién en (z — b;_1)?. De esta forma

f(br) = Ro(by — b—1) = Ro(—f"(be—1) " f(br—1))



28 E. Martinez-Moro, A. Pinera-Nicolds, |.F. Rua

y, como f(bi—1)=0, tenemos que f(b;) =0, es decir, f(b) = 0. Por lo
pt p2t pt+1

tanto el elemento b = b,,_1 estd en las condiciones de teorema.

Veamos que la raiz b es tnica. Supongamos que c¢ es otra raiz de f(x)
tal que ¢ = @. Si ¢ # b entonces ¢ = b + p'd para ciertos d € S* y
t € {l,...,n—1}. Por lo tanto, si consideramos el desarrollo de Taylor
de f(x) centrado en el punto b, tenemos

f(e) = f(b) + f'(b)(c = b) + Ra(c — b) = f(b) + p'df'(b) +p'h

(b) = 0 deducimos que ptdf’(b) €
(b) # 0 implica que df’(b) € pS. =

para cierto h € S. Como f(c) = f

p'*1S, 1o cual es imposible ya que f
Lema 3.2.2. Sea S una extension de Galois de grado m de un anillo
de Galois A y a € S tal que Ala) = S. Entonces

S = Ala] = {f(a) | f(z) € Alz], gr(f(z)) <m}.

Demostracion. Para demostrar el resultado basta probar que el conjunto
H ={f(a) | f(x) € Alz], gr(f(x)) < m} tiene cardinal igual a |S| o
equivalentemente, que si f(x) € A[z] es un polinomio no nulo de grado
menor que m, entonces f(a) # 0.

Si f(x) es no nulo, entonces existe t € {0,...,n—1} tal que f(z) = p'h(x)
donde h(z) € Alz] tiene grado menor que m y h(z) # 0. Si f(a) =0
entonces 0 = p'h(a) y, por tanto, h(a) € pS. De aquf se sigue que a es
una raiz del polinomio no nulo h(z). Pero el grado de este polinomio es
menor que m, que es el grado del polinomio minimo de @ con respecto
a A (ya que por hipétesis Afa] = S), lo cual es una contradiccién.  ®

Teorema 3.2.2. Sea S una extension de Galois de grado m de A, un
GR de caracteristica p" y cardinal p™™. Sea g(z) € Alz]| un polinomio de
Galois de grado k. Entonces:

1. g(x) tiene una raiz en S si y sdlo si k | m.

2. Si k| m, entonces g(x) posee exactamente k raices ay, ... ,a; € S,
distintas modulo pS, y g(z) = (x —a1) ... (x — ag).

3. Para todo elemento a € S la igualdad S = Ala] es cierta si y sdlo
st a es una raiz de un polinomio de Galois de grado m sobre A.
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Demostracion.

1. Sia € S es raiz de g(x), entonces @ € S es una raiz de g(x),
polinomio ménico e irreducible, por lo que k divide a [S : A] = m.

Reciprocamente, si k | m, entonces g(x) € Alx] posee una rafz
@ € Sy, ademds, g'(@) # 0 al ser un polinomio irreducible sobre
un cuerpo finito. De acuerdo al Lema 3.2.1 el polinomio g(x) posee
una raiz a € S.

2. Como k | m el polinomio g(x) posee exactamente k raices distin-
tas by,...,bp € S. Ademés ¢'(b;) # 0 para todo i € {1,...,k},
por lo que de acuerdo al Lema 3.2.1, existen elementos tnicos
ai,...,ar € S tales que g(a;) = 0y @; = b;, es decir, elemen-
tos distintos médulo pS. De aqui se sigue que para cualesquie-
ra i,j € {1,...,k} con i # j, el elemento a; — a; es una uni-
dad. Como g(a;) = 0 podemos descomponer g(z) en la forma
(x—a1)g1(x) con g1(z) € Alx] ménico. Para todo i € {2,...,k} te-
nemos 0 = g(a;) = (a; —a1)gi(a;), por lo que gi(a;) = 0. Andloga-
mente g1(z) = (x — a2)g2(x) con ga(x) € A[z] ménico y ga(a;) =0
para todo i € {3,...,k}.

Repitiendo este argumento obtenemos, finalmente, que

g(x)=(r—a1)...(x — ag).

3. Si a es una raiz de un polinomio de Galois g(z) € Alz| de grado
m entonces @ € S es una rafz de g(z) € Afz] y, como [S: A] =m
tenemos que Afa] = S. Por el Lema 3.2.2 deducimos S = Ala].
Reciprocamente, si S = Ala], entonces S = A[a] y, por el Lema
322, 8 = {f(a) | f(z) € Alz], gr(f(x)) < m}. Por lo tanto
a™ = f(a) donde f(z) € Alz] es un polinomio de grado menor que
m, es decir, a es una raiz del polinomio g(x) = 2™ — f(x) de grado
m. Como S = Afa] y [S : A] = m, tenemos que g(z) € A[z] es un
polinomio de Galois de grado m.

Los siguientes corolarios se obtienen de forma inmediata.
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Corolario 3.2.3. 5i S es una extension de Galois de grado m de un
anillo de Galois A entonces S = Alx]/{(g(x)) donde g(x) € Alzx] es un
polinomio de Galois cualquiera de grado m. Ademds, S es un A-mddulo
libre de rango m con base {e,x, ..., ™ '}. En particular, si S es un GR
de caracteristica p" y cardinal p**, entonces S = Zpn|x]/(g(x)) donde
g(x) € Zyn es un polinomio de Galois cualquiera de grado s.

Demostracion. Todo polinomio de Galois g(z) € A[x] de grado m posee
una raiz a € S'y S = Ala]. Por la Nota 3.2, S = Ala] = A[z]/(g9(x)). El
resto del corolario se obtiene sin mas que aplicar el resultado al subanillo

So=1{0,e,2e,...,(p" —1)e} = Zyn,

generado por la identidad e € S. ]

Corolario 3.2.4 (Unicidad). Dos anillos de Galois son isomorfos si y
solo si tienen la misma caracteristica y el mismo cardinal. Al inico GR,
salvo isomorfismo, de caracteristica p" y cardinal p'™ lo denotaremos

GR(p™,p").

Con la notacién introducida F,r = GR(p",p), Zym = GR(p™,p") v, si
R = GR(q",p") (¢ =p"), entonces R es isomorfo a F,. En todo lo que
resta de capitulo supondremos siempre que ¢ = p”, con r € N.

Nota. Si A = GR(q",p"), entonces para todo t € {1,...,n} se tiene
A/p'A = GR(¢", p").

3.3. Conjunto Coordenado de Teichmiiller

Otra herramienta fundamental en el estudio de los anillos de Galois es
la utilizacién de conjuntos coordenados, que son el objeto de estudio de
esta seccidn.

Definicion 3.3.1. Si A es un GR, entonces un conjunto coordenado es
un subconjunto I' C A tal que sus elementos forman un sistema completo
de representantes mddulo pA, esto es, I ={a |aeT}=Ay || =|A|

Ejemplo 3.3.1. Si A = GR(p",p") = Zpn, entonces I = {0, 1,...,p—1}
es un conjunto coordenado de A.
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Fijado un conjunto coordenado, un anillo de Galois puede descomponer-
se facilmente de forma p-adica.

Proposicién 3.3.1. Si A esun GR yI' C A es un conjunto coordenado,
entonces para todo a € A existen elementos unicos ag, .. .,an—1 € I tales

n—1 34
que a =3 ;" p'a;.

Demostracion. Consideramos la secuencia ag, ..., a,_1 definida de la si-
guiente manera: ag € I' es el tinico elemento de I' tal que @ = ag vy,
construidos ag,...,a;_1, escogemos el Unico elemento a; € I' tal que

a; =3, donde a = ag +pai + - - - +p'~ta;_1 + p's. La secuencia estd bien

definida y verifica la propiedad enunciada.

PoA otro lado hay un total de |T'|* = |A|" posibles secuencias de longitud
n, que es el numero de elementos de A, por lo que cada elemento tiene
asociada una unica secuencia de elementos en las condiciones anteriores.
|

En un anillo de Galois se pueden considerar diferentes conjuntos coorde-
nados pero, entre todos los posibles, hay uno que tiene especial interés.

Definiciéon 3.3.2. Un conjunto coordenado de un anillo de Galois A
se dice conjunto coordenado de Teichmiiller (TCS) si es cerrado para el
producto.

Proposicién 3.3.2. Si A = GR(q",p"), entonces
I'A)={a€c A|a?=a}
es el unico TCS de A.

Demostracion. Por un lado I'(A) es cerrado para el producto y, por otro
lado, los elementos de I'(A) son las raices del polinomio f(z) = 27—z €
Alz]. Como f(x) = 27— x € A[z] tiene como rafces (todas ellas simples)
los g elementos del cuerpo A, por el Lema 3.2.1, podemos “levantar”
todas estas raices a raices de f(z) y, ademds, de forma tnica. Asi f(z)
se escinde en A como f(z) = [[,era)(z — @) y el cardinal de I'(A) es
igual al cardinal de A y, por el Lema 3.2.1, todas las raices son distintas
modulo pA. Por lo tanto I'(A) es un TCS.

Ademsds, es unico, ya que si I' C A es un TCS, entonces el epimorfismo
canénico 7 : A — A induce un isomorfismo multiplicativo I' — A, al ser
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I' cerrado para el producto. De esta forma todo elemento a € I' satisface
la ecuacién a? = a, es decir, a € I'(A). Por lo tanto I' = T'(A4). [

Nota. Si A=GR(q", p") entonces el epimorfismo canénico A — A induce
un isomorfismo multiplicativo I'(A) — A.

Dado un anillo de Galois A con conjunto coordenado de Teichmiiller
I'(A) podemos considerar, para cada elemento a € A, la descomposicién
p-adica asociada a I'(A):

a=0(a) +pyi(a) + - +p"yn-i(a) (3.2)
donde v;(a) € T'(A) para todo i € {0,...,n — 1}.
Definicién 3.3.3. Si A es un GR y I'(A) su TCS, entonces las aplica-

ciones y; : A — I'(A) inducidas por la descomposicion p-ddica asociada
a I'(A) se llaman funciones coordenadas de A.

Proposicién 3.3.3. Si A = GR(q¢",p"), I'(A) es su TCS y o : A —
T(A) es la primera funcion coordenada, entonces yo(z) = 27" .

Demostracion. Vamos a probar, por inducciéon en ¢, que se verifica la

. t —

congruencia 7o () ilxq . El caso t = 0 es claro, puesto que y(z) = 7.
P

Si se verifica la congruencia para ¢ — 1 entonces yo(x) = 29" + ply, con
Yy € A. Elevamos ambos miembros de la igualdad a ¢ y obtenemos

fyo(x)q — xqt + <‘f) (xqtfl)qflptyw bt (ptyx)q — xqt +pt+1zt

para cierto z; € A. Basta notar que 7y(z) € T'(4) y que, por tanto,

Y0(z)? = vo(z) para concluir yo(z) = z7. [
P

T
Ejemplo 3.3.2. Si A = GR(p",p") = Zy», con n =1 6 p = 2, entonces
el TCS de A es el conjunto I'(A) = {0,1,...,p—1}.Sin > 1y p # 2,
entonces I'(4) # {0,1,...,p — 1}, ya que (—1)? = —1 y, por tanto,
—1€T(A). En este caso I'(4) = {0, 1, "L (p— 1)1’”71}.

Nota. Si A = GR(q"™,p"), entonces el conjunto coordenado de Teich-
miiller T'(A) no es, en general, un conjunto cerrado para la suma: basta
notar que I'(Zyn ), con p # 2, no es cerrado para la suma.



Introduccién a los anillos finitos 33

Vamos a introducir una nueva funciéon suma en el conjunto coordenado
de Teichmiiller, con el objeto de que éste sea cerrado para la suma.

Definicién 3.3.4. SiT'(A) es el TCS de un anillo de Galois A, entonces
definimos la suma @ : T'(A) x '(A) — T'(A) como a®b = y9(a+b) para
todo a,b € I'(A).

Proposicién 3.3.4. Si A = GR(¢",p") y I'(A) C A es su TCS, en-
tonces (I'(A),®,-) es un cuerpo finito de q elementos y el epimorfismo
candnico 7 : T'(A) — A es un isomorfismo de cuerpos.

Demostracion. La aplicacion 7 es un isomorfismo multiplicativo que,
dados a,b € I'(A), verifica

m(a®b) =7(y(a+0b) =nmyw(a+b) =a+b=a+b=mn(a)+ n(b).

Por lo tanto 7 es un isomorfismo y (I'(A), ®, ) es un cuerpo finito de g
elementos. m

El conjunto coordenado de Teichmiiller nos permite describir los subani-
llos de Galois y el grupo de automorfismos de los anillos de Galois. Tam-
bién nos permite estudiar la estructura del grupo multiplicativo de las
unidades.

3.4. Subanillos de Galois. Automorfismos

Estudiamos a continuacion el reticulo de subanillos de Galois de un anillo
de Galois.

Teorema 3.4.1. Si S = GR(p*™,p") y A = GR(p"™,p") C S es un
subanillo de Galois, entonces r divide a s. Reciprocamente, para cada
divisor r de s, ewiste exactamente un subanillo de Galois de S de la
forma GR(p"™,p").

Demostracién. Si A es un subanillo de Galois de S entonces A = A/pA =
F, puede considerarse subcuerpo de S = S/pS = GF(p®), por lo que r
divide a s.

Reciprocamente, si r divide a s, entonces el subanillo Sy generado por
la identidad de S es Zy» = GR(p",p") y S es una extensién de Galois
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grado s de Sp. Sea g(x) € Sp[x] un polinomio de Galois de grado r.
Como r | s, de acuerdo al Teorema 3.2.2, g(z) tiene una raiz a € S’y el
subanillo A = Spla], es isomorfo a Z,»[z]/{g(z)). Por el Corolario 3.2.3,
A=GR(p™,p"). Veamos que éste es el unico subanillo de Galois de S
de cardinal p™. Es claro que T'(A) = {a € A|a” =a} C{ac S|a" =
a} C T'(9), puesto que r divide a s. Asi ['(4) C {a € '(S) | a*" = a}
y, como p" = |[I(A)] < [{a € T(S) | a» = a}| = p", tenemos que
['(A) = {a €T(S) | a*" = a}. Para otro subanillo de Galois T de S con
T = GR(p™,p") se tiene que I'(T) = {a € T'(S) | a®" = a} = T'(A), es
decir, el TCS de A y T es el mismo y asi

A= {ap +pa1+-~-+p”_1an_1 | a; e T(A) =T(T),Vi€{0,...,n—1}}
=1T.

Notemos que, si S es una extensién de Galois de grado m de A, entonces
el cuerpo (I'(S), @, -) es una extensién de Galois de grado m del cuerpo

Nota. Si S = GR(p*™,p"), con s,n > 1, entonces existen subanillos de S
que no son, necesariamente, de Galois. Por ejemplo, si So = GR(p"™, p™)
denota el subanillo generado por la identidad, entonces

A =T(S0) +pI'(So) + -+ p" T (So) + p"'T(S)

es un subanillo propio de S, ya que A = Sy + p"~'I'(S), que no es de

n—1,s

Galois, puesto que |[A| =p" 'p

Con ayuda del conjunto coordenado de Teichmiiller también podemos
estudiar cudl es el grupo de automorfismos de un anillo de Galois A que
denotamos como Aut(A).

Teorema 3.4.2. Si A= GR(q¢",p"), entonces:

1. Todo T € Aut(A) estabiliza el TCS de A, es decir, T(T'(A)) = T'(A).
Ademds, la restriccion T\F(S) =T es un automorfismo del cuerpo
(T(A), +, ).
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2. Para todo T € Aut(A) existe v € {0,...,s — 1} tal que

U

7(a) = 0(a)” +pyi(a)’” + -+ " yu_1(a)?
cona € A.

3. La aplicacion ¢ : Aut(A) — Aut(I'(A)), dada por (1) =T, es un
isomorfismo de grupos y Aut(A) es un grupo ciclico de orden r.

Demostracion.

1. Si a € T(A), entonces a? = a y, por tanto, 7(a)?" = 7(a), con lo
que T estabiliza I'(A). Ademds 7T es un isomorfismo multiplicativo
y, sia,b € T(A), entonces: 7(a®b) = 7(yo(a+b)) = 7((a+b)?" ) =
T(a+b)7"" = (r(a) + 7)) =0 (F(a) + 7(b) = 7(a) © F(D).

2. Como 7 € Aut((I'(A),+,®)) y [T(A)| = p", existe v € {0,...,r —
1} tal que para todo a € T'(A): 7(a) = a". Paratodoa € A: 7(a) =
T(vo(a) +pmi(a)+- - +p" n-i(a)) = T(v(a) +p7(v1(a) +- -+
P17 (m-1(a)) = 20(@)”" +py(@)” + -+ p" (@)

3. Claramente ¢ es un homomorfismo y, ademas, es inyectivo, ya que
de acuerdo al apartado 2, si 7 = 7, entonces 7 = o. Veamos que es
suprayectivo: A es una extensién de grado r del subanillo generado
por la identidad Ay = GR(p",p") = Zyn, por lo que A = Ap[a]
donde a € A es una raiz de un polinomio de Galois de grado r,
g(x) € Aplz]. Por el Teorema 3.2.2, g(x) posee r raices distintas
ay = a,as,...,a, € Ay A= Agla;] para todo 7 € {1,...,r}. Para
cada i € {1,...,r} la aplicacién o;(a) = a; y 0;(b) = b para todo
b € Ag es un automorfismo de A, y todos ellos son distintos. Por
lo tanto el orden del grupo Aut(A) es, al menos, r y la aplicacién
( es suprayectiva.

Corolario 3.4.1. Si A = GR(¢",p") y S = GR(¢"™",p") es una ex-
tension de Galois de grado m suya, entonces el grupo Aut(S|A), de los
automorfismos de S que dejan fijos los elementos del subanillo A, es iso-
morfo al grupo Aut(I'(S)|I'(A)). Por tanto Aut(I'(S)|['(A)) es un grupo
ciclico de orden m generado por el automorfismo

7(a) = v0(a)? +pn(a)!+ - +p" yn-1(a)?
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para todo a € S.

Demostracion. Puesto que A es igual al conjunto T'(A4) 4+ pI'(4) + -+ - +
p"IT(A), si 0 € Aut(S|A) entonces & € Aut(I'(S)|T(4)) y, la apli-
cacion ¢ del Teorema 3.4.2 induce un isomorfismo ¢ : Aut(S|4) —
Aut(IT(S)|T'(A)). Asi Aut(S|A) es ciclico de orden m generado por el
automorfismo 7 tal que 7 es el automorfismo de Frobenius 7(a) = a?,
para todo a € I'(5). [

Para terminar esta seccién introducimos el concepto de traza de una
extension de Galois, que generaliza la traza de una extensién de cuerpos.
La funcién traza de un anillo de Galois nos va a permitir, en secciones
posteriores, representar ciertas secuencias recurrentes lineales y describir
cierto tipo de cédigos lineales sobre anillos de Galois.

Definicién 3.4.1. Sea S = GR(q¢™",p") una extension de Galois de
grado m de A = GR(q",p"). La funcion traza de la extension S|A es la
aplicacion:

5 (a) = Z o(a).

oc€Aut(S|A)

Proposicién 3.4.1. Si S = GR(¢™,p") es una extension de Galois
de grado m de A = GR(q",p") y Tr = Tri es la funcion traza de la
extension S|A, entonces Tr: S — A es un epimorfismo de A-mddulos.

Demostracion. La aplicacién Tr es un homomorfismo de A-médulos y

por el Corolario 3.4.1, si a € I'(S), entonces Tr(a) = a+a?+---+ad"
m—1

Por tanto, 10(Tr(a)) = G0(a+a + -+ +at" ") = 10(a) & 70(a)1 & - &

(@) =adal®---dal” = TrFES))( ), donde Tr ES)) es la traza de
la extensién de cuerpos F( )|T'(A). Como Tr ES)) es suprayectiva, existe
a € I'(S) tal que e = Ei))(a) = 7(Tr(a)), es decir, Tr(a) es una

unidad. Por lo tanto A = ATr(a) = Tr(Aa) C Tr(Sa) =Tr(S) CA. n



Capitulo

Anillos finitos locales

En este capitulo nos ocuparemos de la estructura de los anillos locales.
Como veremos en el teorema de estructura, estos anillos son los bloques
fundamentales con los que se construyen los anillos conmutativos finitos.
Terminaremos el capitulo estudiando someramente los anillos de cadena,
clase que incluye como ejemplo paradigméatico a los anillos de Galois,
estudiados en el capitulo anterior. La referencia basica de este capitulo
es el clasico libro de McDonald sobre anillos finitos con identidad [6].
Para ser congruentes con dicho texto y distinguirla del caso de anillo
de Galois denotaremos la proyeccion sobre el cuerpo residual como p en
lugar de ~.

4.1. Estructura de los anillos finitos

Como vimos en los preliminares un anillo conmutativo A es local si
tiene un tunico ideal maximal que denotaremos por m. Las siguientes
propiedades son equivalentes a la definicion que acabamos de enunciar

(siempre que 1 # 0)

1. Si la suma de cualquier par elementos en A que no sean unidades
no es tampoco una unidad.

2. Sia € A, entonces a o bien 1 — a es una unidad.

37
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3. Si una suma finita es una unidad, entonces también lo sera alguno
de sus sumandos.

La demostracién de estas propiedades puede encontrarse en [1] asi como
una introduccién a los anillos locales.

Ejemplo 4.1.1. Si F es un cuerpo y n es un entero positivo entonces
el anillo cociente A = F[z]/(z™) es local y su ideal maximal m son
aquellas clases representadas por polinomios con término constante nulo.
Simplemente comprobando la Definicién 3.1.1 se tiene que A no es un
anillo de Galois.

El teorema chino de los restos es una técnica recurrente dentro del alge-
bra, proporcionamos a continuacién la versién que utilizaremos durante
este curso. Consideremos A un anillo y ay,...,a, ideales de A. Dire-
mos que los ideales a; y aj con i # j son coprimos si se cumple que
a; +a; = A. Dado el siguiente homomorfismo de anillos

p:A—Alag @D AJa, (4.1)

donde ¢(a) = (a + a1,...,a + a,). Las siguientes propiedades se pueden
verificar facilmente:

1. Si para cada par ¢ # j se tiene que a;, a; son ideales coprimos
entonces
alﬂ...ﬂan:al.a2....an_

2. Sia;, a; son ideales coprimos entonces también lo son sus potencias
a;", ai* param =1,2,....

3. El homomorfismo de anillos ¢ en (4.1) es inyectivo si y sélo si
a;N---Na, = {0}

4. El homomorfismo de anillos ¢ en (4.1) es sobreyectivo si y sélo si
a;, a; son coprimos si 7 # j.

La demostracién de las propiedades anteriores se dejan como ejercicio al
lector.

Definicion 4.1.1. Un elemento e € A de un anillo A diremos que es
un idempotente si €2 = e. Diremos que dos idempotentes e1 y ea son
ortogonales si e1 -ea = 0 y que e es un idempotente central sie-a =a-e
para todo elemento a del anillo A.
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Los siguientes resultados se presentan sin demostraciéon pues son unos
faciles ejercicios para el lector.

Lema 4.1.1. Un dominio de integridad finito es un cuerpo.

Proposicion 4.1.1. Si A es un anillo, las siguientes proposiciones son
equivalentes:

1. A se puede expresar como una suma directa de anillos A; con

i=1,2,....n.
2. Euxisten idempotentes e; coni = 1,2,...,n centrales en el anillo A
tales que
n
1= Z e; and A; ~e;A. (4.2)
i=1
3. A es suma directa de ideales a; ~ A; parai=1,2,...,n.

Con los resultados y notaciéon anterior alcanzamos la siguiente caracte-
rizacién de los anillos conmutativos finitos.

Teorema 4.1.1 (Estructura de los anillos conmutativos finitos). Sea
A un anillo conmutativo finito. A descompone de manera tunica (sal-
vo reordenamiento de los sumandos) como una suma directa de anillos
locales.

Demostracion. Consideremos p1, ..., P, los ideales primos de A, clara-
mente A/p; es un cuerpo teniendo en cuenta el Lema 4.1.1, de donde
P1,...,Pn son ideales maximales de A. Tenemos que Rad(4) =p1N...N
Pn y como p;, p; son coprimos si i # j tenemos que p1M...NP, = P1-Pa-
-+ +-pp y existe un m entero minimo tal que Rad(A)™ = p{*-p§t-----p* =
{0} pues es un ideal nilpotente. Definimos el homomorfismo de anillos

b A— AP @D A/py (4.3)

donde ¢, (a) = (a+p",...,a+pp'). Como (-, p/* = {0} tenemos que
®m es inyectivo. Ademds p;, p;* con ¢ # j son coprimos, por lo que ¢,
también es sobreyectivo.

Para cada eleccion de 1 < i < n los ideales de A/ p;* estdn en correspon-
dencia natural con los ideales de A que contienen a p* y, como p; es el
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tnico ideal maximal con A D p; D pi”, entonces A/p; es un anillo local
con ideal maximal m; = p;/p/".

Supongamos ahora que tenemos dos descomposiciones de A diferentes
que cumplan el enunciado del teorema. Correspondiendo a cada una
tendremos las siguientes expresiones de la unidad como suma de idem-
potentes ortogonales

n n’
1= Zei = Zf]
=1 j=1

Teniendo en cuenta que los sumandos Ae; y Af; son locales ningtin e;

puede ser suma de dos idempotentes. Por lo tanto de e; = Z;il e f; se
sigue que e; = €; f;(;) y de manera similar f; = f;e;;). Es decir, tenemos
la siguiente igualdad

e = eifje) = el it

Como los e; son ortogonales entonces i = i(j(i)) y existe una biyeccién
entre {e;}1" | y {fj};-‘,zl. De aqui se sigue que e; = e;f;j(;) y de manera
similar fj;) = fj)ei y por lo tanto e; = fj;. [ |

La demostracion del siguiente resultado también se deja como un ejer-
cicio sencillo para el lector.

Proposiciéon 4.1.2. Sea A=A, ® A& --- P A, la descomposicion en
anillos locales de un anillo finito conmutativo, entonces

1. U(A) = U(A)) x U(Ag) X -+ x U(Ay) y

2. el anillo de polinomios Alz| factoriza

Alz] = € Ailal.
i=1

4.2. El anillo de polinomios A[z]

Durante esta seccién el anillo A serd siempre un anillo conmutativo finito
local con ideal maximal m y cuerpo de residuos K = A/m. Denotaremos
por g la proyeccién natural

w: Alz] — Klx]
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de donde el morfismo natural de A en K es simplemente la restricciéon
de p a los polinomios constantes.

Teorema 4.2.1. Sean A y B dos anillos tales que A C B. Entonces si
b € B existe un polinomio monico f € Alz| tal que f(b) = 0.

Demostracion. Consideremos el conjunto
T = {Zaibi | a; GA}.
fta

Claramente A C T' C B, escojamos para cada elemento de T el repre-
sentante con menor grado como polinomio en b. Sea R el conjunto de
estos representantes y m el mayor grado de los polinomios en b represen-
tados en R. Como b estd en T se tiene que 6™+ = p(b) donde p(b)
estd en B. Esto es, b satisface la relacién dada por el polinomio ménico
2™ p(2). [ |

Definicién 4.2.1. Sean f,g € A[z] dos polinomios sobre el anillo A.
1. Diremos que f es nilpotente si existe un entero n con f™ = 0.

2. f es una unidad si eziste g € Alx] tal que fg = 1.

o

. [ es regular si f no es un divisor de 0.

4. [ es primo si el ideal (f) es un ideal primo propio.

Ot

. [ esireducible si no es una unidad y si f = gh implica que, bien
g es una unidad o bien h lo es.

6. f es primario si el ideal (f) es un ideal primario.
7. [ y g estdn asociados si (f) = (g).
8. f y g son coprimos so (f) + (g) = Alx].

El siguiente teorema es una consecuencia directa de las propiedades que
se transmiten mediante el homomorfismo p y su demostracién se deja
como ejercicio al lector.
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Teorema 4.2.2. Consideremos el polinomio
f(z) =ap+ a1z + -+ apa" € Alx].
1. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) f es una unidad,
b) u(f) es una unidad,

c) agp es una unidad y ay,...,a, son nilpotentes.
2. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) f es un polinomio nilpotente,

b) u(f) =0,

c) ay,...,an, son nilpotentes,
d) f es un divisor de 0,

e) existe un elemento no nulo a € A con af = 0.
3. Los siguientes enunciados son equivalentes:

a) f es un polinomio regular,
b) <a1,...,an> = A,
c) existe un indice i, 0 < i < n tal que a; es una unidad,

d) u(f) #0.

Definicién 4.2.2. Sea a un ideal del anillo A, denotaremos por a[z| al
conjunto de polinomios de Alx] dados por

alz] ={f(z) =ao+ a1z + - +apz" € Alz] |a; €a,i=1,...,n}.

El siguiente teorema nos muestra una caracterizaciéon del radical del
anillo de polinomios A[z].

Teorema 4.2.3. Sea m el ideal maximal del anillo A. Entonces se tiene
que

1. Nilradical de Alx].

mlz] = ﬂ{p | p es un ideal primo de Alz]}.
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2. Radical de Jacobson de Alz].

m[z] = {f | gf +1 es una unidad para todo g € Alx]}.

Llamaremos a m|x] el radical de Alz] y lo denotaremos por Rad(A[z]).

Demostracion. Para demostrar la primera parte simplemente hay que
tener en cuenta que

m{p | p es un ideal primo de A[z]} = {f € A[z] | f es nilpotente}.

Utilizando la caracterizacion de nilpotencia en el Teorema 4.2.2 se sigue
el resultado.

Para demostrar la segunda parte, como la suma de un elemento nilpo-
tente y una unidad es una unidad tenemos la siguiente contencién

m[z] C {f | gf + 1 es una unidad para todo g € A[z]} = J.

Por otra parte, si f € J con f =ap+a1x+ -+ apa™, entonces xf + 1
es una unidad y por el Teorema 4.2.2 ay, ..., a, son nilpotentes y por lo
tanto estdn en m. |

Definicién 4.2.3. Sean f,g dos polinomios en el anillo A[x]. Diremos
que [ es un divisor de g si (g) C (f). Diremos que es un divisor propio
st la contencion es extricta.

En el caso de que g sea un polinomio regular se puede comprobar de
forma fécil que f es un divisor propio de g si y s6lo si u(f) lo es de p(g).

Teorema 4.2.4 (Lema de Hensel). Sea f € Alx| un polinomio y

donde los polinomios g; con i = 1,2,...,n son coprimos dos a dos en
K[z]. Entonces existen g; € Alz], i =1,2,...,n tales que:

1. g;, 1 =1,2,...,n son coprimos dos a dos,

2. u(gi) =g; parai=1,2,...,ny
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Demostracion. Procederemos por inuccion a partir del caso n = 2. Con-
sideremos

J =hihs +v

donde p(h;) = g; parai = 1,2 y v € m[z]. Como g; y g2 son coprimos
si y s6lo si lo son hy y he entonces existen A, A2 € Afz]| tales que
1 = A1h1 4+ A9hs. Tomemos ahora los siguientes polinomios

hi1 = h1 + A2, ha1 = ha + \jv

se tiene que
hithar = f + A Agv?.

Por lo tanto f = hijhey mdéd (v?) y ademés p(hi1) = u(h;) para i =
1,2. Ademads hq1, ho1 son coprimos luego podemos repetir el argumento.
Tenemos por lo tanto que para cada positivo s podemos construir dos
polinomios hig, hos tales que

f = hishes méd (v¥), p(higy = p(h;) parai=1,2.

Como v € m[z] es nilpotente podemos tomar un s’ adecuado de forma
que f = highog con lo que se concluye el caso n = 2.

El resultado se sigue ahora del hecho que si hqy es coprimo con h; para
i=2,3,...,n, entonces hy y [[_, h; también son coprimos. [ |

Lema 4.2.1. Si f es un polinomio regular en el anillo Alx] existen
polinomios monicos f; € Alx], i = 1,2,... tales que
gr(f) = er(u(f)), fi=fir1 moéd mI
y existen g; € m[z] y una unidad b; € A tales que
bif = fi+gifi méd m’
Demostracion. Consideremos
f=ao+arx+---+apz" cona, #0ygr(u(f)) =t <n.
Entonces a; es una unidad, tomemos

fi=a;'fyg=0
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y procedamos por induccién.

Supongamos que f1, fa,..., f; satisfacen el enunciado del lema, por lo
tanto b, f = fj + g;f; + h con h € m’[z]. El polinomio f; es ménico y
podemos tomar ¢q,r € Afz] tales que h = qf; + r con gr(r) < gr(f;) =
gr(u(f)) o r = 0. Definamos ahora

fixi=fi+rygr=g+a
Si r =0 es claro que gj+1 € m[z] y que r € m[z]. Veamos que también
es cierto en el resto de los casos. Supongamos que

fi=bo+bix+ - +b a7 42ty g=coteaz+-+ et
J

El coeficiente correspondiente a 2! en el producto ¢f; es cs, €l corres-
pondiente a x'757 1 es csby 1 4c5_1 etc. Como h =0y gr(r) < gr(fj) =t
es facil ver que ¢, cs_1, ... pertenecen a m’ y por lo tanto ¢ € m/[x], de
donde r = h — qf; € m/[z] y se tiene:

bif=fi+agfi+h=(i+r)+(g+q(fj+7r)—rg;—7rq

_ A e
= fj+1+ gjr1fje1 méd mIHh

Utilizando el lema anterior podemos demostrar que cada polinomio re-
gular posee un representante mdnico nico.

Teorema 4.2.5. Si f es un polinomio reqular de A[x] entonces existe
un unico polinomio mdnico f* tal que pu(f) = p(f*) y tal que si a € A
entonces f(a) = 0 si y sélo si f*(a) = 0. Ademds existe una unidad
v € A tal que vf = f*.

Demostracion. Supongamos que el indice de nilpotencia de m es 3. Por
el Lema 4.2.1 tenemos

bpf = fs+gsfs=(1+gp)f

con fg polinomio ménico, bg y 1 + gz unidades puesto que gg € m[z].
Por lo tanto con la eleccién f* = fz tenemos el resultado. [ |
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Denotaremos por J el conjunto de todos los polinomios en A|x] tales que
w(f) tiene raices distintas en la clausura algebraica de K. El siguiente
teorema caracteriza los polinomios regulares irreducibles de A[z].

Teorema 4.2.6 (Polinomios regulares irreducibles). Sea f € Alz] un
polinomio regular. Entonces

1. Si p(f) es irreducible en K[z] entonces f también lo es.

2. Si f es un polinomio irreducible entonces u(f) = dg™ con 6 € K y
g un polinomio mdnico irreducible de K[x].

3. Si f pertenece al conjunto J entonces f es irreducible si y sélo si

lo es u(f).

Demostracion. Supongamos que u(f) es irreducible, entonces si f =
gh o bien u(g) o p(h) es una unidad en K[z] ya que u(f) es primo
(irreducible). Considerando el Teorema 4.2.2 tenemos entonces que o
bien g o bien h es una unidad y entonces f es irreducible.
Por otro lado, si f € A[z] es irreducible, supongamos que

p(f) = 097" g5% - - . g¢*

con 0 una unidad y g; € K|z] polinomios ménicos irreducibles para

i =1,2,...,t coprimos entre si. Por lo tanto, excepto en el caso t = 1,
por el lema de Hensel (Teorema 4.2.4) f factoriza de forma no trivial.
Esto es, si f es irreducible entonces u(f) = dg™. [ |

Nétese que un polinomio primo del anillo A[z] es irreducible, sin embargo
un polinomio irreducible del mismo anillo no tiene por qué ser primo.
Esta es una caracteristica que distingue a los cuerpos finitos tratados
en el Capitulo 2 de los anillos locales finitos (por ejemplo los anillos de
Galois en el Capitulo 3).

Lema 4.2.2. Consideremos f un polinomio en Alzx] regular irreducible
que esté contenido en el conjunto J. Entonces f es primo si y sélo si
m C (f) donde m es el ideal mazimal del anillo A.

Demostracion. Si f es primo A[z]/(f) es un cuerpo finito. Sea a € m, la
clase de equivalencia a + (f) es nilpotente en el cuerpo, esto es a € (f).
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Por otra parte, en el caso de que m C (f), tenemos que m[z] C (f).
Supongamos que la clase de equivalencia g + (f) es nilpotente en el
cociente A[x]/(f), entonces el polinomio f debe dividir a g™ para algin
indice n y por lo tanto u(f) debe dividir a u(g)™. Como f pertenece a
J se sigue que pu(f) debe dividir a u(g),

Tomemos h € Alx] tal que u(h) = h. hf = g+ j con j € m[z], de donde
g € (f) y el cociente A[z]/(f) es un cuerpo. [

Teorema 4.2.7 (Caracterizacién de los cuerpos finitos). Sea A un anillo
conmutativo finito y local. Los siguientes enunciados son equivalentes:

1. A es un cuerpo finito.
2. Cada polinomio de Alz| irreducible y regular es también primo.

3. Existe al menos un polinomio irreducible y reqular en el conjunto
J que es primo.

Demostracion. Es claro que las implicaciones descendentes 1. = 2. = 3.
se cumplen. Mostraremos ahora 3. = 1. Supongamos que A no sea un
cuerpo y tomemos un polinomio f € J irreducible y regular. Tomemos
un elemento no nulo del ideal maximal 0 # a € m. El ideal (f) no puede
contener al elemento a pues f es regular y por la comparacién de sus
grados. Por lo tanto m ¢ (f) y f no es primo aplicando el Lema 4.2.2. B

4.2.1. Factorizaciéon en A|z]

En esta secciéon mostraremos la factorizacion de un elemento regular del
anillo Afz]. Recuérdese que A denota un anillo conmutativo finito y local
con ideal maximal m. También hay que recordar que en general, para un
anillo local A, el anillo de polinomios A[z] no es un anillo de factorizacién
tinica, por ejemplo en Z,2[z] tenemos que 2* =z -z = (z — p) - (x + p).

Teorema 4.2.8 (Factorizacion). Consideremos un polinomio regular en
el anillo Alz].
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1.
n
=519
i=1
donde & es una unidad y g; con i = 1,2,...,n son polinomios
regulares primarios coprimos entre Si.
2. Si /
n n
f=61Ja=¢1]n:
i=1 j=1
donde 6, &' son unidades y g; con i = 1,2,...,n, hj con j =
1,2,...,n/, son polinomios requlares primarios coprimos entre si den-

tro de cada serie. Entonces n = n' y tras un posible reordenamiento
(gi) = (hi) parai=1,2,...,n.

Demostracion. Al ser f regular en A[z] es no nulo y por lo tanto
p(f)=s] ="
i=1

con § un elemento no nulo de K y ; € K[z] i = 1,2,...,n polinomios
irreducibles y coprimos entre si. Utilizando el lema de Hensel (Teore-

ma 4.2.4) tenemos que
n
f=6]]m
i=1

con u(d) =8y u(m;) = 7; parai = 1,2,...,n. Es ficil comprobar que
dichos polinomios 7; son regulares primarios y coprimos entre si. La
segunda propiedad se sigue de la igualdad

(91)(g2) -~ {gn) = (1) (h2) - - (hwr)

y de que cada uno de los ideales principales en la ecuacién anterior son
primarios y coprimos. [ ]

Definicién 4.2.4. Diremos que un polinomio irreducible m € Alx] es
basico irreducible si u(m) es irreducible en K[z].

De toda la discusién anterior se sigue facilmente el siguiente resultado.
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Proposicién 4.2.1. Un polinomio f € Alx] es primario, regular no
unidad si y sélo si es de la forma

f=o0r"+p

donde § es una unidad, ™ es un polinomio badsico irreducible, n es un
entero positivo y 8 pertenece al ideal m[z].

4.2.2. Raices de un polinomio

Como en las secciones anteriores A denota un anillo conmutativo finito
y local con ideal maximal m y K = A/m es su cuerpo de residuos. Sea 3
el indice de nilpotencia del ideal maximal m y consideremos la siguente
cadena de homomorfismos de anillos

A=A/m’ 2 AfmP TS T K = A/m 2% 0. (4.4)
Ademas para cdda indice i = 0,1, ..., consideraremos el homomorfis-

mo de anillos dado por
M - }%/I'llZ — K.

El nucleo de cada uno de los homomorfismos oz es m*~!/m’. Nétese
que m*~1/m? estd dotado de una estructura de K-espacio vectorial con
la multiplicacién x por escalares dada como sigue: & x m = am donde
memt/mly (o) = a.

La construccién que realizaremos pretende, a partir de las soluciones en
A/mi~lz], “levantarlas” a soluciones en el anillo A/m¢[z]. Para ello sea
t la dimensién como K-espacio vectorial de m*~!/m’ y consideremos una
base del mismo B = {vy, va,..., v }.

Dado 5; un cero en A/m*~! del polinomio o;(f) supongamos que o;(s;) =
5;. Tomemos s = s; +n con n € m*~!/m’. Tenemos que conseguir un 7
adecuado tal que f(s) =0 en A/m'.

Primero observamos que (m‘~!/m%)? = 0, por lo tanto

f(s) = f(si+n) = f(s) +nf'(si) + n* - (otros términos en A/m?)
= f(s:) +nf'(si)
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donde f es la derivada formal de f’. La condicién f(s) = 0 implica que

f(si) = =nf'(si) = —ps(f'(si))m,

pues n € m'~!/m?. También f(s;) € m*~!/m’ pues o;(f(5;)) = 0. Calcu-
lemos todo ahora relativo a la base B.

t t
5i) = me, -n= Zaﬂ% a;,b; € K.
=1 =1

Z b; iV; + Mz (Z azvz>
Z (bi + pi(f'(s0))ai) vi.
i=1

Notese que queremos calcular los coeficientes a; y que para cada i =
1,2,...,t tenemos

bi + ui(f/(si))ai =0.

Hay tres posibles casos:

1. Si f’(s;) es una unidad entonces u;(f’(s;)) # 0y por lo tanto los
a; estan determinados de forma tnica y existe una tinica solucién.

2. Si f(s;) € m/m’ y existe al menos un b; # 0. En este caso no hay
solucién.

3. Si f/(si) € m/m’y b; = 0 para todo i = 1,2,...,t. En este caso
f(si) = 0 para todo s; tal que o;(s;) = 5;. Esto es esisten |K|'
soluciones (cualquier eleccién para los a; es posible).

Con este procedimiento logramos todos los ceros de f pues el primer
paso en la cadena de homomorfismos en (4.4) se reduce a encontrar las
soluciones en K.
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4.3. Estructura de los anillos locales

Teorema 4.3.1 (Estructura de los anillos locales). Sea A un anillo
conmutativo local con caracteristica p™, ideal maximal m y cuerpo de
residuos K = A/m. Sea r = [K: Fp] y {m1, ma,...,m} C m un sistema
de generadores minimal de m. Entonces existe un subanillo C' de A tal
que

1. C ~ GR(P",p") es inico y es la mayor extension de Galois de
L en A.

2. A es una imagen mediante un homomorfismo de anillos del anillo
de polinomios Clxy1,xa,...,x4].

El anillo de Galois C' se demomina anillo de coeficientes de A.

Demostracion. Sea a un generador del grupo de unidades del cuerpo K y
consideremos el polinomio irreducible f = Irr(a,F,) € Fp[r]. Tomemos
un polinomio f € Zyn[z] preimagen de f con u(f) = f, a € A con
u(a) = ay f(a) = 0 (Ver analogias entre polinomios irreducibles y

polinomios de Galois en el Capitulo 3). Claramente
O = Zynla) = Ly [2)/{)

es el Unico anillo de Galois con dichas propiedades y, ademas, la mayor
extension de Z,» contenida en A.
Es claro que C[m1, ma,...,my] C A. Tomemos ahora un ¢ € A, existe
un b € C tal que

c=b méd m

pues C se proyecta sobreyectivamente mediante p también en K. Cons-
truiremos una sucesioén

{cj}f;ll C Clmy, ma, ..., my]
con 3 el indice de nilpotencia del ideal m tal que
c=c; méd m/t? y ¢j € Clma, ..., my.
Tomemos ¢y = b y supongamos que hemos calculado hasta ¢; con j > 1.

Cj:C_Zdiwi7 d; € A
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con w; un producto de potencias de los elementos en {my, ma,...,m;}.
Existe un b; € C con b; = d; mdéd m. Esto es

c—c¢j = E byw; méd m/2.

Si tomamos c¢j11 = ¢j + > bjw;, como m? = 0 entonces ¢ = -1y
c € Clmy, ma,...,my. [ |

Por lo tanto un anillo local A es de la forma

Clz1, z2,...,74]/q

donde C es un anillo de Galois y q es un ideal primario con ¢NC = {0}.
Ademss el radical de q es (p,x1, z2,...,2;) y finalmente como C es
una imagen mediante un homomorfismo de Z,» podemos concluir que
cualquier anillo local es una imagen, mediante un homomorfismo de
anillos de Zpn[21, T2, ..., Tt, Te1].

Teorema 4.3.2. Sea A un anillo local conmutativo con caracteristica
p". Si el conjunto {ay, ag,...,as} son generadores del grupo de unidades
de A entonces el anillo A es una imagen mediante un homomorfismo de
anillos del anillo de polinomios Zyn[x1, T2, ..., Ts).

Demostracién. Claramente Zyn[a1, a2, ..., as) es un subanillo de A que
contiene todas las unidades de A. Si m es un elemento del ideal maximal
m entonces ¢ = m — b es una unidad para cada unidad b. Por lo tanto
m C Zynlaq, az, ..., as) con lo que concluimos la prueba. [ |

4.4. Anillos de cadena

Definicion 4.4.1. Un anillo de cadena es un un anillo local conmutativo
con todos su tdeales propios principales.

Consideremos la situacion del Teorema 4.3.1 para un anillo A principal
local con caracteristica p" ideal maximal m y cuerpo de residuos K =
A/m y anillo de coeficientes el anillo de Galois C' = GR(p"™, p").

Si tomamos un elemento # € m \ m? entonces (#) = m y cada ideal de
A es de la forma (#°) para i = 1,2,...,8 — 1 donde J3 es el indice de
nilpotencia de m. Es siguiente resultado se sigue de forma inmediata.
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Lema 4.4.1. Sea A un anillo de cadena, cualquier elemento de A es de

la forma ub® con i unico y la unidad u estd univocamente determinada
mddulo el ideal (§°~).

Corolario 4.4.1. Si1<i<j< B y0ice (§) entonces c € (§77). En
particular, si (0%) # 0 entonces ¢ € (#°7).

Lema 4.4.2. Sea A un anillo de cadena y sea V.C A un conjunto de
representantes de las clases de equivalencia de A/(0). Entonces:

1. Para cada a € A existen elementos tnicos ag,...,ag_1 € V tales
que

B—1
a= Zai -6
1=0

2. |V|=1|A/m|.
8. (07 = |A/m|PT con0<j<B—1.
Demostracion.

1. Construyamos ao, . ..,ag—1 € V de forma inductiva. Consideremos
ap el dnico elemento con u(ag) = p(a). supongamos que hemos
construido hasta a;, tomemos entonces

J
a — Zai . 91 = Uj+1(9j+1
i=0
para alguin elemento v;4; € A. Tomaremos como a;4+1 al elemento
de V tal que p(ajt1) = p(vjt1). Es claro que

1
a= Zai 9" méd 9712,
i=0

Para demostrar la unicidad consideremos

B—1 B—1
a=> a-0"=>) b0
=0 1=0
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con a;,b; € Vparai=0,1,...,6— 1. Es decir,
B—1

Z(ai—b,;) 91 =0

1=0

y aplicando repetidamente el Corolario 4.4.1 tenemos que p(a;) =
wu(b;) parai =0,1,...,8—1, 1o que implica a; = b; pues pertenecen
aV.

2. Es una consecuencia directa del hecho que V' es un conjunto maxi-
mal de A con la propiedad u(a1) # p(ag) para todo par aj,as € A
tal que a; # as.

3. Simplemente notar que hay |V'| posibilidades para cada coeficiente
aiya€ (07)siysélosiay=-=a;j_1 =0.

Lema 4.4.3. Con la notacion anterior existen enteros positivos s y t
tales que:

1. A=Ca®CO&---&CHL como C-mddulos.

2. 0° = plas_10° 1+ - +a10+ap) donde a; € C parai=1,2,...,5—1
Yy ag es una unidad.

3. Como C-mddulos

Co~C, 1<i<t—1
CO ~Cp, t<i<s-—1.

B=(n—1)s+t, 1<t<s.
Ademds sin =1 se tiene que s =t = 5.

Demostracion. El elemento p se encuentra en el ideal m, por lo tanto
esiste un entero s tal que p = v#° con v una unidad. Por lo tanto v™1p =
0° y entonces 05"~ £ 0 y " = 0. Por lo tanto existe un entero no
negativo t con 1 <t < s tal que

B =sn—1)+t.



Introduccién a los anillos finitos 55

En el caso n =1 en el anillo A el elemento p = 0 y tomamos t = s = 5.
Considerando el razonamiento en la demostracién del Teorema 4.3.1 se
sigue que
A= CIb]

=C+CO+CO*+--- +CO"1

=(C+CO+CO* +---+COT1) + Ap

=C+CO+CO*+ - +CO!
por el lema de Nakayama (Proposicién 1.2.2). Ademds u = v=! =

as—10°"1 4+ -+ a10 + ag con ap una unidad lo que prueba 2.
Para probar 1 y 2 definamos el morfismo

p;j: C — CHI
x = zhI

El elemento p" 167 es nulo si y sélo si j > t. Por lo tanto para los valores
j < t el nticleo del homomorfismo es {0} y se tiene C' >~ C67. En el resto
de los casos t < j < s — 1 el niicleo del morfismo es Cp"~! de donde
Cp~ C#7.

Finalmente para demostrar que es una suma directa probaremos que

s—1
Al =[] Ico'l.
=0

Como C' = GR(p™, p™), tenemos que su cardinal es p™" y tenemos que el
cardinal de C#* también es p™" cuando 0 < i < t. Ademés el cardinal de
Cp es p»=Y7" por lo que el cardinal de C#" es p(»~ V" cuando ¢t < i < s.
Observemos ahora que Af"/A9*! es un K-espacio vectorial de dimensién
1 para 0 <7 < 8 de donde

’A‘ — (pr)ﬁ _ pnrtp(nfl)r(sft)‘
|
Definicion 4.4.2. Para el anillo de Galois C' en el teorema anterior el
polinomio

g(z) = z° +p(a571$s_1 +---+ a1z +ag) € Clz]
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donde ag es una unidad se denomina polinomio de Fisenstein sobre C'.
El anillo C[x]/{g(x)) se denomina extension de Eisenstein de C.

De los resultados anteriores se sigue de forma directa la siguiente carac-
terizacién de los anillos de cadena.

Teorema 4.4.1 (Caracterizacién de los anillos de cadena). Sea A un
anillo de cadena con caracteristica p™ ideal maximal m con nilpotencia
B yr =[A/m:F,|. Ezisten enteros no negativos t y s tales que f =
m—1)s+t,1<t<sy

A~ GR(p™, p")[x]/{g(x),p" 'z")

y g(x) es un polinomio de Fisenstein de grado s sobre GR(p"™",p"). El
resultado reciproco también es cierto, cualquier anillo cociente de ese
tipo es un anillo de cadena.

Nétese que el polinomio de Eisenstein es de la forma g(z) = z* + pf(x)
por lo que la estructura de A depende de dicho polinomio f que a su vez
depende de la eleccién de 0 el generador del ideal maximal m, en otras
palabras, f no es canénico.

En la demostracion del Lema 4.4.3 sabemos que p = v6° donde v es
una unidad de A. El polinomio z* — p(v) tiene un cero simple p en K
si (s,p) = 1. Se puede probar que en dichas condiciones x® — v tiene un
cero en A. Por lo tanto p = (pf)*. Ademés p es una unidad pues lo es v
y se tiene que (0) = (pf) y si tomamos 6 = pf como el generador del
ideal maximal m el polinomio de Eisenstein es g(z) = z° + p.

Con la discusién anterior hemos probado que

Corolario 4.4.2. En las condiciones del teorema anterior, si (p,s) =1
se tiene que

A~ GR(p™, p")[z]/(z° + p,p" 2"

En este caso el anillo A se denomina anillo de cadena puro.

4.4.1. Factorizacion de polinomios en anillos de cadena

Diremos que un polinomio f € Afx] con A un anillo de cadena es libre
de cuadrados si g?|f implica que g es una unidad.
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Proposicién 4.4.1. Si g € Alz] con A un anillo de cadena y p(g) es
libre de cuadrados entonces g factoriza de forma unica como un producto
de polinomios monicos bdsicos irreducibles coprimos entre si.

Demostracion. Por el Teorema 4.2.8 sabemos que g factoriza como un
producto de g1, ..., g; polinomios moénicos y primos dos a dos que gene-
ran un ideal primario. Como p(g) es libre de cuadrados también lo son
los polinomios 1(g;). Entonces teniendo en cuenta la Proposicién 4.2.1
gi = h; +v; con h; bésico irreducible y v; € (6)[z], por lo que u(g;) es
irreducible y por lo tanto lo es g;. [ |

Lema 4.4.4. Sean f,g € Alz| con A un anillo de cadena. Los polinomios
f,g son coprimos entre si si y solo si u(f), u(g) son coprimos.

Demostracidn. Sea I el ideal generado por f,g en Alx] y I’ el ideal
generado por u(f), u(g). Es facil probar que u(l) = 1" y como h € Alzx]
es una unidad si y sélo si lo es p(h) entonces I contiene una unidad si y
sélo si la contiene I'. [ |

El lema anterior se puede probar también de forma constructiva, es decir,
dados f, g en Alx] construir u,v € K[z| tales que uu(f) +ovu(g) =1y
con una técnica similar al levantamiento de Hensel construir uy,v; con
u1 f +v1g = 1. El lector interesado en esta construcién puede consultar
el texto [2].






Capitulo

Codigos correctores de errores

En este capitulo mostraremos una de las aplicaciones mas conocidas de
los anillos finitos: los cédigos correctores de errores. La extension de es-
te manual no nos permite abarcar con suficiente intensidad la teoria de
la codificacién algebraica y por lo tanto los contenidos son claramente
sesgados. Hemos eliminado conscientemente cualquier alusién a la des-
codificacién de los mismos a pesar de ser un punto clave en su disefio
y concepcion salvo una breve alusién a la descodificacién por sindrome.
En nuestra descarga podemos aludir que ya existe un volumen de la pre-
sente coleccién que trata dicho problema y los cédigos correctores sobre
cuerpos y su descodificacién con mayor extensién [12]. Gran parte de la
introduccién que se presenta a los codigos lineales sobre cuerpos finitos
estd extraida de dicho manual. Para el lector mas interesado recomen-
damos [2] por su relacién con la temética de este volumen, también el
texto ya clasico pero siempre importante manual de McWilliams Sloane
[5] o [3].

5.1. La informacion y los errores

5.1.1. La informacion digital

La informacién digital se caracteriza por presentarse en un formato dis-
creto, esto es, como una secuencia finita m = x1xo - - - € A* de simbolos
de un alfabeto finito \A. Un texto escrito (este libro) es un buen ejemplo

99
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de informacién digital. Por conveniencia, el alfabeto A suele identificarse
con algin sistema numérico y muy a menudo con {0,1}, conjunto que
interpretaremos como el cuerpo finito Fy. De manera analoga, si A con-
tiene ¢ elementos y ¢ es la potencia de un nimero primo, entonces A
se identifica con el cuerpo finito con ¢ elementos IF,. Esta identificacién
permite aplicar a los problemas de codificacién todos los recursos del
algebra y la geometria sobre cuerpos finitos.

Una vez se tiene la informacién en el formato digital adecuado (binario
0 1n0) es apta para su manipulacién o transmisién, siguiendo un esquema

del tipo
emisor |—— canal |—— | receptor

Figura 5.1: Esquema de una transmisién de informacion.

En un sentido amplio, el canal puede ser espacial o temporal: envio por
linea telefénica, Optica, almacenamiento en un disco, etc. Al recibir el
mensaje, el receptor no puede estar seguro de que alguna parte del mismo
haya sido corrompida durante la transmisién. Si puede, sin embargo,
conocer la frecuencia con se producen los errores y, por tanto, determinar
cuantos errores (en media) cabe esperar que hayan ocurrido.

En lugar de enviar la informacién directamente, la transformamos (co-
dificamos) anadiéndole cierta redundancia con arreglo a unas reglas sis-
tematicas. Es esta informacién codificada la que realmente se transmite
por el canal (Figura 2). En base a la redundancia anadida el recep-
tor puede detectar, y eventualmente corregir, los errores producidos y
devolverla a su formato original. Este proceso recibe el nombre de des-
codificacion.

5.1.2. Cébdigos correctores

Como hemos senalado, la informacién se presenta originalmente como
una secuencia m = x1xs - - - € A*. Fijamos dos enteros k < n y trocea-
mos m en bloques de longitud k : m = (z1 - - o) (Tgy1 - - - Tok) - - - . Cada
uno de estos bloques se codifica (y posteriormente se enviard y descodi-
ficard) independientemente de los deméds, como su imagen mediante una
aplicacién inyectiva ¢ : A¥ — A", La codificacién del mensaje completo
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emisor receptor
i T | T

codificacion descodificacién

Figura 5.2: Esquema de una transmisién de informacion codificada.

se obtiene concatenando la codificacion de los bloques que lo integran:

c(m) =c(z1,...,28)c(Tpt1y- -, Tog) -
El conjunto C = Im(c) es, por definicién, el cddigo utilizado.

Definiciéon 5.1.1. Un cédigo corrector de errores es un subconjunto
C C A", siendo A un alfabeto finito y n un entero positivo. Los elementos
de C son llamados palabras y n es su longitud.

Cada palabra de C contiene k simbolos de informacién y n — k simbolos
redundantes: el numero k/n se llama tasa de transmision de C.
Supongamos que se ha enviado una palabra ¢ € C y recibido un vector
x € A" Si p es la probabilidad de que un simbolo resulte alterado en
la transmision, podemos esperar una media de np simbolos erréneos en
x. La capacidad de correccién de errores de C debe superar al menos
esa cota. Cuando x ¢ C, ciertamente ha habido errores; de hecho, atin
en el caso de que x € C, nunca podremos estar realmente seguros de
que no hayan existido errores. Ahora bien, si el c6digo se ha disenado
correctamente, sus palabras seran muy ’diferentes’ unas de otras, de
manera que resulte ’suficientemente improbable’ que x € C a causa de
los errores aleatorios sufridos en el canal.

La forma adecuada de medir la diferencia entre dos palabras (o dos
vectores de A") es la distancia de Hamming,.

Definicion 5.1.2. Dados x,y € A", llamamos distancia de Hamming
entre X ey al numero de coordenadas distintas que poseen,

dx,y)={i | 1 <i<n, z; # y}l.
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Obsérvese que la funcién d es realmente una distancia en A". El hecho de
que d no sea invariante por cambios de base, hace que la teoria de cédigos
no sea una parte trivial del dlgebra lineal. La capacidad de correccion de
errores de C viene determinada por su distancia minima, definida como

d=d(C) =min{d(x,y) | x,y €C,x #y}.

En efecto, recibido el vector x € A", se descodifica x por la palabrac € C
'més parecida’ a x, es decir, que minimiza d(x, c). Como las bolas (para
la métrica de Hamming) de radio (d —1)/2 centradas en las palabras del
c6digo son disjuntas, si el nimero de errores en x no supera |(d—1)/2],
entonces la palabra corregida coincide con la realmente enviada. Asi,
nuestra estrategia permite detectar d — 1 errores y corregir [(d —1)/2]
errores.

El objetivo principal (o mejor, uno de los objetivos principales) de la
teoria de codigos correctores de errores es encontrar buenos codigos,
es decir, c6digos que maximicen solidariamente los pardmetros k/n y
d/n. Sin embargo estas demandas son mutuamente contradictorias: al
aumentar uno de los parametros, el otro tiende siempre a disminuir.
En la practica habremos de conformarnos con un cierto equilibrio entre
ellos.

Otro requerimiento importante para un buen cédigo es que posea algin
método de descodificaciéon computacionalmente efectivo. El sistema al
que nos hemos referido anteriormente —evaluar la distancia de x a to-
das las palabras de C y quedarnos con la més cercana— es inviable en
la practica (excepto para cédigos de pequeno tamano). Relativamente
pocos cédigos permiten estos métodos efectivos. En el lenguaje de la
Teoria de la Complejidad Computacional, el problema de descodificar
un cédigo es NP-Completo. Retomaremos el tema de los buenos cédigos
un poco mas adelante.

5.1.3. Algunos ejemplos

Ejemplo 5.1.1 (El cédigo ASCII). En su versién habitual (no extendi-
da), ASCII permite codificar 128 = 27 sfmbolos (letras, ntimeros, signos
y controles no imprimibles) de uso general para computadoras. A cada
uno de ellos se le asigna un namero de orden y se le codifica mediante la
escritura binaria (con 7 bits) de ese nimero. Para aumentar la fiabilidad
de esta codificacién, a cada 7-upla x1,...,77 € F} se le afiade un bit
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control xg, calculado de manera que 1 +---+z7+2s = 0 (mod 2). Este
sistema permite detectar, aunque no corregir, cualquier niimero impar
de errores.

Ejemplo 5.1.2 (Cédigos de Hamming). Los c6digos de Hamming cons-
tituyen una familia doblemente infinita de cédigos (para cada potencia
¢ de un nimero primo existe una familia infinita de ellos). Vamos a
describir con cierto detalle al mas pequeno.

Deseamos codificar una 4-upla (z1, 22,73, 74) € F3. Vamos a hacerlo
anadiendo a estos cuatro bits otros tres redundantes, c(z1, 2, x3,z4) =
(r1, 22,23, x4,x5,x6,x7). Para ello consideremos tres circunferencias
cortandose en posicién general, tal y como se ve en el dibujo. Estas
tres circunferencias determinan 7 regiones (mas la exterior no acotada).

Numerémoslas.
Figura 5.3: Tres circunferencias.
Colocamos cada bit z; en la regién i de la figura, (i = 1,...,7). Los

x5, Tg, T7, se calculan de manera que cada circulo contenga un niimero
par de 1. Por ejemplo, (1010) se codifica como (1010100). El conjunto
C = {c(w1,20,73,24) | (21, 22,73,24) € F3} se llama cddigo de Ham-
ming binario de redundancia 3y habitualmente se denota Ha(3).

Es un ejercicio instructivo y facil comprobar que dos palabras cuales-
quiera de H2(3) se diferencian en al menos tres coordenadas (es decir,
que Hz(3) tiene distancia minima d = 3) y disenar un algoritmo de
correccion de errores. Se observara que en este cédigo (a diferencia de
lo que ocurre en general) la descodificacién de cualquier vector recibido
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es siempre posible; serd correcta cuando el vector recibido contenga un
error como maximo e incorrecta en otro caso.

Tlustremos con un ejemplo como aumenta la fiabilidad de la transmi-
sién mediante el empleo de H2(3). Si, durante la transmisién, la pro-
babilidad de error por bit es de 0,1 (suposicién tnicamente académica
y —afortunadamente— muy poco realista), entonces un sencillo calculo
muestra que

= la probabilidad de transmisién sin error en 4 bits de informacion
es 0,6561 sin codificar y 0,8503 codificando;

= la probabilidad de transmisién incorrecta no detectada en 4 bits
de informacion es 0,3439 sin codificar y 0,0257 codificando.

Claro esta que esta ganancia se consigue al precio de enviar un volumen
de datos 7/4 veces mayor.

5.2. (Cdbdigos lineales sobre cuerpos finitos

En todo lo que sigue supondremos que el alfabeto usado A tiene por
cardinal, g, la potencia de un nimero primo e identificaremos A con F,
el cuerpo finito con ¢ elementos.

Hemos citado ya que entre los requisitos de un buen cédigo C esta el de
poseer algoritmos eficaces de codificacién y descodificacion. Por lo gene-
ral, esta condicién pasa por que C posea alguna estructura algebraica.
Por ejemplo, el cédigo de Hamming ;posee alguna estructura algebrai-
ca? No hay mds que transcribir la condicién de que cada uno de los tres
circulos contenga un ndmero par de 1 en términos de ecuaciones,

x1 +xo w3 +x6 =0 (mod 2)
Ty +@o +z4 45 =0 (mod 2)
1 4x3 44 +z7 =0 (mod 2).

y H2(3) es un subespacio vectorial de F3. También la aplicacién de co-
dificacién es lineal:

1 000111
01 0 0 1 1 0
c(r1, 22, T3, 74) = (71, T2, T3, T4) 0010011
00 01101
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En general, si la aplicacién de codificacion c : F’; — [y es lineal, decimos
asimismo que el cédigo Im(c) es lineal.

Definicion 5.2.1. Un cédigo lineal g-ario de longitud n es un subespacio
vectorial C C IE"’q“.

Para abreviar, de un cédigo lineal de longitud n, dimensién k y dis-
tancia minima d, diremos que es de tipo [n, k, d]. Los c6digos utilizados
en la practica (excepto algunos de pequeno tamano) son siempre linea-
les. A continuacién veremos como los procesos de codificacién y desco-
dificacién, y el calculo de la distancia minima, son mucho mas simples
para los codigos lineales que para aquellos que no lo son.

5.2.1. Matriz generatriz

Todo subespacio de Fy de dimension k puede ser interpretado como
imagen de una (no tnica) aplicacién lineal inyectiva c : F’qf — Fy.

Definicion 5.2.2. Llamaremos matriz generatriz de C a la matriz de
una aplicacion lineal biyectiva c : F'g — C CF?

qr €S decir, a una matriz
k x n cuyas filas son una base de C.

Como una base de C no es Unica, tampoco lo es una matriz generatriz.
Cualquiera de ellas, G, proporciona no solamente un cédigo sino una co-
dificacién. En efecto, como C = {aG | a € FF}, (escribimos los vectores
en forma de filas) un mensaje a € IE"’; se codifica por aG' € Fy. Asf la
codificacion es para los cédigos lineales de maxima simplicidad y sélo
requiere el almacenamiento en memoria de la matriz G (es decir, de nk
elementos de Fg, y no de ng® como serfa el caso de un cédigo en bloque
no lineal con el mismo cardinal).

Cuando se codifica una palabra a € F’; mediante un codigo lineal, es a
veces interesante que la palabra codificada contenga como subpalabra
a a (podemos suponer que al comienzo de la palabra codificada), es
decir sea de la forma (a,z), z € F g*k. Asf los k primeros simbolos de la
palabra contienen la informacién y los siguientes son de control. Este tipo
de codificacion es llamado sistemdtico. Evidentemente la codificacion es
sistematica si y sélo si la matriz G es de la forma G = (I, C), donde
I, denota la matriz identidad k x k. Esta forma de G es conocida como
forma estdndar, y el c6digo es llamado sistemdtico si posee alguna matriz
generatriz en forma estandar.
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Ejemplo 5.2.1. Una matriz generatriz estandar del codigo de Hamming
Ha(3) es

1
1
1

O = O O
_ o O O
—_ = O

1
1
0
1

o O o
o O = O

0

Definicion 5.2.3. Diremos que dos codigos C1,Ca, de la misma longitud,
n, sobre Fy, son equivalentes si existe una permutacion o del conjunto
{1,---,n} tal que Coa ={o(c) | c € C1}.

Nota. Una permutacién o, actia realmente sobre los indices {1,--- ,n}
y no sobre los elementos de Fy;. Cuando por abuso de notacién escribimos
o(x), deberfamos escribir (T, (1), ; Ty(n)). Denotaremos por S, el gru-
po simétrico de orden n, es decir, el grupo de todas las n! permutaciones
del conjunto {1,--- ,n}.

Cédigos equivalentes tienen los mismos parmetros k y d. Reciprocamen-
te, dado el cédigo C, para cada permutacién o de {1,--- ,n}, el conjunto

o(C) ={o(c) [ceC}

es un cédigo equivalente a C. Eventualmente puede suceder que o(C) = C.
De hecho podemos considerar el conjunto

Aut(C) ={oc €S, | o(C)=C}.
Aut(C) es un subgrupo de S, llamado grupo de automorfismos de C.

Proposicion 5.2.1. Todo cddigo es equivalente a uno sistemdtico.

5.2.2. Matriz de control

Un subespacio vectorial de Iy puede describirse no sélo mediante un
sistema de generadores (lo que da lugar al concepto de matriz genera-
triz), sino también mediante unas ecuaciones implicitas. Esta forma de
caracterizacién origina la siguiente definicién.

Definicidon 5.2.4. Diremos que una matriz H es una matriz de control
del cédigo C si para todo vector x € Fy se verifica que x € C si y sdlo si
Hx! = 0.
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Si C es de tipo [n, k], entonces H es de tamano (n— k) x n 'y rango n— k.

Ejemplo 5.2.2. Una matriz del control del c6digo de Hamming es
1101100
H=|11 10010
101 1001

A veces se toma como cédigo de Hamming uno equivalente a éste, dispo-
niendo las columnas de H en orden creciente como representacion binaria
de los enteros 1,2,...,7. Como veremos mas adelante, esta disposicién
es aprovechada en la descodificacion.

Proposiciéon 5.2.2. Si G y H son matrices generatriz y de control de
C, entonces GH' = 0.

Si G es una matriz generatriz de C dada en forma estdndar, G = (I, C),
entonces es facil ver que la matriz H = (—C%, I,,_j) tiene tamafio (n —
k) x m, rango n — k y verifica GH' = 0, luego es una matriz de control
para C. Diremos que una matriz de control estd en forma estandar si es
de la forma (B, I,,_g).

La distancia minima de un cédigo puede ser obtenida a partir de su
matriz de control. Para poder probar este resultado nos es preciso un
nuevo concepto.

Definicién 5.2.5. Sea x = (71, -+ ,x,) € Fy. Llamaremos soporte de
x al conjunto sop(x) = {i | 1 < i < n,z; # 0}. Llamaremos peso de
Hamming de x a w(x) = [sop(x)| = d(x,0) siendo 0O el vector 0 =
(0,0,-- ,0).

La aplicacién w, asi definida, es una norma en [y y que d es la distan-
cia asociada a esta norma. Andlogamente a la distancia minima de un
c6digo, podemos definir su peso minimo como

w(C) = min{w(c) | c € C,c # 0}. (5.1)

Lema 5.2.1. En un cddigo lineal, la distancia minima es igual al peso
minimo.

Demostracion. d(x,y) =w(x —y). [ |
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Proposicion 5.2.3. Sea C un codigo lineal de matriz de control H y
distancia minima d. Entonces d > r si y solo si cualesquiera v columnas
de H son linealmente independientes. Por tanto, la distancia minima de
C coincide con el menor cardinal de un conjunto de columnas linealmente
dependientes en H.

Demostracion. Cualesquiera r columnas de H son independientes si y
s6lo si para ningin vector de peso < r sucede que Hx! = 0. [ |

Ejemplo 5.2.3. Consideremos el c6digo de Hamming y sea H su matriz
de control. Las columnas de H son todos los elementos de F3, excepto
(0,0,0). En particular todas son distintas, luego (siendo Fy el cuerpo
base) linealmente independientes dos a dos. Por tanto d > 3. Como
1110000 € C, concluimos que d = 3. Puede comprobarse que Hz(3) es
el cédigo binario de distancia 3 y dimensién 4 con la mayor longitud
posible.

Corolario 5.2.1 (Cota de Singleton). La distancia minima de un codigo
lineal [n, k] verifica d <n —k + 1.

Los cddigos lineales para los que se alcanza la igualdad en la cota an-
terior, d = n — k + 1, son llamados de mdzima distancia de separacion
(o MDS) y juegan un papel preponderante tanto a nivel tedrico como
préactico.

5.2.3. Dualidad

La matriz de control, H, de un cédigo lineal C, puede ser interpretada
como matriz generatriz de otro cédigo sobre Fy, llamado dual de C y
denotado C*. Obviamente, si C tiene dimensién k, entonces C tiene
dimensién n — k. Ademads, si G es una matriz generatriz de C, como la
igualdad GH! = 0 implica HG* = 0, se deduce que G es una matriz de
control para Ct.

Proposicién 5.2.4. Si C es un cddigo lineal, entonces su dual C* es el
ortogonal de C con respecto a la forma bilineal

(u,v) = u; € Fy. (5.2)
=1
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Demostracion. Sean Gy H matrices generatriz y de control de C. El
resultado es consecuencia de la igualdad GH' = 0, ya que rango(G) +
rango(H) = n. [ |

Como la forma bilineal (-, -) es simétrica y no degenerada, se verifica que
(CH)*+ = C, es decir, el dual del dual de un cédigo es el propio cédigo.
Obsérvese que puede darse la situacién C N C* # {0}. El caso extremo
se presenta cuando C = C™.

Definicion 5.2.6. Diremos que un codigo lineal es autodual cuando
cotncide con su codigo dual.

A diferencia de lo que ocurre con la dimensién, no es posible, en general,
determinar la distancia minima de C1 tdnicamente en términos de la
distancia minima de C.

5.2.4. Descodificacién por sindrome

En esta secciéon vamos a exponer un método general de descodificacién
para c6digos lineales. Sean C un cédigo lineal [n, k, d] sobre F, y H una
matriz de control. Como sabemos C corrige t = Ldglj errores. Supon-
gamos enviada una palabra ¢ € C y recibido un vector y € Fy. El error
cometido durante la transmisiéon ha sido e = y — ¢. La estrategia que
seguiremos para descodificar y es simple (en esencia la misma que en
5.1.2): calculamos la distancia de y a todas las palabras de C y la des-
codificamos por la mds préxima (si existe). Si durante la transmisién
se han cometido a lo mas t errores (es decir, si w(e) < t), entonces
d(c,y) =w(e) <ty ceslatnica palabra del cédigo con tal propiedad;
la descodificacién es por tanto correcta. Sit < w(e) < d, podemos detec-
tar que se han producido errores (puesto que y ¢ C), pero no corregirlos
en general. Si w(e) > d la descodificacién fallard eventualmente.

Llevar a cabo este proceso es mucho mas simple y computacionalmente
econémico para los coédigos lineales, debido a su estructura algebraica.

Definicion 5.2.7. Llamaremos sindrome de y al vector

s(y) = Hy' ¢ IFg_k. (5.3)
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Notemos que y € C si y sélo si s(y) = 0. Por tanto, al ser el sindrome
una aplicacion lineal, s(y) = s(c+e€) = s(c) + s(e) = s(e). Asi, recibido
y, conocemos inmediatamente el sindrome del error cometido.

Proposiciéon 5.2.5. El sindrome del vector recibido y es una combina-
cion lineal de las columnas de H correspondientes a las posiciones de
error.

Para ver en que modo puede ayudarnos el sindrome a detectar y corregir
errores examinemos un caso simple. Supongamos que C corrige al menos
un error y que durante la transmisién ha ocurrido un tnico error (es
decir, que w(e) = 1, pongamos e = (0,--- ,0,€;,0,---,0)). Porser d > 3,
cualesquiera dos columnas de H son linealmente independientes, es decir
ninguna columna de H es multiplo de ninguna otra. Asi el sindrome del
vector recibido y ser muiltiplo de una y sélo una columna de H. Segin
la proposicién anterior, la posicién de esa columna es precisamente la
posicién en que se ha cometido el error, es decir, si h; es la i-sima columna
de H, s(y) = e;h;, de donde pueden deducirse inmediatamente e y el
mensaje enviado c =y — e.

Ejemplo 5.2.4. Utilizando el cédigo de Hamming binario H(3) de
matriz de control

0001111
H=10110011
1010101

se envia el mensaje ¢ = 0010110. Durante la transmisién ocurre un error,
de manera que se recibe y = 0011110. El sindrome del vector recibido
es

H(0011110)* = (100)".

Como 100 es la representacién binaria de 4, el error ha ocurrido en la
cuarta posicion, luego y se descodifica por 0010110, que era el mensaje
enviado.

Consideremos en Fy la relacion de equivalencia: u ~ v siy sélosiu—v €
C. El espacio vectorial cociente obtenido, mdédulo tal relacién, se denota
por g /C. Los elementos de [y /C son clases de equivalencia u+C = {u+
x | x € C}. Como cada clase posee |C| = ¢* elementos (o representantes),
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el cardinal de Fy /C es ¢" % y su dimensién es n—k. Nétese que u—v € C
si y sélo si s(u) = s(v), luego recibido y, al calcular s(y) conocemos la
clase a la que pertenece el error.

Definicion 5.2.8. Si en una clase existe un tunico elemento de peso
minimo, éste recibe el nombre de lider de la clase.

Algunos autores exigen, ademds, que el peso de tal elemento sea < t
(siendo t la capacidad de correccién del c6digo) para darle el nombre de
lider. En cualquier caso, en general no toda clase tendra lider ya que el
elemento de peso minimo no serd, en general, tinico. Sin embargo, si una
clase contiene un elemento de peso < t, éste es el lider de la clase.

Proposicién 5.2.6. Cada clase de Fy; /C posee a lo mds un elemento de
peso < 1.

Demostracion. Si existen u,v en la misma clase, ambos de peso < t,
entonces u —v € Cy wu—v) < w(u) +w(v) < 2t < d(C), lo cual
implica que u = v. [ |

Algoritmo del lider

Recibido un vector y, como todos los vectores y — x, x € C, estan en la
misma clase de Fy; /C, que es la de y, el minimo de d(y, x) = w(y —x) se
obtiene cuando y — x es el lider de la clase. Por tanto la descodificacion
es posible si y sélo si la clase del vector recibido posee lider, y el error
es asumido como el lider de la clase. La proposicién 5.2.6 garantiza que
si el nimero de errores no supera la capacidad correctora del codigo,
entonces la descodificacién es correcta.

Para llevar a cabo este proceso, construimos una tabla con dos colum-
nas y tantas filas como clases hay en Fy /C (es decir, q" 7% filas). En la
primera columna escribimos el sindrome de un elemento cualquiera de
cada una de las clases; en la segunda el lider de la clase correspondiente
(si existe). Esta tabla se construye de una vez por todas y sirve para la
descodificacion de cualquier vector. Ahora, recibido y, hacemos
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Algoritmo 1. Recibido un vector y,
1. calcular s(y) y buscarlo en la columna de sindromes
2. sila clase correspondiente no posee lider, la descodificacién falla.
Fin.
3. Sila clase posee lider, e, se decide que e es el error cometido.
La palabra descodificada es y — e. Fin.

5.2.5. (Cdbdigos ciclicos

Los c6digos ciclicos constituyen la familia mas ampliamente utilizada de
codigos correctores de errores. Para su estudio alteraremos ligeramente
las notaciones que venimos utilizando, y escribiremos las coordenadas de
los vectores desde 0 a n — 1. Asi pondremos x = (xq, -+ ,Z,—1) en lugar
de (21, ,x,). Enseguida podra apreciarse la utilidad de este cambio
de notacién.

Nocién de cédigo ciclico

Definicién 5.2.9. Un cédigo lineal C de longitud n sobre Iy, es ciclico si
para cada (co,c1,--+ ,cn—1) € C se verifica que (¢p—1,¢o,"* ,cn—2) € C.

En otros términos, se exige a C ser invariante por permutaciones ciclicas.
Sean IFy[x](,,_1) el espacio vectorial de los polinomios sobre F; con grado
menor que n y A el anillo cociente A = F,[z]/(z" —1). En virtud de los
isomorfismos de espacios vectoriales

F7 = Fyfe](un) = A (5.4)

podemos identificar cada vector (ag,--- ,a,—1) con el polinomio ay +
a1+ +a,_12" ' yconlaclase, en A, ag+ a1z + -+ ap_12" "+
(z™ —1). Consecuentemente, un cédigo sobre F, puede considerarse co-
mo un subconjunto de A. En lo que sigue utilizaremos libremente estas
identificaciones. Por otra parte, impondremos la restriccién adicional
mcd(g,n) = 1. Esto garantiza que el polinomio ™ — 1 tiene todos sus
factores irreducibles distintos y sus raices forman un grupo ciclico de or-
den n. La propiedad fundamental de los cédigos ciclicos es la siguiente.

Teorema 5.2.1. Sea C un cddigo lineal no nulo de longitud n sobre el
cuerpo finito Fy. C es ciclico si y sélo si, considerado inmerso en A, es
un ideal.
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Demostracion. Supongamos que C es ciclico. Puesto que C es ya un
subgrupo abeliano de A, basta probar que si a(x) € C entonces Xc(z) €
C. Ahora bien

x(cop+cx+---+ cn_laznfl) =cpo14cor+-+cpoa™ !

y el hecho de que este tltimo polinomio pertenezca al cdédigo no es sino
la definicién de cédigo ciclico interpretada en lenguaje polindémico. El
reciproco se demuestra de manera idéntica. [ |

Es conocido que todo ideal del anillo A es principal, es decir, consiste
en el conjunto de multiplos de un polinomio g(z) divisor de ™ — 1.

Corolario 5.2.2. Dado un cddigo ciclico no nulo C de longitud n, existe
un dnico polinomio monico g(x) € Fy[z] divisor de ™ — 1, tal que C =
(g(x)). En consecuencia, los elementos de C pueden identificarse con los
polinomios de grado menor que n multiplos de g(x).

Matrices generatriz y de control

Proposicién 5.2.7. Sea C un cédigo ciclico de longitud n sobre F, con
polinomio generador g(x) de grado n — k. El conjunto

{9(x),zg(x), - ,a" " g(x)} (5.5)
es una base de C. En particular, C tiene dimension k.

Demostracion. Basta probar la primera afirmacion. Tomemos f(x)g(x) €
C. Podemos suponer deg f(x) < k (en caso contrario puede encontrarse
en A un polinomio f'(x) con deg f'(x) < ky f(x)g(z) = f'(x)g(x)). Sea
pues f(x) = ag + a1z + - - - + ap_12*. La escritura

f(@)9(x) = agg(x) + arzg(a) + - + ar_12"g(z) (5.6)

es la combinacién lineal buscada, luego {g(z), zg(z),...,z¥ 1g(x)} es un
sistema de generadores. Veamos que es un conjunto libre. Una relacion
de dependencia lineal

bog(x) + bizg(x) + -+ + bp_12"g(x) = 0 (5.7)
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puede escribirse también b(x)g(x) = 0, siendo b(x) = by + byz + --- +
bp_12%~1. Como deg(b(x)g(x)) < n 'y g(x) # 0, se verifica (en A) que
b(x) =0, luego b; =0 para i =0,1,--- ,k — 1. [ |

Corolario 5.2.3. Un codigo ciclico de longitud n y polinomio generador
g(x) = go + g1z + - - - + gn_px"* tiene matriz generatriz

g0 91 92 ... In—k
g 91 --- Gn—-k-1 Yn—k

9o g1 -+ Y9n—k-1 YGn—k

La codificacién con un cédigo ciclico C de pardmetros [n, k], puede ha-
cerse del modo usual —a partir de cualquiera de las matrices generatrices
descritas anteriormente— o utilizando la notacién polinémica. Con esta
notacion el mensaje sin codificar puede identificarse con un polinomio
a(z) de grado menor que k y su codificacién es simplemente

g(x)a(z) € C (5.8)

siendo g(x) el polinomio (de grado n— k) generador de C. Si se desea que
la codificacion sea sistemaética, entonces realizamos la divisién euclidea

#"*a(r) = g(x)q(x) + r(@) (5.9)
con degr(x) < deg g(x) = n — k. El mensaje a(x) se codifica por
2" Fa(z) —r(z) e C. (5.10)

Notese que la codificacién es sistematica en las 1ltimas k& posiciones.
Vamos ya con la matriz de control.

Definicion 5.2.10. Si C es un cddigo ciclico de longitud n, con polino-
mio generador g(x) de grado n — k, llamaremos polinomio de control de

Ca

n_q
h(z) = 2= = ho+ hyz + - - + hyat. (5.11)
X
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Proposicién 5.2.8. Con las notaciones de la definicion anterior, la
matriz (de tamano (n — k) x n)

hy hg—1 ... hi ho
hi hx—1 hr—2 ... ho

he hp—1 ... hi1 hg
es una matriz de control de C.

Demostracion. Basta con probar la identidad GH? = 0. Para todo 1 <
i <k,1<j<n-—k, el elemento (i,j) de la matriz producto GH!, es el
coeficiente de x"~*=/*! en el polinomio g(z)h(z) = 2™ — 1. [ |

Teniendo en cuenta la definicién 5.2.10, resulta evidente que h(x) es un
generador de C'. Esto demuestra que el dual de un cédigo ciclico es
también ciclico.

Ceros de un cdédigo ciclico

Sea " — 1 = fi(x)fa(x) - fm(x) la descomposicién de ™ — 1 en fac-
tores irreducibles y sea «; una raiz de f;(z). Para el cddigo ciclico C;
engendrado por f;(z), se verifica C; = (fi(z)) = {c(z) € A | c(a;) = 0}.
En general, para el cédigo ciclico C engendrado por g(x) = fi, fi, -+ fir,
se tendra

C = (g(x)) = {c(x) | c(aiy) = (i) = -~ = ¢(ew,) =0}, (5.12)

lo que muestra que los cédigos ciclicos pueden definirse, alternativamen-
te, como conjuntos de polinomios con ciertas raices n-ésimas de 1 como
ceros. Esto permite invertir el proceso: en lugar de partir del polinomio
generador g(X) y tomar los ceros adecuados (uno en cada factor irre-
ducible de g(X)), podemos tomar, a priori, un conjunto de elementos
{a1,--+,a,} en una extensioén finita F de Fy y definir

C=A{c(z)e A| c(lar) = =c(ay) =0}. (5.13)
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Tal cédigo es autométicamente ciclico, pues si fi(z) es el polinomio
irreducible de «;, se verifica que C = (g(x)) = mem(f1,---, fr). Si n; es
el orden de o; en F, y n = mem{ny, -+, n,}, es claro que g(z)[z" — 1
y por tanto C es un cédigo ciclico de longitud n.

Con esta caracterizacion de los codigos ciclicos puede comprobarse fa-
cilmente si una palabra recibida estd o no en el cédigo. Para ello consi-
deramos la matriz

1 o 0/11_1
H = Do : . (5.14)
1 o an~t

Si, para un polinomio f(x) = fo + fix + -+ fn_12" !, convenimos en
considerar —forzando las notaciones— que

H'f(X) = (f(a1), f(a2), ..., flar)) (5.15)

entonces f(z) € C siy sélo si H' f(z) = 0, lo que autoriza a considerar a
H’ como un tipo de matriz de control del cédigo. Nétese, sin embargo,
que H' no tiene ni coeficientes en F, ni dimensiones (n — k) x n, por lo
que no es una matriz de control en sentido estricto.

A continuacién veremos como los c6digos de Hamming pueden obtenerse
de esta forma.

Ejemplo 5.2.5. Simed(¢—1,r) = 1, entonces el cédigo de Hamming ¢-
ario Hy(r) es equivalente a un cédigo ciclico. En particular, todo cédigo
de Hamming binario es equivalente a un cédigo ciclico. En efecto, Ho(r)
tiene longitud n = 2" — 1 y dimensién k = 2" —r — 1. Sea a un elemento
primitivo de Fyr (una raiz primitiva n-ésima de la unidad). Puesto que
los elementos de For son las potencias de «, una matriz de control de
Ha(r) es la matriz

H=(1 a a* - av!)

(identificando cada a® con el vector columna de sus coordenadas en la
base 1,a, - - ,a"~1). Por tanto Ha(r) puede identificarse con el conjunto
de los polinomios que tienen a « por raiz o, dicho de otra forma, con el
cédigo ciclico generado por el polinomio Irr(a, Fa).
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5.2.6. Cdbdigos BCH y RS

Los cédigos BCH (denominados asi en honor de sus descubridores, Bose,
Chaudhuri y Hocquenghem) constituyen la mas importante familia de
c6digos ciclicos. Se ha visto en la seccién anterior, que los cédigos ciclicos
pueden determinarse prescribiendo un conjunto de elementos como ceros
de su polinomio generador. En concreto, si tomamos como ceros los

elementos aq,- - - , a,, entonces la matriz
n—1
1 og o
H' = Do (5.16)
—1
1 ar PR a;"b

se comporta como una matriz de control del cédigo obtenido, C. En
particular, la distancia minima de C es > d si cualesquiera d—1 columnas
de H' son linealmente independientes. No es ficil, en general, determinar
este nimero para una eleccién arbitraria de los «;. Una excepcién la
constituye el caso en que los «; son potencias consecutivas de una raiz
primitiva n-ésima de la unidad, o; = o*, i = 1,--- ,7 < n, pues entonces
todo menor de la correspondiente matriz H' se reduce a un determinante
de tipo Vandermonde y d(C) > r + 1.

Construccion y parametros

Fijemos un cuerpo [F, y nimeros naturales n,by d, 2 < 6 < n. Sean m el
orden multiplicativo de ¢ médulo n (es decir, el menor niimero natural
tal que ¢™ = 1 (mod n)) y a € Fym una raiz primitiva n-ésima de la
unidad.

Definicion 5.2.11. Llamaremos cédigo BCH de longitud n y distan-
cia minima prevista §, al cddigo ciclico de longitud n cuyo polinomio

generador tiene por raices of, ot ... abt0=2,

Si se toma b = 1, el cédigo se denominar BCH en sentido estricto.
Si la longitud n es de la forma n = ¢™ — 1, entonces se hablar de
cédigos BCH primitivos (en este caso el exponente m coincide con el
orden multiplicativo de ¢ médulo n y a es un elemento primitivo de
Fym); si, ademds, m = 1, (es decir, n = ¢ — 1 y por tanto a € Fy)
el codigo se denomina Reed-Solomon. Los coédigos Reed-Solomon son
importantes por derecho propio y volveremos sobre ellos més adelante.
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Proposiciéon 5.2.9. Un cddigo BCH de distancia prevista §, posee dis-
tancia minima d > 6.

Demostracion. Cualquier menor (§ — 1) x (6 — 1) de la matriz

1 oy 0/1‘_1
Hl — .
-1
1 o al

se reduce a un determinante de tipo Vandermonde, luego cualesquiera
6 — 1 de sus columnas son linealmente independientes. ]

Dado que, en general, no es factible conocer la auténtica distancia de un
cbédigo BCH, en la practica se utiliza 6 como un sustituto de la misma.
Claro esta que la distancia minima real puede ser mayor que la prevista
(como veremos a continuacién en los ejemplos).

Un polinomio generador del cédigo puede obtenerse del modo siguiente:
parai="b, - ,b+ 8 — 2, sea m;(z) el polinomio irreducible de o’ sobre
F,. Entonces

g(x) = mem{my(z),-- -, mpys-2(2)} (5.17)

es el polinomio generador buscado. La dimensién del cédigo es, como en
todos los c6digos ciclicos, n — deg g(z).

Ejemplo 5.2.6. Por simplicidad trabajaremos con cédigos BCH bina-
rios, primitivos y en sentido estricto. Asi, sean m € Z, n =2" — 1y
a € Fom una raiz primitiva n-ésima de la unidad (es decir, un elemento
primitivo de Fam). El caso més simple de cédigo BCH se da para § = 2,
obteniéndose

Co = {c(x) € A =TFslz]/(z" — 1) | c(a)) = 0}.
Como c(x) € Fa[x], si ¢(8) = 0, entonces ¢(82) = 0. Por tanto
Cy=C3={c(z) € A| c(a) = c(a?) =0}

Como ya sabemos, Co = C3 es un cédigo de Hamming, de distancia
minima 3.
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El siguiente caso a considerar es § = 4. El c6digo que se obtiene es

Ci = {c(z) € A c(a) =c(a?) = c(a®) = 0}
= {c(z) € A c(a) = c(a®) = 0}.

Como en el caso anterior, los polinomios de C4 verifican autométicamente

la condicién c(a4) = 0, luego C4 = C5 y este cbdigo tiene distancia
minima > 5. Una matriz de control es
I — 1 a o - a!
N1 a3 ab ... o301

Si my(z) = Irr(a, Fa) y mg(x) = Irr(a?, Fy), el polinomio generador de
Cyq es

g(x) = mem{m;(z), mg(z)}.
Para poder realizar un célculo concreto fijemos m = 4 (luego n = 15).
En este caso, los polinomios mq(x), ms(z) son

mi(z) = 1+ +a

ma(z) = 14+x+a>+2°+a!
por lo que
gx)=Q+z+ahH(Q+z+2?+ 23 +at) =14+2* +2% + 27 + 28

y la dimensién de C4 es n—deg g(x) = 7. Las matrices generatriz y de con-
trol del cédigo pueden obtenerse por el procedimiento habitual, a partir
de g(x), o directamente a partir de H’. Tomando la base {1,q,a?, a3}
de Fy4 sobre Fy, las coordenadas de cada elemento de Fys4 son

1=1000 o*=1100 o®=1010 ol?=1111
a=0100 o®=0110 o®=0101 a'3=1011
a?2=0010 o =0011 ' =1110 o'*=1001
a®=0001 o’ =1101 o't =0111

(recuérdese que Irr(a, Fo) = 1+ 2 + 2%, luego 1 + a = o). Con esto, H’
es
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una matriz de control, en sentido estricto, queda

10001001101 O01T11
01001101011 11O00
001001101011 11O0

- 0001001101 01111
11000110001 1000°1
0001100011 00011
00101001O01O0O01O01
011110111101 111

Cédigos de Reed-Solomon

Repitamos la definicion, ya citada, de codigo de Reed-Solomon:

Definicién 5.2.12. Un cdédigo Reed-Solomon sobre F, es un cédigo
BCH primitivo de longitud n = q — 1.

Como caso particular de los BCH que son estos cédigos, siguen los mis-
mos procesos de codificacién y descodificacion que aquellos. Su carac-
teristica distintiva mas notable es que la raiz n-ésima, a, es un elemento
de F, y, por tanto, todas las manipulaciones con el cédigo implican sélo
operaciones en el propio cuerpo F,. Como contrapartida a esta sim-
plicidad de manejo, queda limitada a ¢ — 1 la longitud de un cddigo
Reed-Solomon sobre F,.

Una primera justificacién del interés de estos cédigos es el siguiente
resultado.

Proposicion 5.2.10. Los cddigos Reed-Solomon son MDS.

Demostracion. Como en todo cédigo BCH, fijada la distancia prevista &
y la raiz n-ésima «, su distancia minima y dimension, d y k, verifican d >
§y k=n—degg(z), siendo g(z) = mem{lrr(a’,F,) |i=1,---,6 —1}.
Ahora bien, dado que o' € F, para todo i, se tendra degg(x) = § — 1
luego, teniendo en cuenta la cota de Singleton, kK =n — d — 1, de donde
d=n—k+1. [ |

Los c6digos de Reed-Solomon son habitualmente utilizados en la detec-
cién de errores (aleatorios y a rafagas) sobre canales binarios. Dado que,
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como se ha dicho, su longitud es muy pequena, para ’alargarla’ se uti-
liza a menudo la estrategia de descenso de cuerpo, que describimos a
continuacién.

Dado un cuerpo finito Fyr, extension de Fy, fijemos una base {1, «, - - -,
a™ 1} de F,r sobre F,. Como sabemos, cada elemento de F, puede
identificarse con el vector de Fy de sus coordenadas en la base anterior.
Aplicando este procedimiento a cada componente de un vector de Fy,,
obtenemos un vector de F¢"

vector original sobre [Fgr
*

keookkoeooskeooooo koo 3k (518>

vector obtenido sobre F,

En particular, si C es un cédigo de longitud n sobre Fyr, a partir de él
podemos conseguir un cédigo sobre F, de longitud rn; se dice que este
cuerpo se obtiene del original por descenso de cuerpo.

Esta construccién se realiza habitualmente con cédigos Reed-Solomon
definidos sobre For. Si el cddigo inicial tiene longitud n, entonces el
codigo binario obtenido por descenso de cuerpo sobre Fy tiene longitud
rn y gran capacidad de deteccion de errores a rafagas.

Proposicién 5.2.11. Sea C un cddigo de Reed-Solomon sobre Faor con
distancia d = 2t + 1. Entonces, el codigo binario obtenido por descenso
de cuerpo sobre Fy corrige todos los errores a rdfagas de longitud [ <
(t—1)r+1.

Demostracion. Recibida una palabra binaria, podemos transformarla en
un vector de For siguiendo el proceso contrario al descrito anteriormente
(es decir, ascendiendo de cuerpo). Si los errores forman un rafaga de
longitud [ < (t—1)r+1, teniendo en cuenta que cada r simbolos binarios
se colapsan en uno solo de For, la palabra transformada contiene a lo
mas t coordenadas erréneas. Pero ¢ es precisamente la capacidad de
correccién del codigo. ]

5.3. (Cdbdigos sobre anillos

Durante toda esta secciéon A sera un anillo de cadena con ideal maximal
m. Consideraremos siempre fijado un generador del ideal maximal 6.
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Recordemos de la Seccién 4.4 que los ideales de A son (#°) con i =
1,2,...,0 donde S es el indice de nilpotencia. Los divisores de cero
corresponden al ideal (6) y los elementos en A \ () son las unidades.
Para todo elemento no nulo ¢ € A existe un tnico exponente tal que
a = uf® con v una unidad dnica médulo §°~1. Claramente para cada
par de fndices 1 <1 < j < 3 si cf’ € (#7) entonces c € (6777).

5.3.1. Algebra lineal sobre anillos de cadena

El el caso de algebra lineal sobre anillos el rango de McCoy juega el
mismo papel que el rango en el caso de cuerpos. Para un anillo de cadena
se puede definir como sigue.

Definicion 5.3.1. El rango de McCoy de una matriz M con entradas
en un anillo de cadena A es el mayor entero positivo t tal que existe un
menor de la matriz que es una unidad. En caso de que no exista ningun
menor que sea una unidad el rango de McCoy es 0. Notaremos el rango
de McCoy de la matriz M por rgy;.(M).

Teorema 5.3.1. Consideremos vi,..., vy, € A"\ 0A™. El conjunto
{vi,...,vin} es linealmente dependiente si y sélo si {v1,...,Vin} son
linealmente dependientes en K = A/m.

Demostracion. Supongamos que son linealmente dependientes en A",
existen «; € A no todos nulos con Z:il a;v; = 0. Consideremos el
mayor j tal que 6/|a; para todo i = 1,2,...,m. Podemos reescribir
cada coeficiente como «; = 67a/. Claramente 6 divide a Yot v, pues
033" afv; = 0. De aqui obtenemos que Y., o/¥; y no todos los
coeficientes E; son nulos por la maximalidad de j.

En el otro sentido, supongamos que {v7,...,V,,} son linealmente de-
pendientes, existen coeficientes ; € K no todos nulos con Y ", 5;v; =
0. Tomemos un elemento 7; del anillo A tal que 7; = f(;. Entonces
01> ", vivi y existe § con

m m
D 5ivi=08> yivi=0,
i=1 i=1

con al menos una de los ; una unidad, esto es al menos uno de los §;
no nulo. ]
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Corolario 5.3.1. Dada una matriz M con entradas en el anillo A las
siguientes proposiciones son equivalentes.

1. rgMC(M) =t.
2. El rango de M es t.

3. M tienet filas linealmente independientes y t+1 filas son siempre
linealmente dependientes.

4. M tiene t columnas linealmente independientes y t + 1 columnas
son siempre linealmente dependientes.

La regla de Cramer para sistemas sobre un anillo de cadena A se cumple
(véase por ejemplo [7]). Como corolario tenemos que

{x € A" | M -xT =0} = [A]"™.

5.3.2. (Cdbdigos lineales sobre A

Un cédigo lineal C sobre A de longitud n es un A-submédulo de A™. Para
un entero positivo k denotaremos por Id; la matriz identidad de tamano
k x k. En toda esta seccién cuando mencionemos cédigo se referira a
codigo lineal.

Definicion 5.3.2. Sea C un cddigo lineal sobre A. Una matriz G se
denomina matriz generatriz de C si las filas de G generan linealmente a
C y ninguna de ellas se puede poner como una combinacion lineal de las
demds.

Diremos que la matriz generatriz G del cédigo C estd expresada en forma
estandar si después de una permutacion de las coordenadas adecuada
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tiene la siguiente forma

Idko 00,1 C()72 00’3 . 0075,1 CO,,B
0 0Idy, 6C12 6Ci3 ... 0Ci54 0C, 4
G = 0 0 92Idk2 9202,3 «92C275_1 9202,5
0 0 0 0 95_1Idkﬁ,1 96_10571’5
Co
0C,
= 0%Cy
05-1Cs_4

Asociaremos a G la matriz C' dada por

Co
Cy
C = Co

Co_y

cuyas submatrices son tnicas médulo 62~ y sus proyecciones sobre K
son tUnicas.

Proposicion 5.3.1. Cualquier cddigo C sobre un anillo de cadena A
tiene una matriz generatriz en forma estindar.

La demostracion deja como ejercicio al lector, como indicacién se toma
un conjunto arbitrario de generadores de C y se aplican permutaciones
de columnas y pasos de eliminacién gaussiana siendo cuidadoso con la
restriccién de no dividir por no unidades.

Definicion 5.3.3. Dado un cédigo C sobre un anillo de cadena A y un
elemento a € A definimos (C : a) como es siguiente conjunto (cociente

de submodulos)
(C:a)={beAl|a-beC}. (5.19)

Definicién 5.3.4. Dado un cddigo C sobre un anillo de cadena A con
0 un generador de m ideal maximal de A con indice de nilpotencia 3 lo
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asociamos la siguiente torre de codigos
C=(C:%C-..C(C:0)C---C(C:6°]) (5.20)

y sobre K= A/m

C=(C:60)C---C(C:0))C---C(C:68-1) (5.21)
Lema 5.3.1.

1. Consideremos un cédigo C con matriz generatriz G en forma estandar
y matriz asociada C'. Para cada valor dei =1,2,...,8—1 el cddigo
(C : 0%) tiene matriz generatriz

y su dimension es > _q k;j.

2. Sila cadena & C & C --- C E_1 estd formada por codigos de
longitud n sobre K entonces existe un cédigo C sobre A con

C:0)=¢, i=0,1,....,8—1.

Demostracion.

1. Es claro que (C : 6%) contiene al c6digo generado por dicha matriz.
Tomemos ahora € € (C: 6") una palabra suya y la palabra ¢ €
(C : 6%) que se proyecta sobre ella. Para cualquier i se tiene que
'c € C por lo tanto exixten vectores v; € A% coni=0,1,...,8—1
tales que

QiC :(VQ, V()Co’l + 0vq,... aVOCO,,B—l + 9V10175—1
+ -+ gﬁilvlg,l, V()Coﬁ +-- 9’8*1V5,1C'5,175)

Como fic es divisible por 6 existe wy € Ao tal que O'wy =
vo. Podemos reescribir la segunda componente del vector como
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QiWOCOJ +60v1 y por lo tanto existe wy € AR tal que 0wy = vy.
De esta forma podemos continuar hasta establecer que existen

WjEAkj tal que Gi_jwjzvj, ji=1,2,...,1.
Por lo tanto se tiene que
i B8-1
f'c = Z (ngjAj + Z HJVjAj
j=0 j=i+1

de donde se sigue que

i p-1
9= widj+ > 077 A; méd 67
§=0 j=i+1

Por lo tanto g = Z;':o wiinj y estd generado por la matriz dada
en el enunciado. Claramente por el resultado en el Teorema 5.3.1
las filas de la matriz son linealmente independientes sobre K y se
sigue el resultado de la dimensién.

. Sea l; = dim(&;). Podemos suponer (eventualmente realizando al-

guna permutacién de columnas), que cada uno de ellos se puede
poner de forma sistemdtica con una matriz generatriz expresada
como

si elegimos ahora matrices C; con entradas en A tales que C; = E;
el cédigo C dado por su matriz generatriz cumple las condiciones
deseadas

Co

0C,

(95_105_1
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Teorema 5.3.2. Sea C un cddigo de longitud n sobre un anillo de cadena
A. Entonces:

1. Los pardmetros k; para 1= 0,1,...,kg_1 son independientes de la
matriz generatriz en forma estdndar G elegida.

2. Cualquier palabra c € C se puede escribir de forma unica como

c=(vo,Vi,...,vg_1) -G, v;€ (A/O°PTIAR ~ (9 R).

3.
C| = [K[Zi0 ki(B=0),
Demostracion.
1. La unicidad de los pardmetros k; para ¢ = 0,1,...,kg_1 se si-

gue directamente del lema anterior pues ky = dim(C) y k; =

dim((C : 0%)) — dim((C : #"~1)) con i =1,2,...,8 — 1.

—1 . . .z . .z
2. Tomemos k = Ziﬂ:o k; y consideremos la aplicacién de codificacién

codg: AF — A
v = v-G.

Claramente Im (codg) = C. Tomemos ahora v = (vq, vi,...,Vg_1).

codg(v) =(vo,voCoi + 0vi,...,voCop_1+ 0viCip-1
+ -+ Hﬁ_IVﬂ_l, V[)C()ﬁ + -+ 95_1V5_105_1ﬁ).

codg(v)) = 0 implica vy = 0. Esto a su vez implica fv; = 0, es
decir vi € 65714 y continuando el razonamiento v; € 6P~ A para
i=0,1,...,8—1. De donde

B—1
ker (codg) = H 9P~ Aki
i=0
y

p-1 B-1 ,
C = AF / [1¢° 4% =] <A/6’5‘iA)kz o
=0 1=0

[y

B_
(0°4)" . (5.22)
0

1=
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3. Se sigue directamente por conteo en la Ecuacién (5.22).

Nétese que la Ecuacién (5.22) nos proporciona un método de descom-
posicién tnica de cualquier submédulo de A™.

Dualidad

A partir de este momento y con las notaciones del apartado anterior
definimos

ko(C) = dim(C)
k;(C) = dim((C : 6%)) — dim((C : #~1)), 1<i<p-—1.

Teorema 5.3.3. Consideremos C un codigo sobre un anillo de cadena
A con matriz generatriz G en forma estdndar.

1. Si definimos

7j—1
Hij=— ) HixCj 5 4~ Ch g 0<i<j<P
k=i+1

entonces la matriz

H()ﬁ HO,ﬂ—l e HO,l Idn—k(C)
0H, 4 OHi g1 ... 01,k (o) 0
H = : : :
0 'Hg 15 0°7'1d,_pyc) --- 0 0
Hy
0H,
(95_1H5_1

es una matriz de paridad de C (o una matriz generatriz de C*).

2. (CL. 6 = ((c:eﬁ—l—i))ﬂ ko(CL) = n — ko(C) y ki(CY) =
kg_1(C) para 1l <i < —1.
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3. [C|*+ = |A™[/|C| y (CH)*F =cC.
Demostracion.

1. La demostracién es directa y se deja como ejercicio basdndose en
comprobar que H - GT =

2. Consideremos un elemento b € (C1 : %) y otro e € (C : 6%). Por lo
tanto 8'b € C+ y §8~"le € C, y se sigue que

0" 'be” =

esto es, b y e son ortogonales.

Razonemos ahora sobre la dimensién. Si consideramos D el A-
modulo generado por la matriz H que por el apartado anterior
sabemos que es C. Sabemos que la suma de las dimensiones de dos
espacios ortogonales no pueden superar la dimensién del espacio
ambiente. Tenemos ahora:

n > dim ((c pi—i- 1)) + dim (W)
— dim ((c go—i—1 ) + dim (m)
) +
) +

= ko(C 4 kg_i—1(C) + ko(D) + - - - + k(D)
—ko(C + kgi—1(C) +n = k(C) + kg—i(C) - - + k-1(C)

3. Se sigue inmediatamente del apartado anterior.

Asociaremos a la matriz de paridad H la siguiente matriz:
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Corolario 5.3.2. Sea C un cédigo con matriz generatriz G y matriz de
paridad H y matrices asociadas C y C(L) respectivamente. Entonces C
tiene matriz generatriz Ay y matriz de paridad C(L).

Demostracion. Se sigue directamente de la igualdad

@ = (€ /) = o0,

Nota. Noétese que las matrices C'y C(L) no son tnicas para un c6digo
dado C.

Caédigos libres

La siguiente proposicién es inmediata de los resultados y conocimientos
previos.

Proposicion 5.3.2. Consideremos C un codigo sobre un anillo de ca-
dena A. Los siguientes enunciados son equivalentes.

1. C es un cddigo libre (como submddulo).

2. Si la matriz G es una matriz generatriz de C en forma estandar
entonces G = (Id, C) para alguna matriz C (es decir, es sistemdti-

ca).
3. k(C) = ko(C).

4. C=(C:0)=---=(C:00-1).

5. C* es un cddigo libre.

5.3.3. Distancia de Hamming

Por motivos que expondremos més adelante en la Seccién 5.4 la distancia,
de Hamming no es la mas adecuada sobre un anillo de cadena siendo
la eleccion adecuada la métrica de Lee. Aun asi realizaremos un breve
estudio de ella. Como en el caso de cuerpos llamaremos soporte de un
elemento x = (1, %2,...,2,) € A" a

sop(x) = {i | 2 # 0}.
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El soporte de un conjunto en A™ sera la unién de todos los soportes de
sus elementos y la distancia de Hamming de un cédigo C serd entonces

d(C) = min{|sop(c)| | c € C, ¢ # 0}.
Lema 5.3.2. Sea o = 0°~1. La aplicacion

& aA” — ]I; (5.23)

a-xX
es un isomorfismo que preserva la distancia de Hamming.
La demostracion del lema es obvia y se deja como ejercicio al lector.

Definicion 5.3.5. Llamaremos soporte minimal de un conjunto S C A"
a aquellos elementos de S no nulos con soporte minimo respecto a la
inclusion. Lo denotaremos por Msop(S).

Es claro que d(C) = min{|R| | R € Msop(C)}.

Teorema 5.3.4. Sea C un cédigo sobre el anillo de cadena A.
1. Msop(C) = Msop(C N #C) y d(C) = d(CNOC) para 0 <i < B —1.
2. Msop(C) = Msop (W) yd(C)=d (W)
3. Si C # {0} entonces d(C) < d(C).

Demostracion.

1. Consideremos el cédigo D = C N #°~1 A™. Tomemos una palabra
c € C tal que sop(c) € Msop(C). Tenemos por lo tanto la siguiente
cadena de inclusiones

sop(c) D sop(fc) D sop(3c) D --- D sop(6°~te).

Consideremos el indice j méximal tal que 6’ ¢ # 0, entonces sop(c) =
sop(6’c) por la minimalidad de sop(c). Ademés #7*1c = 0 implica
que #’c € D, como D C C se sigue que Msop(C) C Msop(D).

Sea ahora ¢ € D con soporte minimal en Msop(D). Supongamos
que no tenga soporte minimal en C, es decir, existe e € C con
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sop(c) D sop(e). Como Msop(C) C Msop(D) existe un elemento
€ € D con sop(€’) = sop(e) C sop(c) lo que es una contradiccién.

Para 0 < 5 < 8 — 2 simplemente aplicamos el resultado anterior
al cédigo C U 67 A™ considerando Msop(C) = Msop(C N #5~1A") =
Msop(C N 67 A" N GP~LA™) = Msop(C N 67 A™).

2. Consideremos el isomorfismo & definido en el Lema 5.3.2. Se puede
verificar facilmente que C N @A™ = a(C : a) y por lo tanto £(C N
aA™) = (C : a) de donde se sigue el resultado.

3. Uséndo el epigrafe anterior ademds de C # {0}y (C7 : §) C (Ci*1: 9)
se tiene

d(C) = d ((c : a)) —d ((c : 964)) <d ((c : 9%2)) <.

IN

d((c:67) =a ().

5.3.4. Cébdigos ciclicos sobre anillos de cadena

Recordemos que un cddigo es ciclico si es invariante bajo una permu-
tacion ciclica de sus coordenadas. Durante toda la seccion asumiremos
que la longitud del cédigo n es coprima con la caracteristica del ani-
llo a utilizar de donde podemos deducir que el polinomio z™ — 1 tiene
una descomposicién tdnica en el anillo A[x]. Utilizaremos para simpli-
ficar la notacién A, para denotar Alz|/(z"™ — 1) y K,, para denotar a
K[z]/(z™ — 1). Claramente A, y A™ son isomorfos como grupos abelia-
nos con la suma ordinaria en ambos casos y es claro que un cédigo de
longitud n sobre A es ciclico si y sélo si se puede ver como un ideal en
A,,. También es fécil de ver que si C es un cédigo ciclico en A™ entonces
C es un cédigo ciclico en K, es més, los cédigos

(C: 0, i=0,1,....,8—1

son también ciclicos.
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Definicién 5.3.6 (Conjunto de generadores en forma estandar). Dire-
mos que el conjunto

S =1{0"9ay,0"" gay+- -, 0" ga, }

es un conjunto de generadores en forma estdndar para el codigo ciclico
C=(S) si0<s<fyademds

1. 0<ay<a1 <...<as<f;
2. ga, € Alz] es mdnico para todo i =0,1,...,s;
3. deg(gq;) > deg(ga,,,) para todo i =0,1,...,5—1;

4 Gaol9ae_sl--- ‘gao|xn - L

Lema 5.3.3. 5i C es un codigo ciclico no nulo entonces también lo es
(C:08-1).

Demostracion. Consideremos ¢ € C con ¢ # 0. Podemos escribir ¢ =
6"u con i maximal. Como C es un ideal entonces #°~1u € C, esto es
uec (C:6%1) yporlotanto 0 # 1 € (C: 65-1). [

Lema 5.3.4. Sea S = {0%¢q,,0%gay,-..,0%ga,} un sistema de ge-
neradores del codigo ciclico C en forma estdndar. Si i < ag entonces
(C:0%) = {0}, en el resto de los casos (C : 0) = (ga,) donde j es maxi-
mal con la propiedad a; < i.

Demostracion. Consideremos un elemento ¢ € (C : 0%). Entonces existe
un g € (C: §) con g = c. Como #'g € (S) tenemos que se puede escribir
de la forma

S
Oz =" Doy 0% gy
k=0
Esto es, si ¢ < ag se tiene que

S
8= he 0% gy, méd 67,
k=0

de donde claramente e = g = 0.
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En el resto de los casos consideremos el indice j maximal tal que a; < i.
Como se tiene que ga,|ga, 1| ---|gay, €xiste un h € A[z] con

S
eig = hgaj + Z ha, 0% gy,
k=j+1

Como g,; es moénico y la parte izquierda de la ecuacién y el sumatorio
son divisibles por 6*, también lo debe ser h, esto es h = 6*%. Por lo
tanto e = g = 174, y tenemos (C : %) C (g,,). La contencién restante es
inmediata. ]

Como vimos en el capitulo anterior, para cada divisor f|a" — 1 € K|x]
existe un polinomio tnicoen g € Afx] cong = fy g|z"—1 pues " —1 es
libre de cuadrados. A dicho g le llamaremos (polinomio) levantamiento
de Hensel de f.

Teorema 5.3.5. Un cddigo ciclico no nulo tiene un unico conjunto
generador en forma estindar.

Demostracién. Utilizando el Lema 5.3.3 tenemos que (C : §8-1) = {0}
y podemos considerar el entero s maximal con la propiedad de que las
inclusiones

{0} Cc(C:0%)C (C:0m)C---C(C:8%)

sean extrictas.
Como C es ciclico también lo son (sobre K) cada uno de los cédigos
en la cadena considerada. Tomemos f,;, € Alr] un polinomio ménico

con 0% f,, € C tal que ny sea el tnico generador ménico de (C : 0%),
y tomemos como g,; el levantamiento de Hensel de f,;. Claramente
S =1{0"¢a,,0" gay, - - -,0%ga,} €s un conjunto de generadores en forma
estandar de un cédigo ciclico D = ().
Ahora hemos de comprobar que C = D. Como f,; = gq; existen h,; €
Alz] con la propiedad

ehaj = faj — Ya;-

Consideremos los polinomios v,, = 2" —1/g,,, entonces en A[z]/(z" —1)
se tiene la identidad

eajfajvaj =0 (gaj + ehaj)vaj = 9aj+1hajvaj-
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Por lo tanto #%+1h, ;Va; € Cy ademds claramente v, yij son coprimos.
Aplicando el Lema 4.4.4 también lo son v,; y fo;, es decir, existen u, v
tales que vq;v + fo;u = 1. Es decir

9aj+1haj = 9aj+1hajvajv + Haj+1haj Jaju
de donde 0% +1haj € C pues 0% +1haj Va;, 0% fa, € C. El elemento
eajgaj — % fa]- _ Haj+1haj

pertenece a C y hemos probado D C C.
Tomemos ahora fq; con (C: %) = (fa;) = (Ja,;) Para aj < i < aji1. Por
el Lema 5.3.4 se tiene (D : 0') = (ga;) para aj <i < a;41 de donde

(D:0)=(C:0), i=01,....0—1,

y se sigue C = D pues implica k;(C) = k;(D).

Para demostrar la unicidad consideremos que tenemos otro conjunto
generador para C dado por {#%hy,,0%hy,,...,0%hy} tal que estd en
forma estandar. Considerando el Lema 5.3.4 y como hy,, es un divisor

extricto de hp; tenemos que las inclusiones

{0} C(C:6)C(C:00)C---C(C:0%)

sean extrictas y t es maximal. Por lo tanto ¢ = s y b; = a; para

j=0,1,...,s. Ademas (C:0%) = (hy,) = (g,), ¥ G, = hs, pues son
divisores ménicos de " — 1 y por lo tanto sus levantamientos de Hensel
cumplen gy, = hy,. [ |

El siguiente teorema nos muestra como obtener la matriz generatriz de
un codigo ciclico sabiendo su sistema de generadores en forma estandar.

Teorema 5.3.6. Sea S = {074y, 0" gay,- - ,0% ga, } un sistema de ge-
neradores en forma estdndar del cddigo ciclico C.

1. Consideremos

s

T = U {QC‘igaizdi—l*di*l, oo, 0%gg, T, G“igai}
=0

con di = deg(gq;,) para i = 1,...,s yd—1 = n, dsy1 = 0. El
conjunto T’ define una matriz generatriz del cédigo C.
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2. Cualquier palabra del cddigo ¢ € C puede ser escrita de forma
dunica como

S
€= Z hjga;0%
=0

con hj € (AJAOP~%)[z] =2 A0%[z] y deg(h;) < dj—1 — d;.

3. ki(C) =dj_1 — dj sii=a; para algin j y k;(C) =0 en el resto de
los casos. Ademds

ICc| = ‘K‘ijo(ﬂ—aj)(dj—l—dj)'
La demostracién se deja como ejercicio para el lector asi como la de las
siguientes dos proposiciones.
Proposiciéon 5.3.3. El dual de un cddigo ciclico es también ciclico.

Definicién 5.3.7. Sea f € Alx] un polinomio no nulo. Llamaremos
polinomio reciproco de f a

= mdeg(f)f (1> )

X

St el termino constante fy de f es una unidad definimos
1+
- I
Proposicién 5.3.4. Sea {6%¢a,,0" gay - - -,0% e, } un sistema de ge-

neradores en forma estdndar del cddigo ciclico C. Definamos as11 =
YGa_, =2" —1. Para j =0,1,...,5+1 definamos b; = B — asy1—j y

" —1 #
= (221
Gas_,
Entonces {Hbohbo,ﬁblhbl, . ,9b5+1hb5+1} un sistema de generadores en
forma estdndar del cddigo ciclico C-.

fﬁ

Definicién 5.3.8. Sea f € K[x] un polinomio mdnico con flz™ — 1. El
cddigo ciclico C = (g) donde g el el levantamiento de Hensel de f se
llama levantamiento de Hensel del cédigo (ciclico) (f).
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Noétese que si C es el levantamiento de Hensel de £ entonces C = &€ pero
no es el unico cédigo ciclico cuya proyeccion es £. El siguiente resultado
es inmediato.

Proposiciéon 5.3.5. Sea C un cdodigo sobre el anillo A. Los siguientes
enunciados son equivalentes:

1. C es el levantamiento de Hensel de un cddigo ciclico.
2. C es ciclico y libre.
3. Existe un g € Alx] con glz" — 1 y C = (g).

4. Eziste un g € Alx] mdnico tal que {g} es un sistema de generadores
en forma estdndar del cédigo C.

5. C* es el levantamiento de Hensel de un cédigo ciclico.

Definicion mediante raices de la unidad

Andlogamente al caso de cédigos ciclicos sobre cuerpos finitos podemos
definir los cddigos ciclicos haciendo uso de las raices enésimas de la
unidad en una extensiéon de anillos adecuada cuando A es un anillo
de Galois (la construccién también es posible en el caso general de un
anillo de cadena, véasen las referencias en el Apéndice). Si tomamos
A = GR(p™,p*) y m un entero positivo tal que I|m y n[p™ — 1, el
anillo GR(p*™, p®) es una extensién de A en la que ™ — 1 tiene n raices.
Podemos levantar una raiz primitiva de la unidad en el cuerpo finito F,m
aunaraiz  de 2" —1 en el anillo GR(p*™, p*) que también sera primitiva.
Para cada eleccién de i = 0,1,...,n — 1 denotaremos por m;(x) al
polinomio minimo de & en F,[z]. Si denotamos por U un conjunto
de representantes de las clases de conjugacién de € es bien conocido que

" —1= Hmz(:v)
U

Denotaremos por M;(x) € A[x] al levantamiento de Hensel de m;(z) para
cada ¢ = 1,2,...,n — 1. Claramente los polinomios M;(z) son bésicos
irreducibles, ademads tienen las siguientes propiedades.

Lema 5.3.5. Con la notacion del pdrrafo anterior se tiene
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1. Para cada i =1,2,...,n—1
{Ge{l,...,n=1} [ My(¢) = 0} = {j € {1,...,n—1} | mi(&/) = 0}.

2. Para cada i =1,2,...,n—1 M;(x) es el polinomio minimo de &°.

3. U un conjunto de representantes de las clases de conjugacion de &
en el anillo GR(p™™, p®).

4. Sean f € Alx] y {i1,...,in} CU. Si f(€%) =0 para j=1,...,v
entonces

j=1
5. Sea f € Alx] con fla" —1y L CU. Entonces f = [[,c; Mi(z) si
y sélo si L ={i € U|f(&) =0}.
6. Para k=1,...,a—1,
M(x) mod p* € (A/p"A)[z] = GR(™, p")[a]
es el polinomio minimo de & mddulo p*.

La demostraciéon del lema anterior se deja como ejercicio al lector. La for-
mulacién en el lema nos permite para un conjunto de raices {£', ... £}
definir el cédigo ciclico

C={cecA,|c¥)=0,j=1,...,k}.

Por lo tanto, de forma andloga al caso de cigos ciclicos sobre cuerpos
finitos y forzando la definicién podemos considerar la matriz de paridad
para C la matriz de tipo Vandermonde

1 é‘il €2i1 L. g(n—l)il
1 gz g2z e(n—Dip
H=1 . 5' 5. ¢ :

Combinando los resultados del Lema 5.3.5 y la nocién de conjunto ge-
nerador estandar de un cédigo ciclico obtenemos el siguiente resultado.



Introduccién a los anillos finitos 99

Teorema 5.3.7. Sea U un conjunto de representantes de las clases de
conjugacion de las raices de ™ — 1 en A y C un submddulo de A™. El
submddulo C es un cddigo ciclico si y sdlo si existen enteros no negativos
0<ap<...<as<asy1 = ayuna particion {Lq; | j =0,...,5+ 1}
del conjunto U tal que

C={ce A, |p* ¥c()=0,ij € Lq,, j=0,...,s+1}.

5.4. Los cédigos Kerdock y Preparata

Finalizaremos el texto con un pequeno apunte sobre la Z,4 linealidad de
los c6digos binario clasicos de Kerdock, uno de los hitos fundamentales
para el desarrollo de la codificacién algebraica sobre anillos. El vehicu-
lo mediante el cual a partir de cédigos Z4-lineales se obtienen cédigos
binarios es la aplicacion de Gray dada por

& Z4 — IF%

0 &(0) = 00
1 ®(1) =01 (5.24)
2 &(2) =11
3 ®(3) = 10

La aplicacién de Gray no es lineal y define una métrica (métrica de
Lee) sobre Z, dada por el peso wr(z) = wy(B(x)) para cada z € Zy,
donde wy denota el peso de Hamming. La métrica de Lee se extiende
de manera natural a Z} coordenada a coordenada.

Consideremos h(x) un polinomio béasico irreducible de grado r en Z4[z].
Sea f(x) el polinomio reciproco de

" -1
(x — D)h(z)

Definimos K (r+1) el cédigo ciclico de longitud 2" — 1 sobre Z, generado
por f(z). Notaremos por K (r + 1) al c6digo que se obtiene al anadir un
digito de paridad K(r + 1). El cddigo de Kerdock se define como su
imagen mediante la aplicacién de Gray, es decir K(r+1) = &(K (r+1)).
Es un cédigo de longitud 2"+ con 4”1 palabras. Se puede demostrar que

mediante un simple reordenamiento de las coordenadas de las palabras
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se obtiene la definiciéon original del cédigo de Kerdock que se puede
encontrar por ejemplo en [5].

Para r > 3 e impar, si tomamos P(r+1) = f(’(r—i—l)L como co6digos sobre
Zy y consideramos su imagen mediante la aplicacién de Gray P(r+1) =
&(P(r + 1)) obtenemos los cddigos de tipo Preparata.

Un estudio mas exhaustivo de los codigos de Kerdock y Preparata a
nivel elemental se puede encontrar en el texto [3].



Apéndice: Lecturas avanzadas:
codigos sobre anillos

Esbozaremos en este anexo unas breves y sesgadas notas para el lector
interesado en proseguir por su cuenta el estudio de algunos aspectos de
los cédigos sobre anillos finitos.

§ La construccién mostrada en el texto de cédigos ciclicos ha sido gene-
ralizada al caso abeliano (y polinomial en general) tanto para el caso de
raices simples como con multiplicidad de ellas sobre anillos de cadena.
Resultados en esta direccién se pueden encontrar en [26, 27, 23].

§ Como hemos comentado durante el texto, el trabajo [19], que mostré que
algunos cddigos 6ptimos no lineales podian ser vistos como la imagen
mediante la aplicacién de Gray de codigos Zy4 lineales, supuso una nueva
linea de investigacién en la codificacién algebraica. Recientemente varios
tipos de codigos han sido propuestos para corregir errores en un ambien-
te de computacion cuantica. La mayoria de este tipo de codigos se basan
en la relacién de los codigos cudnticos con ciertos cédigos aditivos sobre
F, [15]. Construcciones polinomiales de este tipo de cédigos se pueden
encontrar en [22, 24]. También es bien conocido que los c6digos cudnti-
cos no aditivos tienen mayor dimensién comparados con su contraparte
cudntica aditiva de igual distancia minima [28]. Se han propuesto varias
familias de codigos cudnticos no aditivos basados en los cédigos bina-
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rios de Goethals y Preparata [18]. Estos cddigos binarios son ejemplos
cldsicos de cédigos Z4 lineales, propiedad que ha sido generalizada a
linealidad en anillos de Galois en [21].

En resumen, parece que es légico preguntarse sobre la estructura de los
cédigos (tanto clasicos como aditivos) sobre anillos finitos. La clase de
anillos mas amplia que nos permite tener una dualidad coherente con la
transformada de McWilliams, y por lo tanto aquella en la que la teoria
de codigos algebraica se refleja al completo, es la de los anillos de Fro-
benius (véase [29]) por lo tanto es donde es deseable trabajar.

§ Por otra parte es facil de comprobar que el estudio de cédigos lineales
sobre anillos finitos con la condicién de Frobenius se reduce (mediante
una aplicacién directa del teorema chino de los restos) al estudio de los
anillos finitos con la condicién de Frobenius locales. Estos anillos pueden
ser facilmente caracterizados como aquellos que tienen un socle simple.
Varios ejemplos denominados clases Ry and Sj, y las aplicaciones de Gray
relacionadas con ellas han sido propuestos en los trabajos de Dougherty
et al. (véase por ejemplo [16, 17, 20]). También recientemente se ha
realizado una primera clasificacién de los anillos finitos con la condicién
de Frobenius locales con 16 elementos y sus posibles aplicaciones de Gray
asociadas [25].
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