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A partir de ahora A sera un anillo de cadena con ideal maximal m.
Consideraremos siempre fijado un generador del ideal maximal 6. Los
ideales de A son (") con i =1,2,..., 3 donde f3 es el indice de nilpo-
tencia. Los divisores de cero corresponden al ideal (#) y los elementos
en A\ (0) son las unidades.

Para todo elemento no nulo a € A existe un Unico exponente tal que
a = uf’ con u una unidad dnica médulo #°~1. Claramente para cada
par de indices 1 </ < j < 3 si cf' € (#) entonces c € (#7').
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algebra lineal sobre anillos de cadena

El rango de McCoy de una matriz M con entradas en un anillo de
cadena A es el mayor entero positivo t tal que existe un menor de
la matriz que es una unidad. En caso de que no exista ningun menor
que sea una unidad el rango de McCoy es 0. Notaremos el rango de
McCoy de la matriz M por rgp.(M).
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algebra lineal sobre anillos de cadena

El rango de McCoy de una matriz M con entradas en un anillo de
cadena A es el mayor entero positivo t tal que existe un menor de
la matriz que es una unidad. En caso de que no exista ningun menor
que sea una unidad el rango de McCoy es 0. Notaremos el rango de
McCoy de la matriz M por rgp.(M).

— Teorema —
Consideremos v1, ...,v, € A"\ OA". El conjunto {v1,...,vn}
es linealmente dependiente si y sélo si {v1,...,V,} son lineal-

mente dependientes en K = A/m.
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— Corolario —

Dada una matriz M con entradas en el anillo A las siguientes
proposiciones son equivalentes.

1. rgMC(M) = i
2. El rango de M es t.

3. M tiene t filas linealmente independientes y t + 1 filas
son siempre linealmente dependientes.

4. M tiene t columnas linealmente independientes y t + 1
columnas son siempre linealmente dependientes.

fa )
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Es facil ver que la regla de Cramer para sistemas sobre un anillo de
cadena A se cumple. Como corolario tenemos que

{x € A" | M-xT =0}| = |A]"™.
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Un cédigo lineal C sobre A de longitud n es un A-submddulo de A”.
Para un entero positivo k denotaremos por Idy la matriz identidad de
tamao k x k.
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Un cédigo lineal C sobre A de longitud n es un A-submddulo de A”.
Para un entero positivo k denotaremos por Idy la matriz identidad de
tamao k x k.

Sea C un cdédigo lineal sobre A. Una matriz G se denomina matriz
generatriz de C si las filas de G generan linealmente a C y ninguna de
ellas se puede poner como una combinacién lineal de las demas.
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Instituto de Matematicas Cod |gos | I nea |es SO bre A

Un cédigo lineal C sobre A de longitud n es un A-submddulo de A”.
Para un entero positivo k denotaremos por Idy la matriz identidad de
tamao k x k.

Sea C un cdédigo lineal sobre A. Una matriz G se denomina matriz
generatriz de C si las filas de G generan linealmente a C y ninguna de
ellas se puede poner como una combinacién lineal de las demas.

G estd expresada en forma estandar si después de una permutacion
de las coordenadas adecuada tiene la siguiente forma

Idg, Coa Co2 Cos .- Co.5-1 Co, G
0 0ldy 0Go 0Cs ... 0Cp_1 0Ci 5 0C
0 0  d, 0°Gs ... 0°Cog 02Cy 5 a 02C,
0 0 0 0 gﬁflldkb’71 9B71C5_17ﬁ 9571Cﬁ_1

s o



(UAVE]

Instituto de Matematicas

Asociaremos a G la matriz C dada por

Go
G
c=| G

Cor

cuyas submatrices son dnicas médulo #7~1 y sus proyecciones sobre
K son dnicas.

e
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Asociaremos a G la matriz C dada por

Go
G
c=| ©

Cor

cuyas submatrices son tinicas médulo 2~ y sus proyecciones sobre
K son dnicas.

— Proposicién —

Cualquier cédigo C sobre un anillo de cadena A tiene una matriz
generatriz en forma estdndar.
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Dado un cédigo C sobre un anillo de cadena Ay un elemento a € A
definimos (C : a) como es siguiente conjunto (cociente de submodu-
los)

(C:a)={becAla-beC}.




(UAVE]

Instituto de Matematicas

Dado un cédigo C sobre un anillo de cadena Ay un elemento a € A
definimos (C : a) como es siguiente conjunto (cociente de submodu-

los)
(C:a)={becAla-beC}.

Dado un cddigo C sobre un anillo de cadena A con 6 un generador
de m ideal maximal de A con indice de nilpotencia 5 lo asociamos la
siguiente torre de cédigos

C=(C:0°0C---C(C:0)C---C(C:6°h)

y sobre K = A/m

C=(C:60)C---C(C:0)C---C(C:07)

s e
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1. Consideremos un cédigo C con matriz generatriz G en for-
ma estandar y matriz asociada C. Para cada valor de i =
1,2,...,8 — 1 el cédigo (C:07) tiene matriz generatriz

G
G
[e3

, 'y su dimensién es ZJ{:O k;.
(@)
2. Sila cadena & C & C --- C £g_1 esta formada por cddigos
de longitud n sobre K entonces existe un cédigo C sobre A con

C:0)=¢, i=01,..,8-1

J

£
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— Teorema —

Sea C un cédigo de longitud n sobre un anillo de cadena A.

Entonces:
1. Los pardmetros k; para i = 0,1,...,kg_1 son indepen-
dientes de la matriz generatriz en forma estandar G ele-

gida.

2. Cualquier palabra c € C se puede escribir de forma (nica
como

c=(vo,Vv1,..-,V5-1)- G, v; € (A/OPTTA)K ~ (O'R)".

| = [K|Z% k(6=1),

Z3
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Con las notaciones anteriores definimos

ko(C) = dim(C)
ki(C) = dim((C : 07)) — dim((C : 6-1)), 1<i<pB—1.
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— Teorema —

Consideremos C un cédigo sobre un anillo de cadena A con
matriz generatriz G en forma estandar.
1. Si definimos

j—1
Hij=~ Y HixCljpk—Cijpin 0<Si<j<p
k=it1

entonces la matriz H

Ho, s Ho, g—1 Ho,1 Id,_k(c) Hog

0H, 0Hy 51 RO ) 0 0H;

08—1H 08114 0 0 081y
B—1,B n—ky(C) - B—1

es una matriz de paridad de C.

\. J
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— Teorema (cont) —

il
2. (C+:0)) = ((C : 95_1_i)> :
ko(CL) =n-— k()(C),
ki(CH) = kg_1(C) paral < i< pB—1.
A"

#
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Asociaremos a la matriz de paridad H la siguiente matriz:
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Asociaremos a la matriz de paridad H la siguiente matriz:
Ho

Hy
C(L)=| M

— Corolario —

Sea C un cédigo con matriz generatriz G y matriz de paridad

H y matrices asociadas C y C(L) respectivamente. Entonces
C tiene matriz generatriz Ay y matriz de paridad C(L).

£




(UAVE] ;- .
Instituto de Matematicas C O d I gos I I b res

— Proposicién —

Consideremos C un cédigo sobre un anillo de cadena A. Los
siguientes enunciados son equivalentes.

1. C es un cddigo libre (como submédulo).

2. Si la matriz G es una matriz generatriz de C en forma
estandar entonces G = (Id, C) para alguna matriz C (es
decir, es sistemdtica).

3. k(C) = ko(C).

4. C=(C:0)=---=(C:08-1).
5. C es un cédigo libre.
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Distancia de Hamming

Llamaremos soporte de un elemento x = (xi,x2,...,Xx,) € A" a
sop(x) = {i | x; # 0}. El soporte de un conjunto en A" serd la unién
de todos los soportes de sus elementos y la distancia de Hamming de
un cédigo C sera entonces

d(C) = min{Jsop(c)| | c € C, ¢ # 0}.
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Llamaremos soporte de un elemento x = (xi,x2,...,Xx,) € A" a
sop(x) = {i | x; # 0}. El soporte de un conjunto en A" serd la unién
de todos los soportes de sus elementos y la distancia de Hamming de
un cédigo C sera entonces

d(C) = min{Jsop(c)| | c € C, ¢ # 0}.

Sea a = #%~1. La aplicacién

& A" — K
a-x = X

es un isomorfismo que preserva la distancia de Hamming.

B e
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Llamaremos soporte minimal de un conjunto S C A” a aquellos ele-
mentos de S no nulos con soporte minimo respecto a la inclusién. Lo
denotaremos por Msop(S). Es claro que

d(C) = min{|R| | R € Msop(C)}.
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Llamaremos soporte minimal de un conjunto S C A” a aquellos ele-
mentos de S no nulos con soporte minimo respecto a la inclusién. Lo
denotaremos por Msop(S). Es claro que

d(C) = min{|R| | R € Msop(C)}.

— Teorema —

Sea C un cédigo sobre el anillo de cadena A.

1. Msop(C) = Msop(CN#H'C) y d(C) = d(C N #'C) para
0<i<B—1

2.quxC):h&mp(«u(m)y(MC):<1Qc;a».
3. Si C # {0} entonces d(C) < d(C).

J

#
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e (COAigos ciclicos sobre anillos de cadena

Utilizaremos para simplificar la notacién A, para denotar A[x]/(x"—1)
y K, para denotar a K[x]/(x"—1). Claramente A, y A" son isomorfos
como grupos abelianos con la suma ordinaria en ambos casos y es
claro que un cédigo de longitud n sobre A es ciclico si y sélo si se
puede ver como un ideal en A,. También es facil de ver que si C es un
cédigo ciclico en A" entonces C es un cédigo ciclico en K", es mas,
los cédigos
(C : 0", i=0,1,...,0-1

son también ciclicos.

D s
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Diremos que el conjunto
S= {gaogam Halgala ) Hasgas}

es un conjunto de generadores en forma estandar para el cédigo ciclico
C=(5)si0<s<fyademas

1.0<gp<a < -<as < f;

2. ga € A[x] es ménico para todo i =0,1,...,s;

3. deg(gs;) > deg(ga,,,) paratodo i =0,1,...,s — 1,

4. 8algas_i1| - - |Gag|x" — 1.

D e
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Si C es un cddigo ciclico no nulo entonces también lo es

(C:65-1).
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Si C es un cddigo ciclico no nulo entonces también lo es

(C:65-1).

Sea S = {0%g,,,0%g,,,...,0%ga } un sistema de generadores
del cédigo ciclico C en forma estandar. Si / < ap entonces
(C:0") = {0}, en el resto de los casos (C : 6') = (g3;) donde
J s maximal con la propiedad a; < /.
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Para cada divisor f|x” — 1 € K[x] existe un polinomio dnico en g €
Alx] con g = f y g|x" —1 pues x" — 1 es libre de cuadrados. A dicho
g le llamaremos (polinomio) levantamiento de Hensel de f.
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Para cada divisor f|x” — 1 € K[x] existe un polinomio dnico en g €
Alx] con g = f y g|x" —1 pues x" — 1 es libre de cuadrados. A dicho
g le llamaremos (polinomio) levantamiento de Hensel de f.

— Teorema —

Un cédigo ciclico no nulo tiene un tnico conjunto generador
en forma estandar.
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— Teorema —

Sea § = {0%g,,,0%g,,,...,0%ga } un sistema de generadores
en forma estandar del cédigo ciclico C.

1. Consideremos

S
T = U {Ga’ga,.xd"*l_d"_l, o, 0%ga X, Oafga,.}
i=0

con d; = deg(gs;) parai=1,...,syd_1=n, dsy1 =0.
El conjunto T define una matriz generatriz del cédigo C.

s s
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— Teorema (cont.) —

2. Cualquier palabra del cédigo ¢ € C puede ser escrita de
forma dnica como

S
c= Z hjga;0%
=0

con h; € (A/A0P~%)[x] =2 A9¥[x] y deg(h;) < dj—1 — d}.
3. ki(C) =dj_1 —djsii=aj paraalgin jy ki(C) =0 en el
resto de los casos. Ademas

€| = |K[Zi~olP=a)(di1=d))

ST
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Dualidad

El dual de un cédigo ciclico es también ciclico. ,@l
Sea f € A[x] un polinomio no nulo. Llamaremos polinomio reciproco
de f a
Fr— xtes0f (L)
X

Si el termino constante fy de f es una unidad definimos

f‘*

s s

i
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— Proposicién —

Sea {0%g,,, 07 g, ...,0%gs } un sistema de generadores en
forma estdndar del cédigo ciclico C. Definamos asy1 = By
82, = Xx"—1 Paraj=0,1,...,5 + 1 definamos b; = 3 —

as+1-j Y
xn 1 f
iy = ( 8a._; ) .
s—j

Entonces {6 hy,, 0P hp,, ..., 0%+1hy |} un sistema de gene-
radores en forma estandar del cédigo ciclico C*.

D s
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Sea f € K[x] un polinomio ménico con f|x”—1. El cédigo ciclico C =
(g) donde g el el levantamiento de Hensel de f se llama levantamiento
de Hensel del cédigo (ciclico) (f).
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— Proposicién —

Sea C un cédigo sobre el anillo A. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

1. C es el levantamiento de Hensel de un cédigo ciclico.

N

C es ciclico y libre.

o

Existe un g € A[x] con g|x" -1y C = (g).

>

Existe un g € A[x] ménico tal que {g} es un sistema de
generadores en forma estandar del cédigo C.

C' es el levantamiento de Hensel de un cédigo ciclico.

s s
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Raices de la unidad

Tomemos A = GR(p?,p?) y m un entero positivo tal que /|m y
n|p™—1, el anillo GR(p®™, p?) es una extensién de A en la que x"—1
tiene n raices. Podemos levantar una raiz primitiva de la unidad en el
cuerpo finito Fpm a una raiz £ de x” — 1 en el anillo GR(p®™, p?) que
también serd primitiva. Para cada eleccién de i = 0,1,..., n—1 deno-
taremos por m;(x) al polinomio minimo de &' en T, [x]. Si denotamos
por U un conjunto de representantes de las clases de conjugacién de
£ es bien conocido que

x"—-1= H mj(x).
U

Denotaremos por Mj(x) € A[x] al levantamiento de Hensel de m;(x)
para cada i =1,2,...,n— 1. Los polinomios M;(x) son bésicos irre-

ducibles. Im
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1. Paracadai=1,2,...,n—1
{J€{1>7n_1}’Ml(‘£J):O}:

el ..,n—1}| m(@) =o}.
2. Paracadai=1,2,...,n—1 M;(x) es el polinomio
minimo de &'
3. U un conjunto de representantes de las clases de
conjugacién de & en el anillo GR(p™, p?).

s
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4. Sean f € AlX] y {ir,...,i,} € U.Sif(£7) =0 para
j=1,...,v entonces

[IMie ) 1.

5. Sea f € A[x] con f|x" —1y L C U. Entonces f =[]
siy sélosi L= {ie U|f(¢) =0}

6. Parak=1,...,a—1,

ier Mi(x)

Mi(x) méd p* € (A/p*A)x] = GR(pY, p¥)[x]

es el polinomio minimo de & médulo pk.

\ J
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— Teorema —

Sea U un conjunto de representantes de las clases de conju-
gacion de las raices de x” — 1 en Ay C un submédulo de A".
El submédulo C es un cédigo ciclico si y sélo si existen enteros
no negativos 0 < g9 < --- < a5 < as+1 = a Yy una particién
{Ls; |j=0,...,5+ 1} del conjunto U tal que

C={ceA,|p¥c(¢h)=0,ij€L,,j=0,...,s+1}.

s s



Cdédigos Kerdock y Preparata
& Z4 — F%
0 &(0) = 00
1 ®(1) = 01
2 ®(2) = 11
3 ®(3) = 10

La aplicacién de Gray no es lineal y define una métrica (métrica de
Lee) sobre Z4 dada por el peso wi(x) = wy(®(x)) para cada x € Za,
donde wy denota el peso de Hamming. La métrica de Lee se extiende
de manera natural a Zj coordenada a coordenada.

Y
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Sea h(x) un polinomio basico irreducible de grado r en Za[x]. Sea
f(x) el polinomio reciproco de

x"—1

(x— Dh(x)’

Definimos K(r + 1) el cddigo ciclico de longitud 2" — 1 sobre Z4
generado por f(x). Notaremos por R(r + 1) al cédigo que se obtiene
al aadir un digito de paridad K(r+1). El cédigo de Kerdock se define
como su imagen mediante la aplicacién de Gray, es decir K(r + 1) =
&(K(r+1)). Es un cédigo de longitud 27+ con 4"+1 palabras.

T
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Para r > 3 e impar, si tomamos P(r+1) = K(r+ 1)+ como cédigos
sobre Zy4 y consideramos su imagen mediante la aplicaciéon de Gray
P(r+1)=&(P(r+ 1)) obtenemos los cédigos de tipo Preparata.
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