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Formulamos diversas presentaciones de la transformacién de Gray, la cual permite identificar anillos de Galois
con subconjuntos de espacios vectoriales sobre cuerpos finitos, por lo que es posible construir cédigos sistemdticos
de autenticacién sobre anillos de Galois. Presentamos las nociones bésicas involucradas, la generalizacién debida
a Carlet y una generalizacion nuestra sobre anillos de Galois de cualquier caracteristica.

Inicialmente recordamos hechos basicos de los anillos de Galois, particularmente los realizados mediante
anillos de residuos, después la transformacién bésica de Gray, la generalizacion de Carlet, su version en anillos de
Galois de caracteristica potencia de dos, y posteriormente nuestra propia generalizacion a cualquier caracteristica.

Un anillo de Galois es uno finito R, con unidad, tal que su conjunto de divisores de cero,
Z(R)={reR—{0}| Is€R: rs=0},
junto con el cero, es un ideal principal de R, es decir,

ZR)U{0}=(pl)=(1+---+1)

p veces

para algdn primo p € Z*, 1 € R.

Ejemplo 1 (Aritmética modular) Para un entero primo p'y s € ™, el anillo de residuos Z,s posee una unidad,
a saber el elemento 1 € Z*, y (p) es el iinico ideal maximal, el cual ademds coincide con Z(Z,s)\J{0}. En
consecuencia, Z,s es un anillo de Galois. Se tiene, Z,s /(p) =T, el cuerpo primitivo de caracteristica p.

Naturalmente, mod p : a = ZS/;(I) aj p/ — amod p = ag es un homomorfismo de anillos Zps — ), con niicleo
: m—1

(p). Se extiende naturalmente a un homomorfismo mod p: Zs[X| — F,[X], g(X) = ¥ a;X J+ g(X) mod p =
27;01 (a; mod p)X/.

De manera general, si R es un anillo de Galois, el ideal (p1) que coincide con el conjunto de los divisores
de cero y de cero mismo en R, es el tnico ideal maximal (pues todo elemento fuera de él es una unidad) y, en

consecuencia R/(p 1) es un cuerpo finito, es decir, es de la forma I, y la caracteristica de R es p°, para alguna
s € N. El anillo Zs se identifica naturalmente con un subanillo de R, mediante el monomorfismo r > r1.

El ideal (p 1) consta de los divisores de cero. Cada ideal principal (p’1) tiene cardinal p*~9". En particular,
card((p1)) = p~ D"y card (R) = p*.

Sea w: R — R/(p1) la proyeccién candnica, la cual es un homomorfismo de anillos. Este se extiende a uno
7 RIX] = (R/(p1)) [X].

Proposicion 1 Sea R un anillo de Galois de caracteristica p* y cardinal p*™. Entonces R ha de ser isomorfo a
Zps[X1/(h(X)), donde h(X) € Z,s[X] es irreducible de grado m.



Corolario 1 Cualesquiera dos anillos de Galois de iguales caracteristicas y de iguales cardinales han de ser
isomorfos.

En este caso, se escribe R = GR(p®,m).

A manera de ejemplos se tiene a los siguientes:

Proposicién 2 (Representacién p-adica) Existen un polinomio bdsico primitivo h(X) € Z s [X| de grado m, divi-
sor de X"~ — 1, y una raiz & € GR(p®,sm) de h(X), de orden p™ — 1, tales que

m—1
GR(p',m) =2 [E] = (X, ait!| (@)} <7}

Se tiene incluso que h(X) es el tinico polinomio ménico de grado a lo sumo m que anula a &.

~ ) . e
Sea & = (&')_". Entonces se tiene la representacion p-ddica:

s—1
Ve e GR(p*,sm) 3! (c)i_y C {O}UZ: ¢ = ) o
k=0

Se tendrd ademds: [c es una unidad <= ¢y # 0.]

E se dice ser un conjunto de representantes de Teichmiiller en GR(p*,sm).
Recordamos aqui la construccién basica de la transformacion de Gray y la generalizacion hecha por Carlet [1].

El alfabeto de bits puede verse como cualquiera de las estructuras (0+ 1) = Z, ~ F, y el de bigramas como
cualquiera de
Ly ® Ty~ Ty ~ T2 ~F3 =Ty,

de hecho una identificacién entre ellas la da la transformacion de Gray:

0 — 00
1 — 01
[:7Z4— T3, 5 11
3 = 10

Actuando por componentes, €sta se extiende a una transformacion I' : Zj' — F%’", conm > 1. Paracada r € Z4 se
define v(r) = wg (I'(r)), donde wy es el peso de Hamming, y parar = (ri);";OI € 7" se define v(r) = Y7 v(r).
Se tiene entonces una métrica 8 : Zj' x Z' — N, (r,s) — 6(r,s) = v(s—r), y ésta es tal que I" es una isometria.

Alternativamente, al escribir en binario a cada r € Zy se tiene r = ro + 2ry, con r = (ryrg)2, ro,r1 € Fp. Se
define la transformacion de Gray, en este caso, como ' : Z4 — ng, r—I'(r), con

['(r):Fy—Fy, x—ro+xr



(aqui, las operaciones son las de [F;).

]Fk71
Para k > 2, se define I : Zyx — F,* , como

k—2
Fk(l”) : ngl —F,, (xo,. .. ,xk,z) — 1o+ Z XiFe41 =10+ <l‘_1’X>
k=0

_ _ Fk=1 _
donde r = Zlfczlo r2 e €fayroy=(r1...,r—1) € IFIE ! Naturalmente, F,> = IF%k ], por lo que la transfor-

., . ., k—1
macién de Gray puede verse como una aplicacion I'y : Zy — F% .
Para dos enteros i, j € Z con i < j, escribiremos [[i, j] = {i,i+1,...,j}.

.y k—1
Para un entero positivo n € Z" se define por coordenadas 'y : Ly — IF% ", como

k—2
Fnk(l‘) : [[O,I’l — 1]] X ngl — F;, (i;xo, . ,xkfz) — rig + Z XiVik+1 = Fio+ <I‘,'7,1 ’X>
k=0

donde Vi € [0,n— 1], ri = Y5 rix25, rix €EFay i1 = (r1...,m1) €FS L r = (ro,. .y ruc).

Consideremos s = 2. Sea GR(p?,m)* la coleccién de cadenas con elementos en el anillo de Galois GR(p?,m).
El producto tensorial, o de Kroenecker, usual se denota como

® : GR(p*,m)* x GR(p*,m)* — GR(p*,m)*.
El cuerpo residual de GR(p?,m) es GR(p?,m)/(p 1) ~ F . La proyeccion candnica es
. GR(pz,m) — Fpm, Z— 7+ <p1>

Seanc e T Zm el vector en cuyas componentes aparecen todos los elementos de F,n, y u € F im el vector cuyas
componentes son todas 1 € [ m.

Para una cadena a € GR(p?,m)* se aplica en cada componente la representacién p-adica para escribir a =
po(a) + ppi(a). La transformacién de Gray es

Cpmn : GR(p?,m)" = F2," | ars Dpn(a) = c® po(a) +u®@p) (a). (1)
Se puede definir una distancia dy; en GR(p?,m)" de manera que I'pun sea una isometria
(GR(p*,m)",dy) — (F5 ,dp),

mn

donde dj, es la distancia de Hamming usual en Fzm .

Proposicion 3 Las relaciones siguientes son verdaderas:

Va € GR(p*,m)" : Lpmn(pa) = (ro(a),...,ro(a)) con ry = mo Py,
p veces
Vag,a; € GR(p>,m)" : Tpmn(@0+par) = Tpmn(@0) +Tpmn(par).

De manera general, en cualquier caracteristica, la transformacion de Gray permite identificar a anillos de Galois
con subconjuntos de espacios vectoriales sobre cuerpos de Galois.

Sea F{ el espacio vectorial de dimension g sobre el cuerpo de Galois I, naturalmente ¢ = p® para algin primo
pyunentero s € Z". El producto de Kroenecker es, en este contexto

Fy By = B, (();(v); ) 1 (), @ (0); = (Winy = vy);



y al “reiterarlo por la derecha”
n n—1
@~ (@) on
k=0 k=0

n+1 —1 . o . s .
. Seae; = (&)1, el j-ésimo vector en la base canénica de F{, donde ;;

se tiene una aplicacion (]F‘f]”)’“rl — Fy
es la delta de Kroenecker. Seaul? = (1,...,1) = Z?;(l) e; € F{ el vector con componentes constantes de valor 1.
Sea R = GR(p*,m) el anillo de Galois de caracteristica p* y grado m. Sea p : R — F), la reduccién médulo p.

N\ g—2
SeaT(R) ={0}U (5,%) _,un conjunto de representantes de Teichmiiller en R y sea
J:

E=(0,p(&),- - P(E2),p(EF ")) € Y.

Paracadai=0,...,s—2 sea

s—2
. @1 85,(7 _u@
o; g(uq + 0 (E uq)>
_ u<‘1)) " oEe (u@) RS F7 2)

(aqui, para cada v € F?, v&0 = (1) y v®*+1) = y2k @y). De (2) se tiene que ¢; es la concatenacién de ¢° segmentos,

. ., S—2—i . . 4,
cada uno consistente a su vez de la concatenacién de segmentos de la forma p ju(‘f ), siendo pj la j-ésima
componente de &, para j =0,...,q— 1.

Proposicion 4 Cada ¢; puede ser calculado efectiva y eficientemente.

En efecto, dado k, con 0 < k< ¢*~! —1,sean ko =k mod ¢* ' "y ky = L%J Entonces la k-ésima ¢;(k) es

la k;-ésima coordenada de Z.

En resumen, si 7(R) = {0} U <§Ié>

arreglos ¢; definidos por (2) pueden ser escritos como Vi € [[0,s —2]:

q-2 . . .
es un conjunto de representantes de Teichmiiller en R, entonces los
Jj=0

o= 0] I Gl [p & ] [ ﬂ} ©

donde [z]; = zu¥). Como un tltimo vector se define
¢ =[1] 1 = u@ ),

La transformacion de Gray es, en este caso,

1

T:GR(p',m)=R — FI
s—1 ) s—1 i s—1

Yoriph = T Y rp | =Y p(ri)o 4)

i=0 i=0 i=0

donde los elements de R aparecen en sus formas p-adicas.

En particular, para s = 2, I" definida por (4) coincidird con I'y,,, definida por (1) paran = 1.

s—1
El espacio vectorial F{  es uno métrico provisto de la distancia de Hamming: la distancia entre dos vectores
es el nimero de coordenadas en las que difieren.



Proposicion 5 Las aseveraciones siguientes se cumplen

e Isometria [2] La transformacion de Gray es una isometria entre el anillo de Galois R y el espacio vectorial
s—1

F?
VYu,v € R: dy(u,v) =dy(T'(u),T(v)).

e La transformacion de Gray satisface [4]:
V(u,v) €RX p* 'R: T(u+v) =T(u) +T(v),

donde p*~'R es el ideal de divisores de cero en R.

Es precisamente debido a la isometria determinada por la transformacién de Gray entre el anillo de Galois y el
correspondiente espacio vectorial que se puede construir, digamos que de manera natural, c6digos sistemadticos de
autenticacion [3].
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