
DESCODIFICACIÓN POR GRADIENTE COMO REDUCCIÓNM. BORGES-QUINTANA, M.A. BORGES-TRENARD, I. MÁRQUEZ-CORBELLÁ,AND E. MARTÍNEZ-MOROAbstrat. We show an uni�ed algebrai struture related to two gradient desent deod-ing proedures for binary odes proposed independently by Liebler and by Ashikhmin andBarg showing their link and relationship. The main tool used is the Gröbner representationof the monoid assoiated to the linear ode.
IntroduiónEl problema de la desodi�aión ompleta (PDC) en la teoría de ódigos onsiste enreibida una palabra (vetor) y de F

n
2
alular la palabra perteneiente a C⊳F

n
2
(subespaiolineal de F

n
2
) que di�era menos posiiones (distania de Hamming) de la palabra reibida.Si �jamos una ota t para los errores que podemos orregir el problema se transforma en(t-PDC) determinar un elemento de C (si existe) tal que di�era en menos de t posiionesde y. Nótese que aquellos errores que se pueden orregir son los líderes (vetores de menorpeso de Hamming wt(·), i.e. on menor número de oordenadas no nulas) de las lasesde equivalenia F

n
2
/C. Cuando existe más de un líder existe más de una eleión para elerror. Denotaremos por y a la lase de equivalenia que ontiene a y y por wt(y) al pesode Hamming de ualquiera de sus líderes. Por lo tanto el siguiente problema surge de unaforma natural:Problema del álulo del líder(PCL):Input: Dada una matriz r × n binaria H, s ∈ F

r
2
y un entero no negativo t.Problema: ¾Existe un vetor e ∈ F

r
2
de peso de Hamming a lo más t tal que

He = s?Todos estos problemas son NP-ompletos (véase [2, 3℄) inluso si se permite realizar prepro-eso en los datos [11℄.Reientemente se ha mostrado interés, relaionado on el estudio de la desodi�aión delos ódigos LDPC, en la siguiente uestión para la que aún no existe una lara respuesta:¾Qué parámetros o atributos de un ódigo ontribuyen a reonoer e implementar una funiónde desodi�aión por gradiente que proporione los líderes de las lases de equivalenia? Losletores interesados pueden onsultar [12℄ para una desripión más detallada del problema.En el mismo artíulo Liebler de�ne la desodi�aión por gradiente (líder) omo aquellaque reibida la palabra y se reemplaza el veino y′ a distania de Hamming 1 tal que
wt(y) ≥ wt(y′) y reemplazar y por y′ hasta que lleguemos a wt(y) = 0.1



2 M. BORGES ET AL.Desodi�aión por gradiente (líder)Input: y palabra reibida.Repite hasta que wt(y) = 0Calula y′ tal que wt(y − y′) = 1 y wt(y) ≥ wt(y′), y← y′Return: y.Nótese que en este algoritmo en ada iteraión se ambia de lase de equivalenia hastaalanzar la lase orrespondiente al 0, esto es, el ódigo. Existe otro algoritmo de desodi-�aión por gradiente de Ashikhmin y Barg [1℄ en que ada paso el representante elegidopermanee en la misma lase de equivalenia hasta que se alanza el líder (mostraremos unade�niión rigurosa en la seión 2). Liebler meniona en [12℄ que dihos algoritmos, a pesarde ompartir la �losofía de la desodi�aión por gradiente, son diferentes. El propósito denuestra ontribuión es mostrar que estos dos algoritmos son duales en el sentido que sondos formas de entender la representaión de Gröbner de un ódigo.1. Representaión de Gröbner de un ódigoDe�niión 1.1. Una representaión de Gröbner de F
n
2
/C [5, 6℄ es un par N, φ donde N esun sistema de representantes de la lases de equivalenia F

n
2
/C tal que 0 ∈ N y para ada

n ∈ N\{0} existe ei, i ∈ 1, . . . , n, tal que n = n′+ei y n′ ∈ N. Además φ : N×{ei}
n
i=1
→ N esuna funión que envía ada par (n, ei) al elemento N que pertenee a la lase de equivaleniadel elemento n + ei.El nombre de representaión de Gröbner no es asual. Fijamos un orden ompatible onel grado y onsideramos el ideal binomial(1) IC = {xw1 − xw2 | w1 −w2 ∈ C} ⊆ K[x] = K[x1, . . . , xn]donde K es un uerpo ualquiera y si w = (w1, . . . , wn) entones, abusando la notaión yonsiderando w en Z

n, se tiene que xw =
∏

xwi

i . La representaión de Gröbner del ódigoorresponde on la representaión del ideal IC utilizando el algoritmo FGLM (véase [14℄apítulo 29 para una referenia ompleta) donde N son las formas normales y φ representalas �tablas de multipliaión� orrespondientes a la multipliaión de una forma normal poruna variable. Además, puesto que el orden es ompatible on el grado total los elementosde N son mínimos respeto al mismo en ada lase de equivalenia, es deir, orresponden alíderes de la misma. La representaión de Gröbner de un ódigo puede ser alulada medianteuna modi�aión del algoritmo FGLM (véase [5℄), una implementaión del algoritmo en GAP[10℄ se puede enontrar en [7℄. El ideal binomial IC también puede ser visto omo el núleode un problema de programaión lineal modular, véase [13℄.Asoiada a una representaión de Gröbner podemos de�nir el borde de un ódigo [9℄ omoDe�niión 1.2. Sea C un ódigo y H su matriz de paridad y N,φ su representaión deGröbner, el borde de C es el onjunto(2) B(C) = {(n1 + ei,n2) | i ∈ [1, n],n1 + ei 6= n2,
n1,n2 ∈ N and H · (n1 + ei) = H · n2} ,Nótese que las dos omponentes del borde se enuentran en la misma lase de equivalenia,es deir, su suma pertenee al ódigo. Podemos expresar el onjunto en (2) en términos de
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φ omo

B(C) = {(n + ei, φ(n, ei)) | i ∈ [1, n],n ∈ N} \ {(x,x)}.2. ReduiónConoido un ódigo C y su orrespondiente representaión de Gröbner N,φ de�nimos lareduión de un elemento n ∈ N restpeto a ei omo el elemento anónio omo n′ = φ(n, ei)y lo denotamos por n→i n′. Para ada x ∈ F
n
2
, x = 0 +

∑
j eij , por lo que podemos iterarun número �nito de reduiones parea alular el líder de la lase de equivalenia x , estoes obtenemos un proedimiento de desodi�aión por gradiente (líder) omo sigue:Desodi�aión por gradiente (líder)Input: y palabra reibida.Forward step

y =
∑s

j=1
eij . Calula n ∈ N orrespondiente a la lase de y, i.e.(a) n = 0.(b) For j = 1, ..., s do φ(n, eij ) = n′, n← n′Bakward stepMientras que n 6= 0(a) Calula y′ tal que y′ = y + eij y wt(n) ≥ wt(φ(n, eij ))(b) y← y′, n← φ(n, eij ).Return: y.Nótese que la informaión de nuestra representaión de Gröbner es exesiva para la re-duión propuesta anteriormente, ya que una vez onoida la forma normal (i.e. el líder)

n orrespondiene al �nal del �Forward step� podemos desodi�ar y. La informaión es-tritamente neesaria para realizar la desodi�aión por gradiente (líder) es la funión deasignaión φ y sustituir los líderes en N por vetores del tipo (i, wi) donde i es un ordinalde las lases de equivalenia y wi el peso del líder de la lase i-ésima, es deir, se redueonsiderablemente el tamaño respeto al par (N,φ) propuesto originalmente en [4℄.Si tenemos ahora en uenta la informaión en B(C) podemos realizar la misma reduiónsustituyendo en ada paso el primer término o head del orrespondiente elemento del bordepor su segunda omponente o tail. Nótese que head + tail es una palabra del ódigo, porlo tanto, la reduión se lleva a abo sumando palabras adeuadas del ódigo, es deir, sinmoverse de la misma lase de equivalenia. Esta es la idea que subyae en la desodi�aiónpor onjuntos de omprobaión (�Test sets�) propuesta por Ashikhmin y A. Barg [1℄. Unonjunto T ⊆ C es de omprobaión si para ada vetor y ∈ F
n
2
o bien existe un t ∈ T on

wt(y− t) ≤ wt(y) o bien y ∈ {x | wt(x) ≤ wt(x− c), c ∈ C}. Claramente las palabras quese derivan del borde de un ódigo onstituyen un onjunto de omprobaión. El algoritmode desodi�aión es ahoraDesodi�aión por gradiente (test set)Input: y palabra reibida y T .1.- c← 0.2.- Busar t ∈ T tal que wt(y − t) ≤ wt(y). c← c + t. y← y + t.3.- Repetir el paso anterior hasta que no exista diho t.Return: c.
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