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ABsTRACT. We show an unified algebraic structure related to two gradient descent decod-
ing procedures for binary codes proposed independently by Liebler and by Ashikhmin and
Barg showing their link and relationship. The main tool used is the Grébner representation
of the monoid associated to the linear code.

INTRODUCCION

El problema de la descodificacion completa (PDC) en la teoria de codigos consiste en
recibida una palabra (vector) y de F} calcular la palabra perteneciente a C <% (subespacio
lineal de %) que difiera menos posiciones (distancia de Hamming) de la palabra recibida.
Si fijamos una cota t para los errores que podemos corregir el problema se transforma en
(t-PDC) determinar un elemento de C (si existe) tal que difiera en menos de ¢ posiciones
de y. Notese que aquellos errores que se pueden corregir son los lideres (vectores de menor
peso de Hamming wt(-), i.e. con menor nimero de coordenadas no nulas) de las clases
de equivalencia Fy/C. Cuando existe mas de un lider existe mas de una eleccién para el
error. Denotaremos por ¥ a la clase de equivalencia que contiene a y y por wt(y) al peso
de Hamming de cualquiera de sus lideres. Por lo tanto el siguiente problema surge de una
forma natural:

Problema del cdlculo del lider(PCL):

Input: Dada una matriz » X n binaria H, s € F; y un entero no negativo ¢.
Problema: ;Existe un vector e € 5 de peso de Hamming a lo mas ¢ tal que
He =s?

Todos estos problemas son NP-completos (véase |2, 3|) incluso si se permite realizar prepro-
ceso en los datos [11].

Recientemente se ha mostrado interés, relacionado con el estudio de la descodificacion de
los cédigos LDPC, en la siguiente cuestiéon para la que aiin no existe una clara respuesta:
¢ Qué pardmetros o atributos de un codigo contribuyen a reconocer e implementar una funcion
de descodificacion por gradiente que proporcione los lideres de las clases de equivalencia? Los
lectores interesados pueden consultar [12] para una descripcion més detallada del problema.
En el mismo articulo Liebler define la descodificacion por gradiente (lider) como aquella
que recibida la palabra y se reemplaza el vecino y’' a distancia de Hamming 1 tal que
wt(y) > wt(y’) y reemplazar y por y’ hasta que lleguemos a wt(y) = 0.
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Descodificacion por gradiente (lider)
Input: y palabra recibida.
Repite hasta que wt(y) =0
Calcula y' tal que wt(y —y') =1y wt(¥) > wt(y’), y<—y
Return: y.

/

Notese que en este algoritmo en cada iteraciéon se cambia de clase de equivalencia hasta
alcanzar la clase correspondiente al 0, esto es, el cddigo. Existe otro algoritmo de descodi-
ficacion por gradiente de Ashikhmin y Barg [1] en que cada paso el representante elegido
permanece en la misma clase de equivalencia hasta que se alcanza el lider (mostraremos una
definicion rigurosa en la seccion 2). Liebler menciona en [12] que dichos algoritmos, a pesar
de compartir la filosofia de la descodificaciéon por gradiente, son diferentes. El proposito de
nuestra contribucién es mostrar que estos dos algoritmos son duales en el sentido que son
dos formas de entender la representacion de Grobner de un cédigo.

1. REPRESENTACION DE GROBNER DE UN CODIGO

Definicion 1.1. Una representacion de Grobner de Fy/C [5, 6] es un par N, ¢ donde N es
un sistema de representantes de la clases de equivalencia F%/C tal que 0 € N y para cada
n € N\{0} existee;, i € 1,...,n, tal quen = n'+e; yn’ € N. Ademés ¢ : Nx{e;} | — Nes
una funcion que envia cada par (n,e;) al elemento N que pertenece a la clase de equivalencia
del elemento n + e;.

El nombre de representacion de Grobner no es casual. Fijamos un orden compatible con
el grado y consideramos el ideal binomial

(1) Ie = {x"' —x"? | w; —wq € C} CK[x] = K[z, ..., 2]

donde K es un cuerpo cualquiera y si w = (wq,...,w,) entonces, abusando la notacion y
considerando w en Z", se tiene que x¥ = []z". La representacion de Grobner del codigo
corresponde con la representacion del ideal Z¢ utilizando el algoritmo FGLM (véase [14]
capitulo 29 para una referencia completa) donde N son las formas normales y ¢ representa
las “tablas de multiplicacién” correspondientes a la multiplicaciéon de una forma normal por
una variable. Ademds, puesto que el orden es compatible con el grado total los elementos
de N son minimos respecto al mismo en cada clase de equivalencia, es decir, corresponden a
lideres de la misma. La representacion de Grobner de un c6digo puede ser calculada mediante
una modificacion del algoritmo FGLM (véase [5]), una implementacion del algoritmo en GAP
[10] se puede encontrar en [7]|. El ideal binomial Z¢ también puede ser visto como el niicleo
de un problema de programacion lineal modular, véase [13].

Asociada a una representacion de Grobner podemos definir el borde de un codigo [9] como

Definicion 1.2. Sea C un cédigo y H su matriz de paridad y N, ¢ su representacion de
Grobner, el borde de C es el conjunto

@) B(C)= {(n1+e,n2)|ic[l,n],n; +e #ny,
ny;,ng € Nand H - (n; +e;) = H - -ny},

Notese que las dos componentes del borde se encuentran en la misma clase de equivalencia,
es decir, su suma pertenece al codigo. Podemos expresar el conjunto en (2) en términos de
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¢ como
B(C) ={(n+e;,¢(n,e))|ic[l,n],ne N}\{(x,x)}.

2. REDUCCION

Conocido un codigo C y su correspondiente representacion de Grobner N, ¢ definimos la
reduccidn de un elemento n € N restpecto a e; como el elemento canénico como n’ = ¢(n, €;)
1 m — . i
y lo denotamqs porn —; 1’ Para cada x € F, x =0 + Zj €;;, por lo que pode.mos iterar
un nimero finito de reducciones parea calcular el lider de la clase de equivalencia X , esto
es obtenemos un procedimiento de descodificacion por gradiente (lider) como sigue:

Descodificacion por gradiente (lider)

Input: y palabra recibida.

Forward step

y = Z;Zl e;;. Calcula n € N correspondiente a la clase de y, i.e.
(a) n=0.

(b) For j=1,..,sdo ¢(n,e;;) =n’, ne<n
Backward step

Mientras que n # 0

(a) Calcula y’ tal que y' =y +e;; y wt(n) > wt(p(n,e;;))
(b) y — ¥, ne o(me,).

Return: y.

/

Notese que la informaciéon de nuestra representacion de Grobner es excesiva para la re-
duccion propuesta anteriormente, ya que una vez conocida la forma normal (i.e. el lider)
n correspondiene al final del “Forward step” podemos descodificar y. La informacion es-
trictamente necesaria para realizar la descodificacion por gradiente (lider) es la funcion de
asignacion ¢ y sustituir los lideres en N por vectores del tipo (i, w;) donde i es un ordinal
de las clases de equivalencia y w; el peso del lider de la clase i-ésima, es decir, se reduce
considerablemente el tamano respecto al par (IV, ¢) propuesto originalmente en [4].

Si tenemos ahora en cuenta la informacion en B(C) podemos realizar la misma reduccion
sustituyendo en cada paso el primer término o head del correspondiente elemento del borde
por su segunda componente o tail. Notese que head + tail es una palabra del cédigo, por
lo tanto, la reducciéon se lleva a cabo sumando palabras adecuadas del cédigo, es decir, sin
moverse de la misma clase de equivalencia. Esta es la idea que subyace en la descodificaciéon
por conjuntos de comprobacion (“Test sets”) propuesta por Ashikhmin y A. Barg [1]. Un
conjunto 7 C C es de comprobacién si para cada vector y € F5 o bien existe un t € 7 con
wt(y —t) < wt(y) o bien y € {x | wt(x) < wt(x —c¢), ¢c € C}. Claramente las palabras que
se derivan del borde de un c6digo constituyen un conjunto de comprobacién. El algoritmo
de descodificaciéon es ahora

Descodificacion por gradiente (test set)

Input: y palabra recibida y 7.

l.-c+0.

2.- Buscar t € 7 tal que wt(y —t) < wt(y). c—c+t. y —y+t.
3.- Repetir el paso anterior hasta que no exista dicho t.

Return: c.
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La estructura dada por el borde es en cierta manera redundante y puede encontrarse una
subestructura llamada borde reducido que realiza la misma reduccion (el concepto es analogo
al de base de Grobner reducida). Una definicién de borde reducido puede encontrarse en [9]
y su relacion con la minimalidad de las palabras representadas en el mismo en |8, 9]. Por
ultimo notar que el conjunto de comprobacion 7 corresponde a un conjunto de comprobacion
de un problema de programacion lineal modular, véase [13].

3. CONCLUSIONES

Hemos mostrado como los dos algoritmos de descodificacién por gradiente pueden derivarse
de una misma estructura algebraica de un c6digo binario dado por su representacién de Grob-
ner como dos formas de interpretar la reducciéon dando asi un tratamiento unificado a los
dos algoritmos que Liebler [12] identificaba como distintos.
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